Regneregler for ubestemte integraler

I dette lille tilleeg skal vi se pd en s&tning, som angiver de regneregler, der galder for
ubestemte integraler (integraler uden granser), samt give et bevis for s@tningen. Da vi i
beviset skal gore brug af de tilsvarende regler for differentialkvotienter, sd anfores de
forst uden bevis.

Seetning 1 (Regneregler for differentiable funktioner)

I a)-d) antages det, at funktionerne f og g er differentiable i x,. k£ er en konstant.
Endvidere antages det 1 d), at g(x,) #0. I e) antages det, at f er differentiabel 1 x,
og g er differentiabel i y, = f(x,). Med disse antagelser er f+g,k-f, f-g, f/g
og f o g differentiable med folgende differentialkvotienter:

a) (f+2)(x) = f(x)+g'(x)

b) (k- f)(x) = k- f'(x)

o (f8)(x) = f'(x)) g(xo)+ f(x5) g'(xp)
fj’ [0 800) — (5 £'(xy)

d L =

) ( ) (g(xy))

e) (fog)(x) = f'(g(xy)) g'(xy)

Bemeerkning 2

Med ord siger satningen folgende: a) Man differentierer en sum af to funktioner ved at
differentiere funktionerne hver for sig og legge sammen. b) Nir man ganger en propor-
tionalitetsfaktor £ pa en funktion £, sd kan dens differentialkvotient fas ved at sette pro-
portionalitetsfaktoren k& udenfor”. c) Differentialkvotienten af et produkt af to funktioner
fds som den forste funktion differentieret gange med den anden funktion uandret plus
den forste funktion usendret gange den anden funktion differentieret. e) Differentialkvo-
tienten af en sammensat funktion fas som den ydre funktion differentieret med den indre
funktion indsat gange den indre funktion differentieret.

Definition 3

Funktionen F(x) siges at vaere en stamfunktion til funktionen f(x), hvis F'(x)= f(x).
Med det ubestemte integral af en funktion f(x) vil vi forstd en vilkérlig valgt stam-
funktion til f(x).

Satning 4
Givet to differentiable funktioner F; og F, . Da gzlder:
Der findes en konstant k, sd F, (x) = Fj(x)+k < Fi'(x) = FZ'(x)
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Bevis: Vi viser forst setningen mod hejre (=) :

F(x)=(F()+k) =(F(x) +(k) = F ()+0=F (x)

Dernaest setningen mod venstre (<) : Her ma vi vide, at differentialkvotienterne er ens.
Indfer en hjelpefunktion A(x) = F, (x)— F(x) . Vi differentierer hjelpefunktionen:

H(x)=(F(x)-F®) =F®)-F =0

En differentiabel funktion, som er defineret pa hele R, og som overalt har differential-
kvotient 0, kan kun vare konstant (Overvej fx grafens mulige udseende). Der findes
altsa en konstant &, s& h(x) =F,(x)—F(x) =k, dvs. F,(x) = Fj(x)+k .

Saetning 4 godtger, at hvis en funktion er stamfunktion til en given funktion, s er en-
hver funktion, som fremkommer ved at l&egge en konstant til den oprindelige stamfunk-
tion, ogsé en stamfunktion. Sztning 4 fra hejre mod venstre forteller ogsa, at der ikke
er andre stamfunktioner! Nu til reglerne for ubestemte integraler.

Seetning 5 (Regneregler for ubestemte integraler)

I a) og b) antager vi, at f og g er kontinuerte funktioner. & er en konstant. I ¢) og d) antages
det, at g er differentiabel med kontinuert afledet samt at f'er kontinuert. Da gaelder:

2) [(f()+g@)dx = [f()de+ [y

b) j k- f(x)dx = k- j f(x)dx

o) [ f(x)-g(x)dx = F(x)-g(x)= [ F(x)-g'(x) dx
) [ fe@)g@dr = F(gw) = [fod]_

Bevis for scetning 5: Af definitionen pa det ubestemte integral, ser vi, at det er tilstraek-
kelig at vise, at hvis man differentierer hgjresiden 1 ligningen, s fir man integranden pa
venstre side, altsd ”indmaden” af integralet pa venstre side. Vi ger undervejs brug af
reglerne for differentiable funktioner, angivet i setning 1.

2 ([fde+ [ godx) =(] ) +([ @) = 1)+ g0
b) (k[ f(dx) =k-([£0dx) = k- f(x)

O (F) g~ [F()-g) dv) = (F)-g(0)) ~([ Fx)- ') die)
= F'(2)-g(0)+ F(x) ()~ F(x) - g'(x) = f (x)- g(x)
d) (F(g)) =F(g()-g'()=f(g)£'x)
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Stamfunktioner til standardfunktioner

S (x) F(x)

k k-x

x", n#-1 Ly

1/x In(x)

X 1 x

a In(a)

e e’

e % e
sin(x) —cos(x)
cos(x) sin(x)

In(x) x-In(x)—x

Eksempel 6

For at finde en stamfunktion til funktionen f(x)=4x> +/x , benytter vi tabellen oven-
for samt regneregel a) og b) fra s@tning 5. Vi far:

j(4x2+\/;)dx = j4-x2dx+_[\/;dx = 4-Ix2dx+jx1/2dx

3/2

g1 2+ 1241 a3 2
=457 X7 X = 3X +3X

Eksempel 7

Vi ensker at bestemme en stamfunktion til x-sin(x). Det er oplagt, at vi her ma gore
brug af regel c) i setning 5. Den kaldes ogsa for partiel integration:

_[ x-sin(x)dx = x-(—cos(x))— I (—cos(x))-1dx
= —x-cos(x)+ I cos(x)dx
= —x-cos(x)+sin(x)
Bemark, at man i formlen for partiel integration far et nyt integral at lose pa hejre side.
Det skulle gerne vere nemmere at lose end det integral, vi startede med. Derfor er det
vigtigt, at man vaelger f(x) og g(x) fornuftigt. Her sa&ttes f(x)=sin(x) og g(x)=x,

for pa hejre side skal vi differentiere g(x), og det giver jo g'(x)=1. Samtidigt har vi
F(x)=-cos(x).

Eksempel 8

Vi vil bestemme en stamfunktion til funktionen 8x-v/2x> +3 .
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Det viser sig, at der ikke er noget héb 1 at forsege at lase opgaven ved hjelp af partiel
integration (regel c)), for der er et problem med den sammensatte funktion v2x~ +3
uanset om vi kalder den for feller g. Derimod kan regel d), ogsa kaldet integration ved
substitution, anvendes. Man ser nemlig, at hvis man differentierer "indmaden” 2x*+3 ,
sé far man neesten det, der star foran kvadratrodstegnet — der skal blot justeres lidt med
en konstant. Hvis vi derfor satter f(y)= \/; og g(x)=2x"+3, harvi F(y)= 3/ :
(se eksempel 6) og g'(x)=4x, hvorved f(g(x))-g'(x)=(2x*+3)-4x. Hﬂjremden 1
formlen d) bliver F(g(x))=2-(2x* +3)"*. Alti alt:

j8x~ 2x% +3dx = 2-] 4x N2 43 dx = 2-2(2x% +3)7% = 4.(2x% +3)F
- —-- — N
g'(x) f(g(x) F(g(x))

Alternativ lesningsmetode
Man kan undertiden miste overblikket i ovenstdende, sd en alternativ made er at indfere
en ny variabel ¢. Det skal her vare problembarnet under kvadratrodstegnet:

t = g(x)=2x"+3. Heraf dt = g'(x)-dx =4x-dx, hvorved dx = 4i-dz . Vi far:
X

[BxV2x* +3dx = [ 8x-t —dt [2tde =2-2.0° = 477 = 4,227 +3)"

Bemerk, at vi skal tilbage til den oprindelige variabel x til sidst. Variablen ¢ var blot en
hjeelp til at komme frem til resultatet.

Bemeerkning 9

Det skal na@vnes, at vi kun var 1 stand til at bestemme integralet i eksempel 8, fordi dif-
ferentialkvotienten af den indre funktion, bortset fra en justeringskonstant, ogsa figure-
rer 1 integralet. Havde sidstnavnte ikke veret der, ville integralet blive langt sverere at
lose. Det kan for eksempel nevnes, at

J.\/2x2+3 dx = %.[X.un% + %-ln‘x+w/x2+%u

I dette tilfelde skal der helt andre metoder til, som vi ikke kan komme ind pa her. I
andre tilfeelde kan det ubestemte integral slet ikke angives ved de standardfunktioner,
man kender, og s& md man ofte ty til en numerisk (tilnermet) losning. Det er altsa langt
svaerere at bestemme integraler end det er at bestemme differentialkvotienter.

Eksempel 10

Find en stamfunktion til 3x*-cos(x’ +6). S@t g(x)=x +6. Den indre funktion diffe-
rentieret giver g'(x)=3x?, som netop er det, der star foran. Derfor er vi pi hjemmebane
og kan benytte s@tning 5d). Seet f(y)=cos(y), sd F(y)=sin(y). Da haves:

j 3x2 - cos(x’ +6) dx = sin(x’ +6)
g'(x) f(g(x) F(g(x))
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Opgaver

Opgave 1

Bestem folgende integraler:
a) j (637 —4) dx

b) [4-e¥dx

c) J. x-~Jx dx

d) | Bx-2)dx

Opgave 2

Bestem folgende integraler:

a) J. 2x-e'dx

b) j x-cos(x) dx

C) J. x*-e" dx. Hjeelp: Benyt s@tning 5c) to gange

d) j (2x+1)- dx
X

Opgave 3

Bestem folgende integraler:
a) J. 3x% Nx’ —1dx

b) j sin(2x + 7)dx

0 | x-(-1"dx

1
9 '[ 4x+5 dx
4
e) j = il dx
f) I cos\}_;/;) dx

@) [ 20x-(5x* +4) dx
h) J- e3x+1dx
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