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Formel for vinklen mellem to vektorer

Formaélet med dette lille tillaeg er at bevise den velkendte s@tning 3 pa naste side omhand-
lende vinklen mellem to vektorer, vel at maerke uden brug af cosinus-relationerne. Sidst-
navnte kommer tvartimod som en konsekvens. Forst nogle hjelpesatninger.

Satning 1

Lad @, b og ¢ vere vilkarlige vektorer i planen og lad ¢ vere et reelt tal. Da gelder:

a) a b=b-d (kommutative lov)
b) a-(b+¢)=a-b+a-¢ (distributive lov)
¢) a-a=la

d) (t-a)-b=a-(t-b)=t-(a-b)

Bevis: Vi viser nogle udvalgte.

b) Viregner pa venstresiden og hgjresiden hver for sig, idet vi indferer koordinater:

— E — ax bx cx ax bx+cx
a-(b+e) = a, . b, " ¢, B a, ' b,+c,
=a. (b +c)+a,-(b,+c) =a, b +a,c +a, b +a,c,
a-b+a-c = . + : =a,b +a, b +a c +a,c
a, | \b, a, | e, v %y vy

Vi ser, at det giver det samme. Vi kan altsé uden videre "prikke" en vektor pa en sum
af to vektorer ved at "prikke" ind pa hver vektor for sig og laegge sammen.

¢) Som for regner vi i koordinater pa hgjre og venstre side af lighedstegnet:

- = a, ay _ _ 2 2
a-a = . = ax-ax+ay-ay = ax+ay
ay ay

2
-2 2 2 ) 2
ldl” = (,/ax+ay) = a;+a,
Igen far vi det samme.

d) Viviser, at det forste udtryk er lig med det sidste udtryk:

cos- () (2)6

= (t-a,)-b,+(ta,)b, =ta b +t-a, b,

ax bx
t{[%j{byn =t-(a,-b,+a,-b) =t-a b +ta, b,

Resten af pastandene overlades til leeseren. o

t-(a-b)
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Satning 2

Skalarproduktet mellem to vektorer er uathengigt af koordinatsystem.

Bevis: Lad a og b vere to vektorer i planen. Da kan vi definere

differensvektoren ¢ =a—b og derefter benytte satning 1: 7 g
¢-¢ =(a-b)(a-b)=a-a—a-b-b-a+b-b
(1) =d-a—a-b—a-b+b-b =
=G-a-2-a-b+b-b
hvilket ved brug af satning 1c) forer til:
- -2
@) o =laP-2-a-5+6f o a5 = %-(Ialﬁlbl —Ialz)

Vi ser, at skalarproduktet udelukkende athaenger af leengderne af de tre vektorer. Et skift
af koordinatsystem vil dermed ikke @ndre pa skalarproduktet.

Saetning 3 (Vinklen mellem to vektorer)
Lad a og b veare to egentlige vektorer i planen. Da gaelder
b

QY

i-b = lal-lbl-cos(v) < cos(v) =

Sy

QU

hvor v er vinklen mellem de to vektorer.

Bevis: I setning 2 s vi, at der ikke sker noget  (2) A
med skalarproduktet, hvis vi skifter koordinat-
system. Det udnytter vi nu pa den made, at vi
drejer det oprindelige koordinatsystem, sa for-
ste basisvektor i det nye koordinatsystem kom-
mer til at blive ensrettet med a. Sidstnevnte (1)
vektor vil altsd i det nye (orange) koordinatsy-

stem fa koordinaterne

[

I forhold til det nye koordinatsystem vil b have retningsvinklen v, hvis man skal dreje i

>

]

v

den positive omlebsretning for at komme fra a til b . I modsat fald er retningsvinklen
—v. Lad os forelobigt sige, at det forste er tilfeldet. Fra en tidligere setning ved vi der-
med, at b kan skrives saledes:



© Erik Vestergaard — www.matematikfysik.dk 3

P |5|'(COS(V)j _ |E|'COS(V)
sin(v) |b]-sin(v)

Nér vi tager skalarproduktet af de to vektorer fas:

3y  a-b = ['mj- |]i|'°°s(v) — |al-l5]- cos(v) + 0-15]-sin(v) = ll-|B|- cos(v)
0 |b|-sin(v)

Her ser vi samtidigt, at det er ligegyldigt, om retningsvinklen var v eller —v, for der gael-
der nemlig som bekendt: cos(—v) =cos(v) . Ligningen (1) vil altsé geelde uanset hvad. Det
onskede er dermed bevist.

O
Saetning 4 (Cosinus-relationen)
I en vilkérlig trekant geelder cosinus-relationen:
4) ¢t =a*+b*=2-a-b-cos(C)
. . . A
Bevis: Fas mere eller mindre direkte ud fra (2) og setning 3.
Her svarer v til C 1 trekanten, og leengderne af vektorerne er c
sideleengderne i trekanten. Detaljerne overlades til leeseren. b
B
a
C
O

Bemearkninger S

Man kalder ogsé cosinusrelationen for den "udvidede Pythagoras' s&tning". Hvorfor mon
det? Pa grund af symmetri i problemet er det klart, at ombytter man bogstaverne, sa far
man ogsd gyldige formler. Der er i alt tre cosinusrelationer. Ikke mere om det her. En helt
anden ting er, at det er forholdsvist klart, at seetning 3 umiddelbart kan udvides til ogsa at
gelde for vektorer 1 rummet eller hojere dimensioner (overvej!).

Satning 6
Lad a og b veare to egentlige vektorer. Da galder:

i-bh=0 < dlb

Bevis: Vi har felgende:

[Ny
—
S

Gi-b=0 < ld-bl-cos()=0 o cos(m)=0 < v=90° <
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hvor vi 1 forste ensbetydende tegn har benyttet s@tning 3 og i andet ensbetydende tegn
har benyttet nulreglen. Endelig folger det tredje ensbetydende tegn af, at vinklen mellem
to vektorer altid er hgjst 180°.

Bemearkning 7

En andet ord for at to vektorer star vinkelret pd hinanden er, at de er ortogonale. Bemerk,
at man kun kan tale om, at to vektorer er ortogonale, hvis ingen af dem er nulvektor!

Opgaver

Opgave 1

Benyt regnereglerne i s@tning 1 til at reducere folgende udtryk:
a) a-(2b—3a)+b-(b—2a)

b) (d+b)-(G-b)

¢) a-(3a+2b-¢)—(b—a)-¢-2a-b

Opgave 2

Udnyt setning 6 til at bestemme det tal ¢z, som geor folgende to vektorer ortogonale:

s

Bestem det tal 7, som gor felgende to vektorer ortogonale:

()

Benyt saetning 3 til at vise at folgende to udsagn gelder:

Opgave 3

Opgave 4

i-b>0 < /(a,b)erspids

ib<0 < 4(5,5) er stump

hvor /(d,b) hentyder til vinklen mellem de to vektorer @ og b .



