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Logistisk vaekst — eksempel med bakteriekultur

Den eksponentielle vakst er velkendt. Den over-
ordnede begrundelse for, at den ofte forekom-
mer 1 forbindelse med forskellige populationers
udvikling er, at der her er tale om en konstant
procentvis veekst. Men vi ved ogsé, at populatio-
ner ikke kan vokse i det uendelige. Den erken-
delse havde den belgiske matematiker Pierre
Francois Verhulst (1804-1849) ogsé gjort sig, da
han en vinterdag i 1833 sad pa sit studerekam-
mer 1 Bruxelles. Du kan laese mere om denne
spendende historie i [1]. For at gere en lang hi-
storie kort, sa ledte Verhulst efter en funktion,
som bedst kan beskrive udviklingen af en popu-
lation, nar resurserne gradvist udtemmes. Han

kom frem til den funktion, som vi i dag kalder
for en logistisk udvikling. Funktionen kan se ud

pé lidt forskellig made, blandt andet sdledes: PEVERMULST.
M Pierre Frangois Verhulst (1804-1849)
(D N(@) = m [Public Domain] Wikimedia Common:s.

Funktionen har tre frie parametre. Hvis man har en reekke datavaerdier indeholdende po-
pulationssterrelser til forskellige tidspunkter, kan man for eksempel bruge et CAS-vark-
toj til at foretage en logistisk regression, med henblik pa at afgere, om datapunkterne
tilneermelsesvist falger en logistisk kurve eller ej. I det felgende vil vi blot antage, at en
bakteriekulturs udvikling kan beskrives med den logistiske forskrift (1) med felgende
parametre: M =45-10°,c=1750g a=1,8-10". Tiden ¢ regnes i minutter.
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P& forrige side er grafen for den logistiske vaekst tegnet. Vi ser, at bakteriekulturen godt
kan se ud til at vokse tilnermelsesvist eksponentielt i begyndelsen. Derefter flader kurven
ud som en folge af de begreensede resurser. Det kan vare mangel pa fede, plads eller
lignende. Pa figuren er tangenterne til grafen til tidspunkterne 20, 50 og 100 minutter
indtegnet. Tangenternes heldning angiver vaksthastighederne til de pagaeldende tids-
punkterne. I et CAS-vaerktej finder vi nemt:

N'(20) =99424,05747; N'(50) = 677899,7752; N'(100) =174580.2430

Det forteeller os, at til tidspunktet 20 min. er vaeksthastigheden ca. 99000 bakterier/min.,
mens den til tidspunkterne 50 min. og 100 min. er henholdsvis ca. 678000 bakterier/min
og ca. 175000 bakterier/min.

Men der mé vere et tidspunkt, hvor vaeksthastigheden v(¢) = N'(¢) er storst. Til dette
tidspunkt ma grafen for vaksthastighedsfunktionen have vandret tangent. Derfor diffe-
rentierer vi en gang til: v'(¢) = N"(¢) og leser for, hvornar sterrelsen er 0:

V(E)=0 < t=63,76278980

Det overlades til leeseren at vise, at der er tale om et lokalt og globalt maksimum for
hastighedsfunktionen v(#). Sagt pé en anden made: Bakteriekulturen vokser hurtigst til
tidspunktet 7 = 63,8 min. Vi kan tegne grafen for vaeksthastigheden:
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Dette eksempel leerer os desuden noget om den anden afledede. Vaksthastigheden topper,

nér accelerationen er 0! Fra tiden 0 og indtil 7, vokser veksthastigheden, hvilket kan

ses ved at haeldningskoefficienterne for tangenterne til grafen for N(¢) (grafen pa forrige
side) vokser. Efter tidspunktet 7, vil vaksthastigheden aftage, hvilket ses ved at hald-
ningskoefficienterne for tangenterne aftager. Lidt mere lost kan man udtrykke det sadan:
For tidspunktet ¢ drejer tangenterne til grafen for N(¢) 1 positiv omlebsretning, mens
tangenterne drejer i negativ omlebsretning, nér tiden passerer ¢, . Lige til tidspunktet

! har grafen for N(¢) det, som undertiden kaldes for en skrd vendetangent.
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Naér tiden gar mod uendelig, vil populationens sterrelse nerme sig til M. Det fremgér
direkte af (1), idet leddet e “"* vil nzerme sig til 0, nar ¢ — oo. Vi har altsa:

3) N(t)zL_Mt%M fort —» o
l+c-e ™

Oversat til vores eksempel betyder det, at bakteriekulturen vil nerme sig til 45 mio. bak-
terier over tid, hvilket stemmer fint overens med grafen for N(¢) to sider tidligere.

I gvrigt kan man vise den overraskende egenskab for en logistisk vakst, at veeksthastig-
heden er storst, nar populationen har naet halvdelen af sin graense, altsa:

4) N(tpy) = M

Lad os afslutte eksemplet her og blot gere laeseren opmarksom p4, at den logistiske vakst
er en vigtig model, som ofte benyttes i biologien.

Opgave (Influenza-epidemi)

Den logistiske vaekst (1) fra eksemplet ovenfor kan under visse forudsatninger benyttes
som en rimelig model til at beskrive udviklingen af antal sygdomsramte ved en influenza-
epidemi i en landsby. Det antages, at sygdommen ikke er dedelig. Det oplyses, at der i en
by med 5000 indbyggere til tiden 0 er 1 person med influenza. Efter 5 dage er der i alt 6
influenza-ramte.

a) Vis at antal influenza-ramte kan beskrives ved folgende funktion:

5000
1+4999. 0328

N(@t) =

hvor 7 er tiden regnet i dage og N(¢) angiver antal influenza-ramte. Hjceelp: Udnyt at
antal influenza-ramte ma konvergere mod 5000, nar tiden gar imod uendelig — dvs.
at alle 1 byen for eller senere vil blive ramt. M er med andre ord 5000. Udnyt dernaest
de to andre oplysninger til at bestemme de to evrige konstanter ¢ og a i den logistiske
vakst (1) fra eksemplet.

b) Benyt forskriften fra a) til at bestemme antal influenza-ramte efter 30 dage.

¢) Hvornar er 4000 indbyggere i byen ramt af influenza?

d) Bestem den hastighed, hvormed folk smittes til tidspunktet 20 dage.

e) Bestem det tidspunkt, hvor indbyggere smittes hurtigst.

f) Tegn grafen for N(¢) iintervallet 0 <¢<50.

g) Overvej hvilke forudsatninger der mon ligger til grund for modellen? Hvad kan for
eksempel forhindre at modellen holder stik? Prav desuden at give et bud pé, hvorfor
det er rimeligt, at grafen fra f) ser ud som den ger. Tank pé smittespredningen ...

[1] Kristian Danielsen og Henrik Kragh Sgrensen. Vaekst i nationens tjeneste — Hvordan Verhulst fik be-
skrevet logistisk vaekst. Matematiklaererforeningen, 1. udgave, 2014.



