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Lineare funktioner

- udvalgte beviser

Definition 1

En linear funktion fer en funktion pa formen f(x)=a-x+b

hvor a og b er konstanter (reelle tal), mens x er den uathangige variabel.

Sztning 2

Lad f'vare en linezer funktion f(x)=a-x+5b . Da gelder:

a) Grafen for f'skaerer y-aksen i b.

b) Nérx eges med 1, s far y tilveeksten a.

Bevis:

a)

b)

Alle punkter pd y-aksen har x =0, sa den verdi indsetter vi bare i forskriften:
f(0)=a-0+b=b
Dermed er det bevist, at grafen skerer y-aksen i b.

Vi begynder i et vilkdrligt punkt x pa x-aksen. Den tilherende y-vaerdi fas ved at
indsatte x pa x’s plads i forskriften:

(1) y=f(x)=a-x+b

Herefter oges x med 1, sd vi kommer hen til x +1 pa x-aksen. Den tilherende y-verdi
fas ved at indsatte x+1 pa x’s plads i forskriften:

2) yv=f(x+)=a-(x+)+b=a-x+a+b

hvor vi har ganget ind 1 en parentes. Grafisk ser situationen ud som vist pa figuren
herunder.

alx+)+b=y,

ax+b=y,

e
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Vi er interesseret i at bestemme tilveeksten iy, her kaldet Ay . Den far vi ved at treekke
de to y-vaerdier fra hinanden og anvende (1) og (2):

Ay =y, =»
3) = (a-x+a+b)—(a-x+b)

=a-x+a+b—a-x->b

=d

Dermed er det vist, at y far tilveeksten a.

Saetning 3

Lad (x,,»,) og (x,,y,) vare to punkter pd grafen for en lineer funktion f. Da kan a
oghbi f(x)=a-x+b bestemmes pé folgende méde:

a) a Yo =N

Xy =X

b) b=y —a-x

Bevis:

a) Da (x,,y,) ligger pd grafen for f, sd passer det med, at hvis man inds@tter x, pd x’s
plads i forskriften, sa far vi y,. Tilsvarende med det andet punkt:

y,=a-x+b

4

Y, =a-x,+b

Det er da en smart id¢ at treekke de to ligninger fra hinanden:

Y=y = (a-x,+b)—(a-x +b)
=a-x,+b-a-x—b
)
=a-x,—a-x
=a-(x,—x)

hvor vi har haevet plus- og minusparenteser, reduceret og faktoriseret til sidst.

ax,+b=y,

ax,+b=y,
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Nu kan vi se, hvorfor det var smart at treekke de to y-vaerdier fra hinanden: Hvis vi
dividerer med parentesen (x, —x,) pé begge sider i (5), sa fér vi det enskede:

Yo =N
6 a = —“=——
(6) —

b) Fas nemt ved at treekke a-x, fra pd begge sider i den forste ligning i (4):
nw=a-x+b & y—a-x=>b

Nér man har beregnet a med formlen (6), far man altsa nemt b herefter.

I seetning 1, sé vi, at hvis x eges med 1, sa fir y en tilvaekst pd a. Men hvad sker der med
v, hvis x ikke @ges med 1, men med en mere generel storrelse Ax ? Det kan setning 3a)
give et svar pd. Formlen for a kan nemlig omskrives:

- A
(7) y2 yl — _y

aq = —=—— =

X, — X, Ax
Hvis vi ganger med Ax pé begge sider af lighedstegnet far vi dermed:
(8) Ay = a-Ax

Dermed har vi bevist:

Sezetning 4

Lad f'vare en linear funktion f(x)=a-x+5b . Da gelder:

a) Narx oges med Ax, sé far y tilvaeksten a-Ax.

Linezere modeller

Nér vi arbejder med linezre modeller, handler det grundleeggende om én idé: Nar x stiger
med 1, sd stiger y med det samme faste belab hver gang. Det betyder, at udviklingen er
jevn, og derfor vil grafen altid vare en ret linje. Et klassisk eksempel er en taxatur, hvor
prisen stiger med det samme beleb for hver kilometer man korer.

Eksempel 5 (Taxi-modellen)

En taxi tager 25 kr. for hver kort kilometer og et startgebyr pd 60 kr. Dermed kan man
opstille folgende lineaere model:

9) f(x)=25x+60

hvor x er antallet af kerte km og f'(x) eller y er prisen i kr.
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Modellens begrznsning: I modellen tages der ikke hejde for, at taxameteret i en taxa
ikke stér stille, nér bilen holder for redt lys eller lignende. For at give et mere retvisende
billede af en taxiregning m4 man derfor ogsa inddrage tiden som variabel. Dermed af-
hanger prisen bade af den kerte afstand og af tiden. Det ligger udenfor, hvad vi kan b-
ehandle her.

Eksempel 6 (Alkoholpromille)

For mange leegemidler gelder, at indholdet af et
leegemiddel i1 kroppen aftager eksponentielt med
tiden. For alkohol er det anderledes, da nedbryd-
ningen i hoj grad styres af leverens omtrent faste
kapacitet.

En person har 1 lebet af en aften indtaget rigeligt
med alkohol, men stopper s& kl. 23 helt med at
indtage alkohol. I en model for personens alkohol-
promille har vi:

(10) f(x)=-0,15x+1,2

hvor x er antal timer efter kl. 23 og f(x) er alko-
holpromillen.

Vi fortolker 1,2 som alkoholpromillen kl. 23, svarende til at x er 0. Heldningskoefficien-
ten —0,15 fortolkes derved, at alkoholpromillen aftager med 0,15 pr. time. Specielt kunne
det veere interessant at vide, hvornér alkoholpromillen er O:

f(0)=0 < -0,15x+12=0 < 12=0,15x <

Der gér altsa ifolge modellen 8 timer, for personen er helt a&dru.

Modellens begrzensning: Mennesker nedbryder ikke alkohol lige hurtigt. Nedbrydnings-
hastigheden afh@nger blandt andet af kropssterrelse, kon og stofskifte. Derfor vil hald-
ningskoefficienten variere fra person til person.



