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Eksponentielle funktioner
- udvalgte beviser

Vi starter med at postulere de vigtige potensregler:

Potensregler

Potensreglerne grupperer sig pa den made, at de forste tre regler har fast grundtal
mens eksponenten varierer. De naste to har forskellige grundtal, men samme ekspo-
nent. De sidste fire er specielle.

(Pl) a"-a’=a" (P4) (a-b) =d b
a ) r r
P2) —=a" P5 (ﬁj -
a #3) b b’

(P3) (a') =a”

P6) a'=—  (®7) a'=1 (P8) a’=1 P9 a’ =+a
a a

Definition 1

En eksponentiel funktion fer en funktion pa formen f(x)=5b-a", hvor a og b er po-
sitive reelle konstanter, mens x er den uafhengige variabel, som kan antage enhver
veerdi 1 mangden af reelle tal.

Szetning 2
Lad fvare en eksponentiel funktion f(x) =b-a". Da gelder:

a) Grafen skarer y-aksen i punktet (0,5).

b) Narx vokser med 1, fremskrives (ganges) y med a.

¢) Narx vokser med Ax, fremskrives (ganges) y med a™ .

d) Funktionen er voksende, nér a > 1, aftagende nar 0 < a <1 og konstant,nar a =1.

Bevis:
a) Alle punkter pd y-aksen har x-koordinaten 0. Derfor indsatter vi 0 i forskriften:
(1) f(0) =b-a" =b-1=5b

hvor potensregel (P8) er anvendt. Vi konkluderer, at grafen skerer y-aksen i b.
b) Nar man indsetter x 1 forskriften, fair man naturligvis f(x)=5b-a". Indsatter man
derimod x+1 i forskriften, fis folgende:

() f(x+1) = b-a =b-a*-a' = (b-a")-a = f(x)a
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hvor vi har benyttet potensregel (P1). Vi konkluderer, at den nye y-verdi er a gange
sa stor som den oprindelige! Sagt pa en anden méde, sé vil en x-tilveekst pa 1 betyde,
at y fremskrives (ganges) med a.

- 1 -
b-a“a=b-a"a =ba"'=y,

b-a* =y,

/

¢) Vi benytter samme idé som i b). Nu laeegger vi blot Ax til x:
3) f(x+Ax) = b-a™™ = b-a*-a™ = (b-a*)-a™ = f(x)-a™

v

igen ved brug af potensregel (P1). Det viser det enskede.
d) Undlader vi at bevise.

Definition 3
For en eksponentiel funktion f(x)=5b-a" defineres veekstraten r ved:

4) r=a-1 < a=1l+r

Saetning 4 (Procentvis vakst)

Eksponentielle funktioner har den egenskab, at lige store a&endringer i x giver lige store
procentvise @ndringer 1 y.

Hvor stor den procentvise @ndring 1 y er, kan beskrives ved en vakstrate (“rente”),
som omsaettes til procent ved at gange med 100%.

Hvis x oges med 1: a=1l+r < r=a-1
Hvis x oges med Ax : 1+ry=aA" = ry=aA"—1

hvor a er fremskrivningsfaktoren, r er veekstraten pr. enhed i x og 7, er er den samlede

relative vaekst over intervallet Ax .

Vi skal ikke bevise denne satning, kun illustrere den ved tre eksempler.
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Eksempel 1:
Antag f(x)=5-1,20".

Vi ved fra setning 1, at nér x eges med 1, sa fremskrives (ganges) y med a. I dette tilfaelde
er a =1,20,sady fremskrives med 1,20. At gange med 1,20 svarer som bekendt til at legge
20% til. Rent formelt ber vi dog bruge formlen i s&tning 4:

r =a-1=120-1= 0,20 = 0,20-100% = 20%

Dermed oges y altsd med 20%. Hvad sker der, hvis vi i stedet eger xmed 2? Ifolge stning
4 tas den samlede relative vaekst ved den mere generelle formel:

r, = a“—1=120"-1 = 144-1 = 0,44 = 0,44-100% = 44%

y-vaerdien bliver altsd oget med 44%, nér x eges med 2.

Man kunne tro, at nar man gger x med det dobbelte, s skal man ogsé ege y med den
dobbelte procent, men det er forkert! Der kommer nemlig renters rente til! Den rigtige
metode er derfor altid at ga via fremskrivningsfaktoren. Man kan ogsé sige, at vi ganger
med 1,20 to gange, hvilket svarer til at gange med gange med 1,20° =1,44, som netop
giver en relativ vekst pd 44%.

Eksempel 2:

Antag f(x)=5-0,90".

Nér x oges med 1, har vi altsd felgende “rente” 1 y:
r=a-1=209-1=-0,10 = -0,10-100% = —10%

Det viser, at y aftager med 10%, nar x eges med 1.

Eksempel 3:

Renteformlen K, =K -(1+7)" er i virkeligheden blot en eksponentiel udvikling, hvor
fremskrivningsfaktoren a = (1 + r) , begyndelsesvardien er b = K, og eksponenten 7 spil-
ler rollen af Ax . Den eneste forskel er, at n i renteformlen normalt kun antager heltallige
vardier (antal terminer), mens Ax i en eksponentiel funktion kan vere vilkérlig reel.

Saetning 5

Lad (x,,y,) og (x,,y,) veare to punkter pd grafen for en eksponentiel funktion med
forskrift f(x)=5b-a". Parametrene a og b kan da bestemmes af folgende formler:

(5) a=nyl22 | p=2
N a

Bevis: Da punkterne ligger pa grafen, haves y, =b-a" og y, =b-a™ . Her kan man tenke
pd x,, x,, y, og ¥, som varende kendte. Derimod er a og b ukendte. Man ser snedigt, at
man kan skaffe sig af med den ene ubekendte, b, ved at dividere de to y-vardier:
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b-a® X,
(6) Y _ _ax - ax — g e m| 22— g
»w o bat o a” g

hvor vi blandt andet har brugt potensregel (P2). For at isolere a tages den (x, —x,)'te rod

pa begge sider.

J )

b-axz :y2 ____________________ (XQ’y2)

b.ax' :yl ___________

/

Formlen for b fds nemt ved at isolere b i ligningen y, =b-a™. Man dividerer blot med
a” pé begge sider af lighedstegnet.

v

Definition 6 (Fordoblings og halveringskonstanter)

En voksende eksponentiel funktion har en sdkaldt fordoblingskonstant T, , som er det
x skal ages med for at y fordobles.

En aftagende eksponentiel funktion har en sékaldt halveringskonstant T,,,, som er det
x skal eges med for at y halveres.

»

2y,

fordobling Yor
halvering l

Y%

_/

112y,
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Seetning 7 (Fordoblingskonstant)

For en voksende eksponentiel funktion f(x)=5b-a" (dvs. a >1) kan fordoblingskon-
stanten bestemmes ved brug af felgende formel:

o log(2)

(7 >~ Tog(a)

Bevis: Vi valger to y-vardier, y, og y,, hvor y, er dobbelt sd stor som y, . De tilhorende
x-verdier betegner vi henholdsvis x, og x, .

b'ax2 :y2

00

£

)

[=]

i

L
b'aXI :yl

/

Vi fér den gode id¢ at dividere de to y-verdier med hinanden. Det fir nemlig konstant-
leddet b til at g& ud, samtidigt med, at vi kan udnytte, at den ene y-verdi er dobbelt si
stor som den anden:

v

X

2:&:b-a’“2 _a-
v, b-a® a’

(8)

hvor potensregel (P2) er anvendt i sidste lighedstegn.Vi skal nu lade, som om vi kender
a, men ikke x, —x, . Sidstnavnte er faktisk fordoblingskonstanten, som vi skal bestemme,
altsd 7, = x, —x,. Vi féar af (8):

log(2)
log(a)
Forste skridt: logaritmen tages pa begge sider af lighedstegnet. Andet skridt: Logaritme-
regel (L3) er anvendt. Sidste skridt: Der divideres med log(a) pa begge sider af ligheds-
tegnet. Det enskede er dermed vist.

9) a"=2 < log(aTz)zlog(Z) < T,-log(a)=1log2) < T,=

NB! For at kunne bevise s@tning 7 er det nedvendigt at kende til logaritmeregneregler-
ne. De er angivet og bevist pa naste side.
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Definition 8 (Titalslogaritmen)

Titalslogaritmen log(x) (x > 0) er defineret som den inverse funktion til 10*. Hermed
menes, at de kan udligne hinandens virkning:

(10) log10*)=x forxeR
(11) 10°¢) =x forxeR"

Seetning 9 (Logaritmeregneregler)

Om logaritmefunktionen gelder folgende regler:
(L1) log(a-b)=Ilog(a)+log(h) fora,beR,
(L2) log(a/b)=log(a)—log(b) fora,beR,
(L3) log(a*)=x-log(a) foraeR ,xeR

Bevis: Lad os udlede den forste logaritmeregel, (L1):
(12)  log(a-b) = log(10"”-10°"") = log(10"*“"*) = log(a)+log(b)

hvor vi i forste lighedstegn har udnyttet, at a og b kan skrives som henholdsvis 10°%* og
10°¢” ifglge (11). Andet lighedstegn fis ved at benytte potensregel (P1). Endelig fis
tredje lighedstegn ved at udnytte (10), dvs. at 10" og log ophaver hinandens virkning.
Logaritmeregel (L2) bevises pé helt analog vis. Lad os slutte af med at bevise logaritme-
regel (L3):

(13) log(a") = 1og((10‘°g<“>)") = log(10°*®) = x-log(a)

hvor vi i ferste lighedstegn igen har udnyttet, at a kan skrives som 10", For at fa andet
lighedstegn udnyttes potensregel (P3), og endelig fas tredje lighedstegn igen ved at benyt-
te (10).
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Eksponentielle modeller

Eksempel 10 (Bakteriemodel)

Bakterier har en tendens til i begyndelsen at vokse omtrent eksponentielt.

©istock/ Dr_Microbe (Petribaeger med bakterier)

Vi betragter et eksempel. En petriskél bliver podet med nogle bakterier. Vi antager, at der
er 500 bakterier ved start. Derefter vokser bakteriekulturen pa folgende made:

(14) f(x)=500-1,16"

hvor x er antal timer efter start og f(x) er antal bakterier. Vi kan bestemme veekstraten
for bakteriekulturen ud fra fremskrivningsfaktoren a via sa@tning 4:

(15) r=a-1=116-1= 0,16 = 16%

Antallet af bakterier vokser altsd med 16% for hver time, der gar. Vi kan ogsé bestemme
fordoblingstiden ved hjaelp af formel (7):

T - log(2) _ log(2) _
> log(a) log(1,16)

(16)

2

Fordoblingstiden er altsa 4,67 timer.

Modellens begraensning: Efterhdnden som antallet af bakterier vokser, vil veeksten blive
haemmet af manglende plads og manglende resurser. Derfor vil veksten aftage, indtil
populationen nermer sig en bestemt gvre graense, kaldet bereevnen. Nar ressourcerne for
alvor begynder at begrense vaksten, beskrives udviklingen ofte bedre af den sakaldte
logistiske veekstmodel.
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Eksempel 11 (Lagemiddel)

Nér man indtager et legemiddel, vil det for-
svinde ud af kroppen igen med tiden. I man-
ge tilfeelde aftager mangden af stoffet eks-
ponentielt, fordi kroppen nedbryder og ud-
skiller en fast procentdel pr. tidsenhed. Et
godt eksempel er det kendte smertestillende
middel paracetamol.

I en bestemt person aftog mangden af para-
cetamol 1 kroppen efter modellen:
©istock/Jorge Martinez (Paracetamol)

17) f(x)=650-0,76"

hvor x er antal timer efter indtagelsen og f(x) er mangden af stoffet i mg. Vi kan be-
stemme vakstraten:

(18) r=a-1=076-1=-024 = -24%

Mengden af paracetamol i kroppen vil altsa aftage med 24% pr. time. Vi kan bestemme
halveringstiden ved hjelp af (7):

. p () oefd)
log(a) log(0,76)

9

Det tager altsd 2,53 timer, for mangden af paracetamol i kroppen er halveret.

Bemaerkning 12 (Alkohol)

Alkohol nedbrydes ikke eksponentielt, fordi leveren arbejder med en fast maksimal
hastighed. Enzymerne bliver hurtigt mettede, og derfor fjernes der nasten den samme
mangde alkohol pr. time uanset koncentrationen. Det giver en n@sten linezr aftag-
ning i stedet for en eksponentiel.

Sammenfatning:

Eksponentiel aftagning: En fast procentdel fjernes pr. tidsenhed.

(S&dan fungerer paracetamol og mange andre laegemidler.)

Lineer aftagning: En fast mangde fjernes pr. tidsenhed.

(Sddan fungerer alkohol, fordi leveren arbejder med konstant kapacitet.)



