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Differentiation af sammensat funktion

Lad f'vere en funktion, som er differentiabel i punktet y,. For fast y, definerer vi funk-
tionen

SO =)
(1) e(y) = Y=Y
0 fory =y,

—f'(yy) fory=y,

Lost sagt, sa angiver funktionen ¢ forskellen mellem differenskvotienten og differential-
kvotienten i y,. I punktet y = y,, hvor differenskvotienten ikke er defineret, s&tter vi
funktionen til at vaere 0. Af (1) far vi umiddelbart:

2 S =f () = M@=+ o)y =»p)

som ogsa galder for y =y, .

Saetning 1

Funktionen ¢ er kontinuert i punktet y = y,.

Bevis: Vi skal vise, at €(y) = €(y,) for y — y,. Dette f&s umiddelbart, da €(y,) =0 og

HOTUR ) > 00~ 00) =0 for ¥ 3,
0

Seaetning 2

Givet to funktioner f og g, hvor fer differentiabel i y, = g(x,) og g er differentiabel
1 x,. Da er den sammensatte funktion fog differentiabel i x, med differentialkvo-
tient givet ved

(f28)(x) = f(8(x))-&'(%)

Bevis: Vi skal vise, at differenskvotienten for f o g 1punktet x, har en greensevardi for
X — X, , og at denne greenseveerdi er lig med f'(g(x,))-g'(x,)-

A(feg) _ (fo))-(fog)x) _ f(g()—-r(g(x))

Ax X=X, X=X,

3)

Vi kan {4 et udtryk for taelleren i det sidste udtryk ved at anvende (2) med y = g(x) og
Yo =28(x):

“4) (&) - f(g(x)) = e(g())(g(x)—g(xp))+ [ (g(xp))Ng(x)— &(x))

Indsattes det 1 (3) fas
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A(feg) _ e8(x))(&(Xx)—g(x))+ /" (8(x)g(x) — g(x)))

Ax X=X,

)

0 X=X

e(g(x)) -Li(x") + f'(g(x,)) 8(0)—g(x)

s(g(x))-f—j v f’(g(xo))-%g

hvor Ag/Ax er differenskvotienten for g i punktet x,. I setningen er det forudsat, at g er
differentiabel 1 x,, s& g er dermed ogsé kontinuert i x,. Altsd gaelder g(x) = g(x,) for
x — X, . Da epsilonfunktionen € er kontinuert i y, = g(x,), ifelge s@tning 1, s haves
e(g(x)) > e(g(xy)) =¢€(y,) =0 for x = x, . Da g desuden er differentiabel i x,, haves at
Ag/Ax — g'(x,). Dermed ses (5) at have en greenseveerdi:

B2 a(g)- 25 + eSS

—5 0-8'(x) + S1(g(x)-&'(%) = S (g(x))- &' (%)

Dermed har vist, at den sammensatte funktion er differentiabel 1 x, med differentialkvo-
tient f"(g(x))-g'(xy)-



