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Differentialligninger — nogle beviser og modeller

Vi skal i dette lille tilleeg give elegante beviser for de fuldstendige losninger til folgende
typer af differentialligninger: y'=k-y, y'=b—a-y og y'=y-(b—a-y).

Saetning 1 (Eksponentiel vaekst)

Givet en differentialligning pa formen y'=k -y, hvor k er en konstant. Den fuldsten-
dige losning til differentialligningen kan skrives pa formen:

f(x)=c-e™*

hvor c er en arbitraer (vilkarlig) konstant.

Bevis: Vi vil forst vise, at en funktion pa formen f(x)=c-e"™ virkelig er en losning til
differentialligningen. Det gores ved simpel indsattelse. For vi kan gere det, far vi brug

for at udregne differentialkvotienten af funktionen f".

m V= 1) = () = o) = ket

hvor vi i tredje lighedstegn har udnyttet reglen om, at nar man differentierer en konstant
gange en funktion, s kan konstanten sattes udenfor. I fjerde lighedstegn er reglen om
differentiation af en sammensat funktion udnyttet. Den indre funktion er i den forbindelse
lig med & -x. Vi kan nu indsette udtrykkene for y = f(x) og y'= f'(x) i hver side af
differentialligningen y'=k-y:

@) Venstresiden: ' = c-k-e*™*
Hojresiden: k-y = k-c-e**

Vi ser tydeligt, at venstresiden og hejresiden er ens, sa f(x)=c-e"* er virkelig en los-
ning til differentialligningen. Vi mangler at vise, at a/le lasninger er pa denne form for en
eller anden konstant c. S4 antag at f'er en losning til differentialligningen. Herefter fore-
tager vi et smart trick ved at indfere en Ajelpefunktion h ved folgende:

3) h(x) = f(x)-e™

Lad os preve at differentiere funktionen. Hertil bruges produktreglen for differentiation:
H(x) = (f(0)-e™)

= £ f()(e)
F@)- 4 () (e

= k- f(x)-e" = f(x)-k-e*
=0

“4)

[ 4. lighedstegn har vi udnyttet, at funktionen f tilfredsstiller differentialligningen, dvs. at
f'(x)=k- f(x). Differentialkvotienten af hjelpefunktionen er altsa 0 i alle x-veerdier!
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Der er kun én funktion (defineret pé et interval), som overalt har differentialkvotienten 0,
og det er den konstante funktion. Lad os kalde konstanten c. Dermed har vi:

(5) hx)=c < f(x)-e"=c o f(x)- 1. =c < f(x)=c-e

ekx o

k-x

Dermed er det gnskede vist.

Saetning 2 (Forskudt eksponentiel vekst)

Givet en differentialligning pa formen y'=b—a-y, hvor a #0 og b er konstanter.
Den fuldstendige losning til differentialligningen kan skrives pa formen:

b —a-x
—+c-e

a

fx) =

hvor ¢ € R er en arbitrer (vilkérlig) konstant.

Bevis: Forst vil vi vise den péstand, at differentialligningen y'=b—a-y kan omskrives
til folgende differentialligning:

(2] -+

Det indses ved at regne pa venstre side og hgjre side af lighedstegnet i (6):

Venstre side: (y—éj = y’—(éj =3y -0=y
a a

Hgjre side: —a-(y—éj = —a-y+b
a

Venstre side: Vi har benyttet en regneregel for differentiation samt at konstanten b/a
differentierer til 0. Hojre side: Vi har blot ganget ind i parentes. Alt i alt ser vi, at (6) ved
disse omskrivninger reducerer til y'=—a-y+b, som netop er den oprindelige differen-
tialligning 1 s&tning 2.

Det gode ved omskrivningen (6) er, at "indmaden" i parentesen tilfredsstiller en differen-
tialligning af typen fra setning 1. Setter vi nemlig z = y —b/a, kan vi se, at (6) bliver til
z'=—a-z, netop en differentialligning af typen fra satning 1. Vi ved allerede, at den
fuldsteendige losning til denne er z =c-e “", hvor ¢ er en arbitreer konstant. Hvis vi setter
ind hvad z er, far vi:

e b e
(7) z=ce" & y-—=c-e & y=—+4+ce’

Hvorved det gnskede er vist.

Bemaerk, at differentialligningen i se@tning 2 har en lesning, som er en konstant funktion.
For ¢ =0 fas nemlig den konstante funktion f(x)=2.
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Saetning 3 (Logistisk vakst)

Givet en differentialligning pa formen y'=y-(b—a-y), hvor a og b er reelle kon-
stanter med a # 0. Den fuldsteendige losning til differentialligningen er folgende:

b

f()=0 og f(x)=—"=

l+c-e

hvor ¢ € R er en arbitrer konstant.

Bevis: For det forste ser man hurtigt ved indsattelse pa hgjre og venstre side 1 differen-
tialligningen y'= y-(b—a-y), at funktionen f(x)=0 er en lgsning. I segen efter andre
losninger vil vi herefter antage, at f(x)#0 for alle x. Pastanden er, at den logistiske
differentialligning er ensbetydende med felgende differentialligning, nar y # 0 :

1 a’ 1 a
® 5-4) -4

At det er rigtigt, ser vi ved at regne pé begge sider:

(1 aj' [1 aj 1, b 1, b
——— | ==b|—| & ——)Y =-——Ha & —y =—-a
y b y b y y y y

, b , b .
oy = yz-(;—aj o )= y-y-[;—aj & Y =y(b-ay)

Trin 1: 1/y er en sammensat funktion, og vi skal derfor anvende reglen for differentiation
af en sammensat funktion: (I/y) =(y™") =-1-y"" -y =—y2.y'= —l/y2 -y". Trin 2:
Nér der ganges med —1 pé begge sider af lighedstegnet, skifter alle led fortegn. Trin 3:
Der ganges med y* pa begge sider af lighedstegnet, etc.

Vi kan nu ga videre med differentialligningen (8). Hvis vi et gjeblik setter z lig med
"indmaden" 1 parenteserne i (8), sa ser vi, at vi fir en differentialligning af typen fra
seetning 1: z'=—-b-z,som vi ved har den fuldsteendige lesning z = ¢, e hvor ¢, eren
arbitreer konstant. Ved at ga tilbage til variablen y far vi herefter:

1l a ~b-x 1 -bx 4 -bx 4
——— =q-e & —=c¢ge T +— & 1 =ylcre +—
y b y b b
1 b b
S yE——r— & Y= “ <y = g
cl-eb +4 %.(cl.e_b'x+%) %-cl-eb +1

Trin 1: Der leegges 4 til pd begge sider af lighedstegnet. Trin 2: Der ganges med y pé
begge sider af lighedstegnet. Trin 3: Der divideres med den store parentes pa begge sider
af lighedstegnet. Trin 4: Broken pé hejre side ganges med £ i taeller og naevner (forleeng-
ning). Hvis vi satter ¢ =2.¢, kan vi se, at vi har vist det enskede. NB! Nér ¢, gennem-
lober alle reelle tal, vil den arbitraere konstant ¢ ogsé gere det. O
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Bemzrkning 4

Strengt taget har vi ikke undersogt for lesninger, som maétte vere 0 for nogle x-verdier
og forskellig fra nul for andre x-vardier. I teorien for ikke-linezre 1. ordens differential-
ligninger, som den logistiske differentialligning herer ind under, kan man imidlertid vise,
at der under visse forudsatninger "lokalt set" eksisterer en losningskurve igennem ethvert
punkt i planen, samt at denne losning er entydig. Da vi allerede har den lgsning, som er
identisk 0 pa hele x-aksen, kan der altsé ikke vare flere losningskurver, som rammer x-
aksen — pa grund af entydigheden. Nevnte satning er alt for sver til at blive gennemgaet
1 gymnasiet.

Bemzrkning 5

Udover lgsningen f(x)=0 til den logistiske differentialligning, er der ogsa en anden
lgsning, som er konstant, nemlig f(x) =2, som fremkommer ved at satte ¢ =0.

)

Modeller

Ikke overraskende er de ovennavnte tre modeller interessante fordi de reprasenterer ge-
nerelle egenskaber, som kan genfindes 1 mange praktiske situationer. Differentiallignin-
gerne udtrykker noget om gjeblikshastigheden til ethvert tidspunkt. I de fleste anvendelser
er den variable tiden ¢ fremfor x.

Eksempel 6

Differentialligningen y'=k-y kan fortolkes som at gjeblikshastigheden y' til ethvert
tidspunkt ¢ er proportional med sterrelsen af y. Denne model kommer i sin ideelle form
til anvendelse i veeksten af en population. Det er naturligt at antage, at hastigheden, hvor-
med for eksempel en bakteriekultur vokser, er proportional med populationens sterrelse
selv. Hvis der er dobbelt s& mange bakterier, sa fir de ogsa dobbelt sd mange "bern" lidt
lost sagt. Vi benytter ogsd betegnelsen konstant relativ veekst fremfor konstant absolut
veekst, hvor udviklingen ville have veret linecer. Ifolge s@tning 1 er en konstant relativ
vaekst det samme som en eksponentiel veekst. Lad os se pa et eksempel.

Antag at antallet af bakterier n(¢) til ti-
den 7 (enhed: timer) adlyder differential-
ligningen n'(¢) =0,3-n(t). Det oplyses,
at der fra begyndelsen er 5000 bakterier.

a) Bestem et udtryk for antallet af bak-
terier til tidspunktet z.

b) Bestem den gjeblikshastighed, hvor-
med populationens sterrelse @ndrer
sig, til tidspunktet 3 timer.

c) Hvor stor er veeksthastigheden til det
tidspunkt, hvor der er 20000 bakte-
rier?
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Losning:

a)

b)

Ifolge saetning 1 ses det, at lasningen til differentialligningen n'(¢) = 0,3 - n(f) er pa
formen n(t) =c-e”", hvor c er en arbitraere konstant. Vi benytter begyndelsesbetin-
gelsen til at fastlegge den arbitraere konstant c:

(10) n(0)=5000 < c¢-*°=5000 < ¢=5000

Altsd er n(f) =5000-¢°" et udtryk for populationens storrelse til tiden z.

Ojeblikshastigheden, hvormed populationen vokser, fés ved at differentiere:

(11) n(t) = (sooo-e"ﬁ") = 5000-0,3-¢%" = 1500- "
Til tidspunktet 3 timer fas:
(12) n'(3) = 1500-€"*7 = 3689,4

Til tidspunktet ¢ = 3 timer er gjeblikshastigheden, hvormed populationen vokser, alt-
sé lig med 3689 bakterier pr. time. Bemark at det ikke betyder, at der efter en time
er 3689 bakterier flere, for gjehastigheden @ndrer sig hele tiden!

Man kunne her naturligvis valge forst at bestemme det tidspunkt, hvor populationen
er oppe pd 20000 bakterier ved at lose ligningen n(¢) =20000 og derefter sxtte los-
ningen for ¢ ind i udtrykket for hastigheden (11). Der er imidlertid en meget nemmere
mdide at gore det pd, nemlig ved at bruge differentialligningen direkte!

(13) n'=0,3-n = 0,3-20000 = 6000

idet vi af peedagogiske arsager her har undertrykt den variable . Vi konkluderer, at
nar populationen er ndet op pad 20000 bakterier, sa er gjeblikshastigheden, hvormed
bakterierne formerer sig, lig med 6000 bakterier/time.

Fors@g: Newtons afkglingslov afprgves
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Eksempel 7

Et godt eksempel pa anvendelse af differentialligningen for den forskudte eksponentielle
veekst fra setning 2 er ved afkeling af kaffe. Ifelge Newtons afkolingslov vil temperaturen
T'(t) af kaffen 1 en kop til tiden ¢ adlyde folgende differentialligning:

aI _ -1

14
( ) dt omg

hvor k er en konstant og 7,,,, er omgivelsernes temperatur. Differentialligningen udtryk-
ker, at hastigheden, hvormed kaffens temperatur @ndrer sig, er proportional med forskel-
len mellem kaffens temperatur og omgivelsernes temperatur. Dette lyder umiddelbart me-
get fornuftigt, idet man ma forvente, at temperaturen aftager hurtigere, nar kaffens tem-
peratur er meget over omgivelsernes temperatur fremfor nar kaffens temperatur er taet pa
omgivelsernes temperatur. Ved at gange ind 1 parentesen i (14) ser man, at der virkelig er
tale om en differentialligning af typen y'=b—a-y. Her svarer b til k-T,,, og a til k og
y naturligvis til 7. Detaljerne gives ikke her, da de er led i en projektopgave. Setning 2

giver med overs@ttelserne folgende fuldstendige losning til (14):

(15) T(t) = c-e ™ +T

omg

For at bestemme den arbitraere konstant indsattes begyndelsesbetingelsen, at kaffens tem-
peratur til tidspunktet # =0 er 7. Det overlades igen til leseren at vise, at det giver
c¢=1,—-T,,, - Nar denne veerdi for ¢ indsattes i (15) fas det endelige udtryk for losningen

til differentialligningen med begyndelsesbetingelser:

(16) T(t) = (I, =T,,) ¢ +T,

mg

Konstanten k afthanger blandt andet af hvor godt koppen er isoleret. Lad os tegne grafen
for lesningen 1 tilfeldet, hvor kaffens starttemperatur er 7, = 85°C, hvor omgivelsernes
temperatur er T, =20°C og k=0,038 min™".

omg
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Som ventet ser vi, at kaffens temperatur aftager mest i begyndelsen, mens den stadig er
meget varm. Nar tiden gér mod uendelig vil kaffens temperatur nerme sig asymptotisk til
omgivelsernes temperatur. Det er markeret med en vandret stiplet linje ud for 20°C. Mate-
matisk siger vi, at 7(¢) - 20 for t - o, og y =20 siges at vare en vandret asymptote
til grafen. I Maple kan greensevardien bestemmes med kommandoen /im, hvis forskriften
for funktionen i forvejen er defineret:

Den logistiske differentialligning

For vi gér videre med at kigge pd konkrete logistiske vakster, er det hensigtsmassigt at
bemarke, at de logistiske vaekster forekommer i forskellige varianter. Vi skal nevnte tre
af dem. Der er vel at marke tale om praecist de samme veakster. Der er blot forskel pa de
indgéende konstanter. Den forste variant har vi fra satning 3. De naste to fas ved at ind-
fore storrelsen M =2 og sa ellers rokere lidt rundt. I tabellen nedenfor er de tre varianter
angivet sammen med udtrykkene for de fuldstendige losninger.

Logistiske differentialligning Den fuldsteendige lgsning Baereevne

b

y'=y(b-a-y) f)=0 og f(x)=—H 7 o
l+c-e
/ M

yi=a-y-(M-y) f(x)=0 og [f(X)=—"—7/7 M
l+c-e
: y M

=b-y-|1-— x)=0 o X)=
y y( Mj S (x) g f(x) T M

Sterrelsen M betegnes undertiden beereevnen (pa engelsk: Carrying Capacity), mens b
benavnes den indre veekstrate. Den er et mal for, hvor hurtigt funktionsvaerdien nermer
sig beereevnen. Normalt antages a, b og M positive.

Vi har tidligere gennemfort et matematikprojekt, hvor vi har studeret den logistiske veekst
1 forbindelse med differentialregning. Dengang blev funktionens forskrift indfert uden
nogen begrundelse for, hvorfor netop denne forskrift skulle vare specielt interessant.
Teorien om differentialligninger kan imidlertid kaste mere lys over den sag. 1 Den forbin-
delse er det mest hensigtsmeessigt at betragte den tredje variant ovenfor.

(17) y’=b-y-( —%j

I forhold til differentialligningen for den eksponentielle veekst, y'=b-y, er der ganget
en faktor (1—y/M) pé hejresiden. Faktoren afviger fra 1 ved at have et deempende led,
y/M . Det har den virkning, at jo sterre y bliver, jo mindre bliver faktoren, og jo mere vil
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hastigheden )’ dermed blive deempet i forhold til, hvis der var tale om en eksponentiel
vaekst. Nar y naermer sig til beereevnen M, vil faktoren naerme sig til 0, hvorfor hastighe-
den ligeledes vil nerme sig til 0. Det passer fint med, at lgsningen vil naerme sig til beere-
evnen, ndr x gdr mod uendelig, eller sagt med matematik:

(18) lim f(x)=M

X—>00

Sterrelsen b kaldes den indre veekstrate. Den fortaeller noget om, hvor hurtigt y naermer
sig til M. Det er pa tide med et eksempel.

Eksempel 8

Der sattes 100 fisk af en bestemt art ud i en stor se i Danmark. Antag at populationens
udvikling adlyder den logiske differentialligning (17) med indre vaekstrate b =0,0416 og
med bareevne M =3200.

a) Bestem et udtryk for antallet af fisk som funktion af tiden 7 i dage.
b) Til hvilket tidspunkt vokser populationen af de pagaldende fisk kraftigst?
c) Bestem den gvre grense for fisk i seen.
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Losning:
a) Ifolge tabellen med de fuldstendige losninger til de tre varianter af den logistiske
differentialligning er den segte losning til (17) pd formen:
M
19 nit) = ————
(19) O =

b)

Antal fisk i sgen

hvor funktionen dog benavnes n og den variable ¢, regnet 1 dage. Vi indsatter forst
vaerdierne for parametrene b og M 1 (19) og udnytter derefter begyndelsesbetingelsen
til at bestemme den arbitrare konstant c.

3200 3200
20 0)=100 & —— =100 <
(20) n(0) 1+ 004160 l+c

=100 < =31

Indsettes verdien for ¢ fis endeligt:

3200
1+31_e—0,0416-t

som er det enskede udtryk for populationens sterrelse som funktion af tiden.

1) n(t) =

Her er det hastigheden »'(¢), som skal maksimeres, ikke n(¢). Opgaven kan klares
ved at saette v(t) = n'(¢) og foretage en funktionsundersogelse af n. Detaljerne over-
lades til leeseren. Det er klart, at funktionen i det enskede punkt opfylder v'(¢)=0,
dvs. n"(t)=0. Man siger, at funktionen n(¢) har en skrd vendetangent i det sogte
punkt! Svaret i opgaven er 1 ovrigt # =82,548 dage . Senere, 1 Bemarkning 10, skal
vi se, hvordan man kan lese dette spergsmél enklere!
Her lader vi tiden g& mod uendelig. Da e ***'®*— 0 for t — o0, vil nevneren i bro-
ken 1 (21) naerme sig til 1, hvorfor hele breken vil nerme sig til 3200:
3200 3200 3200
22 n(t) = - = = 3200 for t > ©
22 () 1431720 7 14+31-0 1
Den ovre graense af fiskebestanden er altsa 3200, hvilket vi egentligt godt vidste 1
forvejen, da det var bygget ind i modellen. Lad os til slut tegne grafen for populatio-
nens storrelse som funktion af tiden.
A

4000

3500

3000 [+ -__ﬁ;;__- -

2500 //

2000 /

1500 :

1000 /,
500

0 : > t (dage)

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300
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Grafen har en vandret asymptote 1 y =3200, som afspejler pastanden om at populatio-
nens storrelse naermer sig til 3200, nér tiden nermer sig til uendelig. Endvidere er punktet,
hvor den storste hastighed antages, indtegnet, foruden tangenten til grafen i punktet.

Seetning 9

For en voksende logistisk vaekst, hvor 5> 0, M >0 forekommer den storste vakst-
hastighed, netop nr funktionsvaerdien (eller populationen) har néet halvdelen af bee-
reevnen, altsa 1 M . Den maksimale hastigheds storrelse er givet ved:

Viax =30 M

m:

Bevis: Det nemmeste er at betragte differentialligningen (17) og gange ind i parentesen:

’ y b 2
b. * -_ b' .

Veaksthastigheden )’ er altsa et andengradspolynomium i y med folgende koefficienter,
(hvor vi benytter store bogstaver for koefficienterne):

A:_i, B=bog C=0
M

. B D
Formlen for toppunktet for en parabel er som bekendt givet ved: T = (_ﬁ’ - aj .
_i__ b :L.b.M:LM
24 LA
M

er altsd den verdi af y, som giver den storste vaeeksthastighed. Den maksimale vaeksthas-
tighed kan da findes ved at udregne toppunktets 2. koordinat. Forst diskriminanten:

D =B~-4.-4.C = b2—4~(—i]~0 = b’
M

hvorefter vi kan udregne 2. koordinaten:

D b?

S |
4
M

Vi har dermed vist, at den maksimale vaksthastighed er givet ved v, =1-b-M , og at

= %-b‘M

.bZ.M
b

den antages, nar y=1M .

Bemzerkning 10

Der er ogsa en hurtig méde at vise, at den maksimale vaksthastighed opnds, nar y =1 M.
I beviset for setning 9 anvendte vi toppunktsformlen for en parabel. Man kan imidlertid



© Erik Vestergaard — www.matematikfysik.dk 11

ogsa udnytte, at toppunktet altid ligger midt mellem rod-
derne for andengradspolynomiet (forudsat at polynomiet
har redder). Redderne fas ved brug af nulreglen:

v

b-y-( —l)=o o y=0vi-Z-o 0

M M im
< y=0v y=M

Bemearkning 11 (Eksempel 7 igen)

Vi kunne med fordel have benyttet s@tning 9 til at besvare spergsmaél b) i eksempel 8.
Her var »=0,0416 og M =3200. Den storste veeksthastighed opnar derfor, nar popula-
tionens storrelse er %M = % 3200 =1600 . Tidspunktet for, hvornar det sker, kan da ud-
regnes ved at lose en ligning:

3200
n(t):1600 = W:1600 = t:82,5

Det maksimale vaeksthastighed opnas derfor efter 82,5 dage. Den maksimale vaeksthastig-

hed kan vi ogsa finde:
Viax = 3°b-M = 1.0,0416-3200 =33,28

ma:

altsd en maksimal vaksthastighed af populationen pé 33,3 fisk/dag.

Linjeelementer

Vi skal indfere et nyt begreb her, nemlig et linjeelement:

Definition 12

Hvis det om en differentiabel funktion f geelder, at f(x,) =y, og f'(x)=a, sa siges
fat ga igennem linjeelementet (x,,y,;a).

Af definitionen ser vi, at funktionen gar igennem linjeelementet (x,, y,;a) netop ndr gra-
fen for f gér igennem punktet (x,,),) og a er heldningen af tangenten til grafen 1 dette
punkt. Betragt nu en differentialligning pa formen:

23) % ~ g(x.)

En funktion f'er en losning til denne differentialligning, hvis og kun hvis f gar igennem
ethvert (relevant) linjeelement p& formen (x, y, g(x, y)) . Man kan nu forestille sig, at man
i planen tegner et helt netvaerk af punkter (x,y) og i ethvert af disse udvalgte punkter
tegner et lille linjestykke med heeldning g(x, y) . Det kan se ud som pé figuren naeste side
til venstre:
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Det er lidt som jernfilspaner pdvirket af en stangmagnet. Det er vigtigt at bemaerke, at
linjeelementerne herer til differentialligningen. At bestemme en losning til differential-
ligningen svarer da geometrisk set til at finde en lesningskurve, hvis tangenthaldning i
ethvert punkt er den, som pilene indikerer. Et eksempel pa en losningskurve er vist pd den
hejre del af figuren ovenfor. Et diagram med linjeelementer for en differentialligning kan
altsd veere med til at give et fingerpeg om, hvordan lgsningerne til differentialligningen
ser ud.

Eksempel 13 (Linjeclement)
Diagrammet med linjeelementer ovenfor stammer fra differentialligningen

(24) V=x"-y

Linjeelementet i for eksempel punktet (x,y)=(1,—1) beregnes séledes: Vardierne for x
og y indszttes blot pa hejre side af (24), hvilket giver x* —y =1% —(-1)=2. Det giver
linjeelementet (1,—1;2). Kigger man pé diagrammet, kan man godt ane, at pileni (1,—1)
har en haldning pé 2. Heldigvis har man CAS-vaerktej til at tegne diagrammer med linje-
elementer. At gore det manuelt ville vaere et alt for stort arbejde!

Bemarkning 14 (Eksempel 7 igen)

Vi er endnu ikke helt feerdige med den logistiske differentialligning fra eksempel 7. Den
kan nemlig vaere med til at kaste lys over flere sider af den logistiske differentialligning
generelt set. Differentialligningen herende til udviklingen af fiskepopulationen i eksem-
pel 7 er ifelge (17), med vaerdierne 0,0416 og 3200 for henholdsvis b og M, felgende:

n
3200

hvor vi dog kalder den involverede funktion for » i stedet for y. Differentialligningen

(25)

n':0,0416-n-(1—

giver anledning til det diagram med linjeelementer, som er vist pa neste side. I diagram-
met er ogsa indtegnet lasninger, som vi skal kommentere i1 det folgende. Den gronne kur-
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ve er teknisk set en losning til differentialligningen (25), men den er ikke relevant i for-
bindelse med populationers vekst, fordi funktionsverdierne er negative. Den bla los-
ningskurve er derimod ikke urealistisk. Her starter populationen blot med en sterrelse,
som er storre end baereevnen M. Vi ser da ogsd, at populationen aftager mod M, som tiden
gér. Den rede losningskurve er den mest anvendte, da den viser, hvorledes en population,
som fra start er mindre end baereevnen, udvikler sig. Her vil populationens sterrelse vokse
mod M.

En anden ting, som er veerd at nevne er, at man godt kan komme ud for, at s@tning 9 ikke
bliver relevant i en konkret anvendelse. Det kan jo vare, at populationen fra start havde
en storrelse, som er storre end 1M . I det tilfeelde vil den storste vaksthastighed vere
starttidspunktet. Seetning 9 udtaler sig om en hel losningskurve, mens konkrete anvendel-
ser kun vil involvere en del af losningskurven.

wn
(=3

a—a—<E

T

L

)
(=3
(=3
(=}

—_

]

2

(<=}

s

S-a—a—
1
a—a—a— o 5~

(=)
(=3

O



14 © Erik Vestergaard — www.matematikfysik.dk

Bemarkning 15 (Om modeller)

Det skal siges, at losningerne til den logistiske differentialligning naturligvis forudsetter,
at populationen virkelig adlyder den logistiske ligning. Det kan man langt fra gé ud fra i
virkeligheden, og eksempel 7 med en population af fisk er da ogsa konstrueret. I modeller
soger man at tage en raekke forhold 1 betragtning, men det er umuligt at tage hejde for alle
forhold. Kunsten ved at modellere er netop at tage hgjde for alle de vesentligste forhold,
men stadig holde antallet af parametre eller variable nede pa et acceptabelt niveau, s man
kan regne med det, selv pa en computer ...

Billeder: Side 4: ©iStock.com/Jezperklauzen, Side 8: ©iStock.com/atese. Resten egne fotos og figurer.



