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Regneregler for differentiation

I starten udregner man differentialkvotienterne for nogle fa funktioner ved at gi helt
tilbage og bruge tretrinsreglen, hvor man forst opskriver differenskvotienten, dernest re-
ducerer den sa meget som muligt, for til sidst at undersege, om den har en graensevardi
for h — 0. Har den det, siger vi, at funktionen er differentiabel 1 punktet x, med diffe-
rentialkvotient lige med den pagaldende grenseverdi. Skulle man bruge denne metode
for alle funktioner, ville det vaere et mgjsommeligt arbejde. Heldigvis eksisterer der reg-
neregler for differentiation af summer, differenser, produkter og kvotienter, s& man sparer
en masse tid. I dette tillaeg skal vi kigge pa disse regneregler.

Sezetning 1

Lad fog g vare to funktioner, som er differentiable 1 x,, og lad k vare en konstant.
Da er funktionerne f + g, f —g samt k- f differentiable 1 x, med folgende differen-
tialkvotienter:

a) ([ +8)(x)=1"(x)+8"(x)

b)  (f =8)(x) = f"(x) =8 (x)

o) (k-f)(xp)=k-["(x)

Bevis: Vi ngjes med at bevise a). Beviset for de to evrige overlades til laseren. For sim-
pelheds skyld kalder vi sumfunktionen for s :

s(x) =(f +&)(x) = f(x)+g(x)

Ifolge tretrinsreglen skal vi gribe fat 1 differenskvotienten for sumfunktionen s. Eftersom
der kommer flere differenskvotienter i spil 1 beviset, anbringer vi et indeks pé funktions-
tilvaeksten for at fortaelle, hvilken funktion, den herer til. Vi omskriver:

Ay, s(xy+h)—s(x,)
ho h
_ (S48 +h) = (f +8)(x)
h
_ (f(xo +h)+ g(x, +h))—(f(x0)+g(x0))
h
1
@ _ SO+ = )+ 80 + 1)~ 8(x)
h
_ SOt = fx) 80 +h)—g(x)
h h
Ny
ok h

I'linje 4 har vi havet parenteserne i teelleren og byttet lidt rundt pa reekkefelgen af leddene.
I linje 5 er der blevet sat pd hver sin brekstreg. I linje 6 registrerer vi, at vi i linje 5 faktisk
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har summen af differenskvotienterne for henholdsvis f og g. Det er faktisk hele idéen i
beviset, nemlig at omskrive differenskvotienten for den funktion, vi ikke ved noget om —
nemlig sumfunktionen s — til et udtryk, som vi ved noget om. Men hvad ved vi om diffe-
renskvotienterne for f og g? Jo vi ved, at f og g er differentiable 1 x,. Det stdr som
antagelse i setningen. Dermed har deres differenskvotienter en grenseverdi, nemlig hen-
holdsvis f'(x,) og g'(x,) for h—0:
Ay, Ay,

2 L= —= 4+
@ h h h

- f'(xy)+g'(x,) for Ax >0

Eftersom differenskvotienten for s har en grenseverdi for 4 — 0, er sumfunktionen s
differentiabel 1 x, og differentialkvotienten for s er lig denne greensevaerdi, altsé:

(3) s'(xg) = f(x0) +g'(xp)

hvormed a) er bevist.

Eksempel 2

Med sa&tning 1 er vi pludseligt blevet i stand til at differentiere et vald af nye funktioner.
Regel a) siger, at "differentialkvotienten af en sum er lig med summen af differentialkvo-
tienterne". Regel b) siger det tilsvarende om en differens, mens regel c¢) godtger, at vi
"kan saette multiplikative konstanter udenfor":

(ot] - 1Y {4
(

(x=5) = (x)=(5) =1-0 =1

(S-xz) = 5-(x2) =5-2x = 10x

Det naste spergsmal, der kan treenge sig pa, er, om differentialkvotienten af et produkt er
produktet af differentialkvotienterne? Det viser sig ikke at vere tilfeeldet. Men der geelder
alligevel en smuk satning:

Seetning 3 (Produktreglen for differentiation)

Lad f og g vare to funktioner, som er differentiable 1 x,. Da er produktfunktionen
f - g differentiabel 1 x, med differentialkvotienten givet ved

) (f-2) (%)= 1"(x0)- (o) + £ (%) €' (%)

Bevis: Den overordnede id¢€ i beviset er den samme som 1 beviset for setning 1a), blot er
det mere teknisk kompliceret her. Vi lader p reprasentere produktfunktionen:



© Erik Vestergaard — www.matematikfysik.dk 3

p(x)=(f-2)x) = f(x) g(x)

Vi regner pa differenskvotienten for produktfunktionen p :

Ay, _ p(xy+h)— p(xy)

h h
_ (0@t = (- 2)x)
_ f(xo+h)-g<};o+h)—f(xo>.g<xo)
_ SCu+h) g +hh> — () 8 + )+ f () 8%y + 1) = S ()8 (%)
_ SOyt h) g +h) = (%) 8% +hh> 4 L00) g0y +h) = /() g(xy)
_ U +h)—f(xo>§-g(xo +h) ) (80 +h)—g(xoh))
h h

= LRI oy 1) + (k)

A
= %-g(xom) + f(x):

g(xo+h)—g(x)
h

Ay,
h

I'linje 4 er et ekstra led (markeret med redt) bade trukket fra og lagt til, hvilket ikke aendrer
pd noget. I linje 5 er der sat pa hver sin brekstreg. I linje 6 er en falles faktor i telleren
sat udenfor parentes — i begge breker. I linje 7 er den falles faktor sat helt ned bagved
eller foran breken. Derved genkender vi i linje 8 differenskvotienterne for fog g.

Eftersom bade f og g er antaget differentiable i x,, sd ved vi, at differenskvotienterne har
en greenseverdi for 7 — 0. Da g er differentiabel i x,, er funktionen ogsé kontinuert i
punktet. Der geelder med andre ord: g(x, + /) — g(x,) for h — 0.1detandetled er f(x,)
bare en konstant! Alt i alt konkluderer vi, at det sidste udtryk i udregningerne ovenfor
virkelig har en grensevardi for 7 — 0:

A Ay, A
—2 = =Loglxy+h) + f(q)—*

(5) h
— f(x0)-g(xy)+ f(x,)-g'(x,) forh—0

Vi konkluderer, at produktet af funktionerne f og g er differentiabel i x, med den angivne
differentialkvotient.

Beviset ovenfor er vigtigt, fordi det illustrerer vigtigheden af at vare pracis. Resultatet
er uventet — man kan ikke altid forlade sig pa sin umiddelbare intuition. Produktreglen
kan udtrykkes noget i retningen af felgende: "Man differentierer et produkt ved at diffe-
rentiere den forste funktion, lade den anden sté plus lade den ferste funktion sta og diffe-
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rentiere den anden". Vi skal snart se eksempler pé, hvor brugbar denne regel er. Forst vil
vi dog uden bevis anfere en tilsvarende regel for, hvordan man differentierer en kvotient.

Seetning 4 (Kvotientreglen for differentiation)

Lad fog g vare to funktioner, som er differentiable 1 x,. Antag desuden at g(x,) # 0.
Da er produktfunktionen f/g differentiabel i x, med differentialkvotienten givet ved

© [i) (1) =L C0) 8C) =/ () )
g (g(xo))

Bevis: Overspringes.

Eksempel 5

Med produktreglen og kvotientreglen er vi blevet i stand til at differentiere en lang raekke
af nye funktioner. Lad os for eksempel se pa forskellige positive potenser af x. Vi ved fra
tidligere, at (x)'=1 og at (x*) =2x. Vi kan bruge produktreglen for differentiation i
seetning 3 til at bestemme differentialkvotienten for x°, idet vi kan skrive funktionen som
produktet x-x”:

(7) () =(x-x*) =(x) - x> +x-(x*) =1-x" +x-2x = x* +2x% =3x°
Derfra kan vi gé videre:
(8) () = () = () X xe () =167 +x03x7 =27 4327 =447

Sédan kunne vi fortsette. Ja man kan endda gere det for hele, negative potenser af x. Vi
skal dog stoppe her og ngjes med at formulere resultaterne i den vigtige saetning nedenfor.

O

Szetning 6

For ethvert n € Z er funktionen f(x)=x" differentiabel, og differentialkvotienten er
givet ved f'(x)=n-x""

Bevis: Vingjes med indikationerne pa satningens rigtighed i eksempel 5 ovenfor.
O

Saetning 6 er uhyre vigtig, og vi vil komme til at bruge den meget fremover. Faktisk gel-
der s@tningen ogsa for ikke-heltallige vaerdier af n, dvs. den gelder for generelle potens-
funktioner, men det vil vi ikke komme ind pa i dette tilleeg. Hvorfor er den vigtig? Jo det
er fordi polynomier spiller en stor rolle i matematik, og et polynomiums "bestanddele" er
netop faktorer pa formen x". Vi skal se naeermere pa det i naeste eksempel.
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Eksempel 7

Vi ensker at differentiere f(x)=2x*. Konstantreglen fra sztning lc) siger, at vi kan
seette konstanten 2 "udenfor", og s ellers bare differentiere x* ved hjalp af setning 6:

9) 2-x") =2-(x*) =2-4x*" =8x°

Konstantreglen er benyttet til forste lighedstegn. Effekten af det, der er sket kan illustreres
saledes:

FE traek 1 fra i potens

(2%*) - 8x°

Har vi derimod et polynomium med flere led, som 1 nedenstdende tilfelde, sa bruger vi
desuden sumreglen og differensreglen fra setning 1a) og 1b):

x40 =32 +3x+5) = 2xN) +(°) =GBxD) +(Bx) +(5)
(10) = 8x° +3x> —6x+3+0

8x +3x% —6x+3

Normalt vil vi faktisk skrive resultatet uden mellemregninger, fordi processen forekom-
mer s nerliggende. Differentierer vi et polynomium, far vi altsé altid et nyt polynomium
med en grad, som er én mindre.

O
Eksempel 8
Lad os se péa et par eksempler mere:

(10x° =2x* +11x+6)" = 30x”* —4x* +11

(=3x° +8x* = 7x* =5) = —15x" +32x° —14x
Men satning 6 kan ogsé bruges i tilfzeldet med negative eksponenter og 0:

(2 4+5x " —14+42x%) = —2x' —5x 2 —0+4x
= —2x ' —5x+4x
O

Eksempel 9 (Et gensyn med andengradspolynomier)

Med differentialregningen som redskab, kan vi nu nemt pé en alternativ made bevise den
toppunktsformel for en parabel, som du sikkert allerede kender. For et generelt anden-
gradspolynomium f(x)=a-x*+b-x+c,a#0 har vi f'(x)=2ax+b. 1 parablens top-
punkt gaelder er der vandret tangent, dvs. f'(x)=0. Vi leser derfor ligningen:

(1)  f'(x)=0 < 2ax+b=0 f'(x)=0 < 2ax+b=0 < x=—
a
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For at bestemme y-koordinaten til toppunktet, indsattes x-vardien i forskriften:

bY b
f(x) = a-x*+b-x+c = a-(——] +b-(——]+c
2a 2a
2 2 2
(12) =a.b_2_b_+c=i_£+ﬂ
4a 2a 4a 4a 4a
_ —b’+dac (b -4ac)  d
4a 4a 4da

Vi overlader detaljerne til laeseren.

Vi skal bevise endnu en egenskab for et andengradspolynomium, hvis graf jo er en para-
bel. Det viser sig, at b kan fas som tangenthaldningen i (0,c) . Det er ret nemt at eftervise:

(13) £10)=2a-0+b=b

Hvorved det onskede er vist.

Lad os betragte eksemplet f'(x)=0,5x> +3x—2. Det giver folgende diskriminant:
d=b*-4ac=3"-4-0,5-(-2)=9+4=13

b d 3 13
Toppunkt: | ——,—— | = | — ,— = (-3;-6,5
ppu ( 2a 4a] [ 2.05 4-0,5] ( )

Grafen er tegnet nedenfor, og vi ser, at det stemmer at tangenten til grafen i skaerings-

punktet (0,—2) med y-aksen er lig med 3.

Vi mangler endnu en differentiationsregel, nemlig den for sammensatte funktioner. Der
gelder folgende:
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Seetning 10 (Differentiation af sammensat funktion)

Antag at funktionen g er differentiabel i x,, og funktionen f'er differentiabel i punktet
Vo = g(x,). Da er den sammensatte funktion fog differentiabel i x, med folgende
differentialkvotient:

(14) (fog) (x)=1"(g(x))g'(xy)
Bevis: Beviset er kompliceret, sd vi udelader det.

Reglen kan sprogligt udtrykkes noget i retningen af folgende: "Man differentierer en sam-
mensat funktion ved at differentiere den ydre funktion, satte den indre funktion ind og
gange med den indre funktion differentieret":

ydre funktion differentieret
med indre funktion indsat  indre funktion differentieret

(fog)0e) - (g(r) -g(x)

Der er en hel del situationer, hvor denne regel er nedvendig for at kunne differentiere en
given funktion. Vi skal se pa nogle eksempler pa brug af reglen.

Eksempel 11
Givet funktionen 4(x)=+/x*+1. Bestem differentialkvotienten.

Vi kan betragte denne funktion som verende sammensat af den ydre funktion f(y)= \/;
og den indre funktion g(x)=x* +1. Man kan opskrive folgende:

Ydre: /() =7 f'(y)=ﬁ

Indre: g(x)=x+1, g'(x)=2x

Heraf fas:

’ 1 2x X
h! — ° — ! .o’ = —'2 = =
() = (Sog) () = /'(g(x)-g'(x) 2.4x%+1 § 2241 a2+l
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Bemeerkning 12
I eksempel 11 har vi benavnt variablen i den ydre funktion med y. Dette er udelukkende
af pedagogiske arsager. Man kunne séledes sagtens have kaldt den variable for x:

1

f(x)=+/x, f'(x)zm

Men ved at kalde den y, kan man bedre forsta, at man indsatter y = g(x)=x"+1.

Eksempel 13

Lad h(x)=(4x—-5). Vi ensker at differentiere funktionen.

Vi kan betragte # som en sammensat funktion af den ydre funktion f(y)=)" og den
indre funktion g(x)=4x-5.

Ydre:  f(») =), fl(y)=3)"
Indre: g(x)=4x-5, g'(x)=4
Heraf fas:

H(x) = (fog) () = f(g(x)-g'(x) = 3-(4x-5)’

I dette tilfeelde kunne man have startet med at have ganget parenteserne i udtrykket for
h(x) ud, og efterfolgende have differentieret funktionen som et polynomium ifelge set-
ning 6. Det ville imidlertid have givet et meget stort arbejde. Sa derfor er det meget smar-
tere her at bruge reglen for differentiation af sammensat funktion.



