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Afstand fra punkt til linje

- og projektion af vektor pa vektor

I dette tilleg er det hovedformaélet at give et bevis for formlen for afstanden fra et punkt
til en linje. Hertil skal vi bruge en hjelpesatning om projektion af vektor pd vektor.

Projektion af vektor pa vektor

Hvad der menes med projektionen af @ pé b er illustreret pa de to figurer nedenfor. Til
venstre det spidse tilfelde, hvor projektionsvektoren a, bliver ensrettet med b og til
hejre det stumpe tilfelde, hvor @, bliver modsat rettet b .

S}

Saetning 1 (Projektion af vektor pd vektor)

Lad @ og b vere to vektorer, hvor sidstnzevnte ikke er nulvektor. Da gaelder folgende
om projektionsvektoren a, af d pa b:
a5

15

a) d, = %.5 b) |a,| =

Bevis: Da projektionsvektoren er parallel med b , kan vi skrive projektionsvektoren som
en ukendt konstant 7 gange b , dvs.

(1) p=tb

Dernest indferer vi en hjelpevektor ¢ :

|

) ¢ =d-d, =d—tb

Vi mé nedvendigvis have, at ¢-b = 0. Er ¢ nulvektor giver det sig selv. Er ¢ forskellig
fra nulvektor star den pr. definition af projektionsvektoren vinkelret pé b , hvorfor ska-
larproduktet ogsé skal give 0.
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Dette setter os 1 stand til at bestemme et udtryk for den ukendte konstant ¢ :

¢-b=0 < (i-t-b)-b=0
o G-b-tb-b=0
(3) o ab-t|pf =0
o ab=t|i
a-b
< Tl
2

hvor vi undervejs har brugt flere regneregler for skalarproduktet. Ved at indsette udtryk-
ket for konstanten ¢ i (1) fés straks a):

@) Q, - |20 )5
3

Der er sat parentes omkring den forste faktor for at fremhaeve, at der er tale om et tal. Vi
har dermed bevist a). For at {4 b) tager vi l&engden pa begge sider 1 (4) og reducerer:

© | i) - | J5] - ) ot

2. lighedstegn: Vi har brugt reglen: ‘t-l; ‘ = | t| -‘5 ‘ for lengden af vektorer. Det er vaerd at
bemerke, at de lodrette streger om ¢ hentyder til den numeriske veerdi af tallet ¢, mens de
to lodrette streger om b hentyder til leengden af b . 3. lighedstegn: Numerisk vaerdi af en
brek er lig med numerisk verdi af teller divideret med numerisk vaerdi af naevner. Naev-
neren er dog allerede positiv, si det @ndrer ikke noget.

Afstand fra punkt til linje

Med afstanden fra et punkt P til en linje / menes den korteste afstand d fra P til et punkt
pa linjen. Hvis P ligger pa linjen, er afstanden 0. Ellers er det nermeste punkt Q pa linjen
karakteriseret ved, at PQ star vinkelret pa /.

P
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Satning 2 (Afstand fra punkt til linje)

Givet et punkt P(x;,,) og en linje / med ligning ax+by+c=0. Da kan afstanden
fra punktet til linjen bestemmes ved:

|a'xl+b'yl +c|

Ja*+b?

(6) dist(P,1) =

Bevis: Idéen til at bestemme afstanden d fra punktet P til linjen / er folgende: Vi vaelger
et vilkarligt hjelpepunkt £ (x,,y,) pa ! og projicerer vektoren PO—P ind pa normalvekto-
ren 7 til linjen. Projektionsvektoren ?P,; har abenlyst en lengde, som er lig med den
sogte afstand.

4 P(x,,y)

Py(X05 1)

v

Da punktet F, ligger pa linjen, stemmer ligningen, hvis vi s&tter punktets koordinater ind
1 linjens ligning:

(7 a-xy+b-y+c=0 < c=-a-x,-b-y

Vi fér brug for felgende udtryk senere:

RP-n = .
V1= % b
= a-(x;—x)+b-(y; =)

(8) =ax—axy+b-y—b-y,

a-x +b-y +(=a-x,=b-y,)

a-x+b-y +c

hvor vi i sidste linje har udnyttet (7). Vi er nu klar til at bruge sa@tning 1b) til at bestemme
lengden af den naevnte projektionsvektor PP, af PP pé ii:
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B ‘P()—Pﬁ‘ B |a~xl+b'y1+c|
- 7l - Ja? +b*

hvor vi har udnyttet (5), (8) samt at lengden af normalvektoren er:

(-

9) d =|RP

n

(10) |ii| =

(9) beviser satningen.

m
Eksempel 3
Bestem afstanden fra punktet P(8,11) til linjen med ligning 3x—4y+7=0.
Losning: Vi indsatter punktet i (6), idet (x;,y,)=(8,11):
X, +b-y, + 3-8—4-11+7 24-44+7 -13
diSt(P,l)=|axl N C|:| |:| |:| |=E=2,6
Jat+b? 3 (4 V25 V255
sa afstanden fra punktet til linjen er 2,6.
O

Eksempel 4
C ~ o (5) . ~ (8
Bestem projektionen af vektoren a = 5 pa vektoren b = nE

Losning: Forst udregnes:

ib=|_| = 5-8+2-(—4) = 40-8 = 32
2) -4

5" = («/82+(—4)2 )2 — 824 (—4)* = 64416 = 80

som indsat i udtrykket i s@tning 1a) giver:

. ab - 32(8) ,(8 3,2
5] 80 (-4 —4)  (-1,6
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