© Erik Vestergaard — www.matematikfysik.dk 1

Tema: Trigonometriske funktioner

Trigonometri har vi tidligere set anvendt til beregning af vinkler 1 trekanter og andre geo-
metriske figurer. Man kan imidlertid ogsa betragte sin(x), cos(x) og tan(x) som funktio-
ner i den variable x. Vi vil normalt altid underforsta, at argumentet x er angivet i radianer.
Det vil vaere passende lige at repetere dette begreb. Pa figuren lidt nedenfor til venstre er
tegnet en enhedscirkel, dvs. en cirkel med radius 1, og den er anbragt med centrum i (0,0).
I det folgende kigges kun pa vinkler, hvor det ene ben er underforstaet at ga fra (0,0) til
F,(1,0) pa den positive del af x-aksen. Vinkler regnes positive, hvis man drejer mod uret,
mens vinkler regnes negative, hvis man drejer med uret. Man kan reprasentere den vinkel
v, som er vist med en orange bue pa figuren pa to for-
skellige mader: Enten ved et gradtal eller ved laengden

af den del af cirkelbuen, som den pdgaldende vinkel /Gradtal (°) Radiantal
udspender. Denne cirkelbue er tegnet med gren farve. 360 <«—> 21
Radiantallet er defineret som lengden af denne bue.

Hvis man drejer med uret, altsd i negativ omlebsret- L= %
ning, skal radiantallet regnes negativt. En hel runde i v — %. v
positiv omlebsretning er 360° eller i radiantal 2x. Det 180

sidste fordi omkredsen af en cirkel med radius 1 er \T.X - y

2n-r=2n-1=2n. En hel runde i negativ omlegbsret-
ning er tilsvarende —360° eller —2m 1 radiantal. Man kan
sagtens have vinkler, som har et radiantal, der er storre end 2n. Det svarer bare til, at der
drejes mere end 1 runde i1 positiv omlebsregning. Tilsvarende med vinkler mindre end
minus 2. Omsatningen mellem gradtal og radiantal er vist pa den lille figur ovenfor.

* () =sin(x)
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"Slutpunktet" pé cirkelbuen herende til vinklen med radiantal x betegnes P. og kaldes for
retningspunktet for vinklen x. Cosinus og sinus til x defineres nu som henholdsvis x-ko-
ordinaten og y-koordinaten til retningspunktet. Retningspunktet har med andre ord koor-
dinaterne (cos(x),sin(x)). Det forer os direkte videre til funktionen f(x)=sin(x). For
hver veerdi af x fas dens funktionsverdi sin(x) som y-koordinaten til retningspunktet. Nar
man gennemforer en runde pa enhedscirklen, svarende til at x varierer mellem 0 og 2m,
hvilket giver det anledning til grafen vist til hejre pa figuren. I intervallet [0, 27c] foretager
sinus altsd én svingning. Havde vi fortsat rundt, ville vi blot have faet gentaget kurven.
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Det samme ville ske, hvis vi havde bevaget os 1 negativ omlebsretning. Vi siger, at funk-

tionen er periodisk med perioden T =2mn . P4 figuren nedenfor er grafen for sin(x) atbil-

det i intervallet [-2m, 47|, dvs. tre perioder er vist.
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Funktionen f(x)=cos(x) har ogsé klart en periode pa 2m, og dens graf ser séledes ud i

intervallet [-2m,4x]:

»
»

/(x) = cos(x)
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Ovelse 1

Udfyld de manglende felter 1 skemaet herunder, idet du udnytter omsatningen mellem
gradtal og radiantal samt definitionen af sinus og cosinus via enhedscirklen péd forrige

side. Stemmer dine vardier med graferne herover?

Vinkel 1 grader

Radiantal x

cos(x)

sin(x)

0

90

/2

180

270

360

Ovelse 2

I denne gvelse skal du ved hjelp af enhedscirklen argu-
mentere for, at cos(x) =sin(x +7). Denne sammenhang
viser samtidigt, at man far grafen for cosinus ved at pa-
rallelforskyde grafen for sinus med —7/2 i x-aksens ret-
ning (overvej?). Hjeelp: De to involverede retningspunkter
er indtegnet pa enhedscirklen. Hvilke koordinater har hver
af dem? Udnyt dernaest symmetrien ...

v
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Resultatet af gvelse 2 viser, at der er en sn@ver sammenhang mellem cosinus og sinus.
Grafen for den ene funktion fas ud fra grafen for den anden funktion ved en simpel paral-
lelforskydning i x-aksens retning. I det felgende vil vi studere, hvad der grafisk set sker,
ndr man udferer nogle operationer pé funktionen f(x)=sin(x). Pa figuren nedenfor er
vist (a) grafen for sinus-funktionen i intervallet [0,2%]. Hvis vi ganger funktionen med
2, far vi naturligvis en funktion, hvis y-verdier overalt er dobbelt sa store som for. Spe-
cielt er amplituden, som er defineret som den numeriske vaerdi af det maksimale udsving
fra svingningsaksen, dobbelt s stor. Det ses tydeligt pa delfigur (b). Hvis vi i stedet for
at gange sinusfunktionen med 2, velger at gange x med 2, sd kunne man maéske tro, at
man ville fa en graf, som var "strukket ud" i x-aksens retning i forhold til den oprindelige
graf i (a). Det er imidlertid lige modsat! Man far en graf, som er "trykket sammen" 1 x-
aksens retning. Man kan argumentere som folger: Funktionen kan opfattes som en sam-
mensat funktion, hvor den ydre funktion er sin(y) og den indre funktion er 2x. Den
variable x skal nu kun @&ndre sig halv s meget som for, for at man far den samme funk-
tionsveardi, som for vi gangede x med 2!

(a) ¥ . (b) y ,
* S(x) =sin(x) 4 f(x)=2-sin(x)
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I det sidste tilfeelde udskifter vi x med x+4=x—(=%). Det giver en graf, som er den
oprindelige graf parallelforskudt med —Z ix-aksens retning. Eller sagt pd en anden made:
parallelforskudt med % i x-aksens negative retning. Det er antydet pa delfigur (d), hvor
den stiplede kurve reprasenterer grafen for den oprindelige funktion sin(x). Den sidste
operation vi vil kigge pa, er at laegge et tal til sinus-funktionen, her 1,5. Der bliver altsa
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lagt 1,5 til alle y-veerdier. Ikke overrasken- () J

\ f(x)=sin(x)+1,5

de fir man en graf, som er en parallelfor- T
skydning af den oprindelige med 1,5 1 y- 2 ™
aksens retning. Der er indtegnet en stiplet | \\
linje, som er aksen for den harmoniske pmplituden et | P | o
svingning. Amplituden er uendret lig med R S I B R S T R B R > X
1, fordi den er det numerisk set maksimale y
udsving i forhold til aksen.

2

Definition 3 (Harmonisk svingning)

En funktion pa formen f(x)= A-sin(w-x+@)+k, hvor 4, ®, ¢ og k er konstanter,
kaldes for en harmonisk svingning. 1 den forbindelse kaldes 4 amplituden, ® vinkel-
hastigheden, ¢ faseforskydningen og k akseforskydningen.

Med overvejelserne ovenfor er vi bedre rustet til at forstd betydningen af de enkelte kon-
stanter eller parametre. Nu da alle konstanter kan figurere samtidigt og er generelle, er
der grund til at knytte nogle kommentarer. Vi ved, at funktionsvardierne for den sammen-
satte sinus-funktion sin(w-x) gentager sig, nar den indre funktion ®-x andrer sig med
2m. Det betyder, at x selv skal &ndre sig med 2n/w. Perioden eller svingningstiden for
sin(w- x) er derfor lig med 7 =2n/w. Grafen for den endelige harmoniske svingning far
ud fra grafen for den simple funktion sin(x) ved nedenstaende operationer. Detaljerne
overlades til leeseren. Bemark dog lige, at parallelforskydningen i x-aksens retning ikke
er med minus fase-forskydningen, som man méske kunne tro!

Start sin(x)
Skalering i x-aksens retning med 1/® sin(®- x)
Skalering i y-aksens retning med A4 A-sin(®- x)
A-sin(o- (x— (- ¢/w))
Parallelforskydning i x-aksens retning med —¢@/® = A-sin(o-(x +¢/w))

=A4-sin(®-x+ )

Parallelforskydning i y-aksens retning med & A-sin(0-x+@)+k

Normalt vil man forlange, at 4 og » er positive. Nar x gennemleber et interval af lengden
T, vil o-x+¢ foretage en runde pa enhedscirklen. Derfor vil sin(®-x+¢) antage alle
vaerdier mellem —1 og 1, og som felge heraf vil f(x)= A-sin(w-x+@)+4k antage alle
vaerdier mellem —4+k og A+ k. Verdimengden er altséd Vm(f) = [—A +k, A+ k] .

En skitse af grafen for en generel harmonisk svingning er givet herunder. Den stiplede
kurve er grafen for tilfaeldet, hvor faseforskydningen er 0.
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Anvendelser

Det er ikke overraskende, at harmoniske svingninger spiller en stor rolle i fysik: lyd, lys,
fjedersvingninger, vekselstram, magnetisme, kvantemekanik, etc. De kan dog ogsa be-
nyttes til at beskrive periodiske bevagelser indenfor andre omrader. Et eksempel kan
veare variationen af gennemsnitlige ménedlige temperaturer i et bestemt geografisk omra-
de, udregnet gennemsnitligt over en rekke ar. Vi vil se pa et sddant eksempel til sidst.
Under anvendelser kan den variable x for eksempel reprasentere en leengde eller en tid. I
sidstnevnte tilfeelde vil man ofte kalde den variable for .

Eksempel 4 (Lydbelger)

Lyd udbreder sig 1 luft ved at svingende luft-
molekyler skubber til omkringliggende luftmo-
lekyler, som derefter ogsé sattes i svingninger,
etc. Hvert luftmolekyle svinger frem og tilbage
omkring en ligevaegtsposition. En anden méde
at betragte lyd pa er som trykbolger. Der opstar
overtryk, nar de omkringliggende luftmoleky-
ler rykker sammen, mens der opstér undertryk,
ndr de rykker fra hinanden. Trykvariationerne
omkring det normale tryk pa 1 atmosfare er
ganske sma. Variationen kan optages med en
mikrofon anbragt i en bestemt position. Hvis
den tidsmaessige variation kan beskrives ved en
harmonisk svingning, som defineret i defini-

tion D, sé siger vi, at der er tale om en ren tone.

Rene toner kan for eksempel skabes ved at ansla en stemmegaffel eller skabes elektronisk
ved hjzlp af en tonegenerator. Amplituden 4 hanger sammen med lydstyrken. Vinkel-
hastigheden o h@nger sammen med lydens frekvens:

2n

27 1
1 T=—, = = o=
D o / T T

1
=2n-— = 2m-
7 f
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Den forste formel med svingningstiden eller perioden er allerede omtalt lidt tidligere. At
[ =1/T er ogsé logisk, for hvis én svingning for eksempel tager 0,1 sekund, s vil der
vere 10 svingninger pr. sekund, dvs. frekvensen f'er 10 Hz.

Lad os for eksempel sige, at vi ensker at beskrive det tidsmassige forleb af lyden fra en
440 Hz stemmegaffel matematisk. Faseforskydningen, som blot betyder en parallelfor-
skydning i tiden, er ikke sé vigtig her. Vi kan vaelge at starte stopuret, ndr sinus-funktionen
pabegynder en ny svingning, dvs. ¢ =0. Amplituden s&tter vi for et syns skyld til 1,5,
uden angivelse af enhed. Vi husker blot, at amplituden har relation til lydens styrke. Vi
kan desuden satte akseforskydningen til 0. Lydbelgens udsving som funktion af tiden ¢,
kan dermed ifelge (D1) skrives:

(2) g(t) = A-sin(2n- f-t) = 1,5-sin(2n-440-1)

Da det er matematik og ikke fysik, undlader vi at anfere enheder og underforstér blot SI-
enheder. Neste punkt kunne vere at afbilde grafen for lydbelgen ved hjelp af et CAS-
vaerktej. Her er det vigtigt ikke blot at acceptere verktejets default-vindue, for lydbelgen
svinger rigtig mange gange pr. sekund. Faktisk vil det vaere hensigtsmaessigt at udregne
svingningstiden forst: 7 =1/ f =1/440=0,00227. Vinduet 0<7<0,01,-2<y<2 vil
derfor give plads til mellem 4 og 5 svingninger pa tidsaksen, og der vil vere rigelig plads
til de maksimale udsving ogsa.

1
1 e N VAN ~
/ \ / \ /
i /T \ /N /N / .
O.CO}\ O.CO{ 0.003 0.004 0.005 \O.COG A).CO7 0.098 0. '69
1 \ |/ /
N/

Ovelse 5 (Lydbelger)

I forlengelse af eksempel 4 skal vi tegne grafer.

a) Benyt dit CAS-varktej til at afbilde grafen for en ren tone med amplitude 2 og fre-
kvens 500 Hz. Kald belgefunktionen g,(¢). V&lg et passende vindue.

b) Afbild i samme koordinatsystem grafen for den rene tone med amplitude 1,2 og fre-
kvens 1000 Hz. Kald belgefunktionen g,(¢).

Man kalder det en sammensat tone, hvis lyden er sammensat af belger med forskellig
frekvens. De fleste musikinstrumenter leverer en sammensat tone, som kan opfattes som
sammensat af en sinustone med en grundtone-frekvens pd f, og en rekke overtoner med
frekvenser 2 f,,3f,,4f,,.... Det er overtonerne, som giver instrumentet dets klang og
karakteristika. En ren tone kan virke monoton. En sddan sammensat tone er saledes ikke
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en harmonisk svingning ifelge definition 3, men der er dog tale om en periodisk funktion,
som gentager sig med perioden 7, =1/ f; .

c) Definer belgefunktionen g(¢)=g,(¢)+ g,(t) 1 CAS-varktejet og atbild grafen for
den sammensatte tone i et passende vindue.

Ovelse 6 (Forsog med fjedersvingninger)

Man kan vise, at et lod, der svinger i en fjeder ideelt
set vil udfere en harmonisk svingning. Udfer et for-
sog med fjedersvingninger som vist pa figuren til
hojre — evt. i samarbejde med fysiklereren. Valg et
lod pa 100 g eller 200 g og anbring det i enden af en
fleder med en passende fjederkonstant, s& man fér

en god svingning. En ultralydssensor (fx en GoMo-
tion-sensor fra firmaet Vernier) tilsluttes en compu-
ter. Via den tilherende dataopsamlingssoftware (fx

Logger Pro), sattes sensoren til at foretage 50 mé-
linger 1 sekundet i samlet set 10 sekunder, mens lod-
det svinger op og ned. Sensoren maler afstanden y
fra sensoren til loddet.

a) Foretag 1 dataopsamlingssoftwaren et fit med
en funktion af formen:

f()=A4-sin(B-t+C)+D

Kan du op til usikkerheder og méske en smule dempning pa grund af en svag luft-

modstand bekrafte, at der er tale om en harmonisk svingning?

b) Benyt vardien for B til via (1) at bestemme svingningstiden 7.

c) (ekstra) Teoretisk set er svingningstiden givet ved 7 =27 - W , hvor m er loddets
masse og k er fjederkonstanten. Indsaet m og k i formlen. Passer det med b)?

d) Argumenter for, hvorfor loddets hastighed mé vere 0 i yderpositionerne og numerisk
set storst, nir loddet passerer svingningsaksen (ligevegtspositionen). Hjeelp: Taenk
pa, hvorndr sinus og cosinus er henholdsvis 0, —1 og 1 pa enhedscirklen ...

Bemaerkning 7

Ved fit med f(¢#)=A4-sin(B-¢t+C)+ D vil der vaere uendeligt mange losninger for para-
metrene, som giver anledning til den samme lgsning — pa grund af sinus-funktionens
mange symmetrier. Hvilken losning, verktejet valger, kan derfor vere lidt vilkarligt.
Undertiden er der dog mulighed for, at brugeren kan foretage nogle "get" som input og
derved styre outputtet lidt. For eksempel bor 4 og B vere positive.
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Eksempel 8 (Gennemsnitstemperaturer)

P& DMI's hjemmeside under Arkiv kan man finde gamle vejrdata, for eksempel de gen-
nemsnitlige ménedlige temperaturer i de forskellige vejrregioner i Danmark. Skemaet ne-
denfor viser de gennemsnitlige ménedlige temperaturer i region Syd og Senderjylland i
perioden 2008-2017. I den nederste rekke er de gennemsnitlige manedlige temperaturer
udregnet over de ti 4r. Besvar i den forbindelse folgende sporgsmal.

a) Pavis ved at foretage et fit, at de gennemsnitlige manedlige temperaturer i perioden
2008-2017 med god tilnermelse kan beskrives ved hjelp af en harmonisk svingning
med en periode pa 12, underforstiet maneder. Lad O svare til nytér, 1 svare til 1.
februar, etc. Det er passende at anbringe gennemsnitsvardierne midt i manederne:
0,5;1,5;2,5; ...; 11,5. Som en god tilneermelse antager vi, at der er 30 dage i samtlige
maneder.

b) Given en sproglig fortolkning af de vaerdier for amplituden og akseforskydningen,
som fittet fra a) giver.

¢) Hvornar pa éret vil temperaturen ifelge modellen vere 10°C?

d) Pa hvilke tidspunkter af aret vil man fa de laveste og hgjeste temperaturer ifolge mo-
dellen? Omregn et kommatal, til dage ...

e) Udregn f'(5) og giv en sproglig fortolkning sterrelsen.

Manedlige gennemsnitstemperaturer i °C i region Syd og Sgnderjylland fra 2008-2017 (DM arkiv)

Arstal Jan Febr | Mar | Apr Maj Jun Jul Aug | Sep Okt Nov | Dec

2008 4,4 4,6 3,9 7,4 13,0 | 15,2 | 17,4 | 16,5 | 12,9 9,7 6,2 2,7

2009 1,0 1,3 4,3 9,9 11,7 | 13,8 | 17,2 | 17,4 | 14,1 8,2 7,7 7,7

2010 -3,0 | -1,8 3,2 7,4 9,2 14,0 | 18,7 | 16,0 | 12,7 8,9 3,0 -4,1

2011 0,4 0,3 3,3 10,1 | 11,5 | 15,1 | 15,8 | 159 | 14,3 9,9 6,6 4,4

2012 2,7 0,3 5,8 6,3 12,2 | 12,7 | 15,9 | 16,7 | 13,0 9,0 6,0 0,3

2013 0,3 -09 | -0,8 53 11,8 | 13,7 | 17,0 | 16,9 | 13,1 | 11,0 5,8 5,4

2014 2,2 4,4 5,9 9,1 11,8 | 14,8 | 19,4 | 158 | 14,9 | 12,5 7,3 3,6

2015 3,2 2,2 4,9 7,1 9,8 12,8 | 15,7 | 17,4 | 13,2 9,8 8,0 7,2

2016 0,7 2,2 4,0 6,4 13,2 | 16,2 | 16,4 | 16,2 | 16,5 8,9 4,0 5,2

2017 1,6 2,2 51 6,3 12,2 | 14,8 | 15,6 | 16,0 | 13,5 | 11,6 5,9 3,9

Snit 135 | 1,48 | 3,9 | 7,53 | 11,64 | 14,31 | 16,91 | 16,48 | 13,82 | 9,95 | 6,05 | 3,63

Losninger:

a) Vived, at perioden skal veere 12 (mdr.). Ved hjelp af (1) kan vinkelhastigheden der-
med bestemmes: w=2n/T =2nr/12 =m/6. Derfor foretager vi et fit med den harmo-
niske svingning f(¢) = 4-sin (% t+C ) + D . Der er altsa tre parametre at bestemme.
Som input benyttes disse sammenherende vaerdier:
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t 0,5 1,5 2,5 3,5 4,5 5,5 6,5 7,5 8,5 9,5 | 10,5 | 11,5

y (135148396 |753 |11,64|14,31|16,91|16,48|13,82| 9,95 | 6,05 | 3,63

CAS-varktojet giver os felgende resultat, afrundet til fire decimalers ngjagtighed:
f@) = 7,7118:sin(£-1-2,0125)+8,9258

Graf og datapunkter er afbildet nedenfor — et ganske overbevisende fit.

Gnm. temp. (°C)
A

20

e X

0 » Tid (mdr.)
12

b) Akseforskydningen er 8,9258. Da den harmoniske svingning svinger symmetrisk
omkring denne akse, kan forskydningen tolkes som at gennemsnitstemperatur over
hele aret 1 gennemsnit er ca. 8,9°C. Amplituden kan fortolkes som det antal grader,
som temperaturen svinger til hver side om de 8,9°C — i gennemsnit. Temperaturen
vil altsd gennemsnitligt ligge 1 intervallet mellem 1,2°C og 16,6°C, som felgende
viser: [k - A k+ A] = [8,9 -7,7;8,9— 7,7] = [1,2; 16,6] .

¢) Med CAS-varktejet loser vi nedenstéende ligning for ¢ €[0,12]:
f(6)=10 < t=41104 v £=9,5766

Vi er i maj og oktober maned. For at finde hvor omtrent i méneden, tager vi breokde-
lene og ganger med 30: 30-0,1104 =3,3120 og 30-0,5766 =17,2980 . I gennemsnit
vil man altsa kunne forvente en temperatur pd 10°C den 3. maj og den 17. oktober.

d) Vibestemmer steder med vandrette tangenter i intervallet [0,12] :

'(H)=0 < 1=08435 v 1=6,8435
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Det overlades til leeseren at vise, at der er lokalt og globalt minimum i den ferste
vardi og lokalt og globalt maksimum i den anden. Ved at bruge samme metode som
1 ¢) far vi, at modellen forudsiger, at den varmeste dag vil vaere den 25. juli og den
koldeste den 25. januar.

e) CAS-vearktgjet giver os umiddelbart: f'(5)=3,3200. ¢ =5 svarer til tidspunktet 1.
juni. Det betyder, at vi kan fortolke differentialkvotienten som gjeblikshastigheden,
hvormed temperaturen stiger til tidspunktet 1. juni:

3,32°C/méned = 3,32°C/30dage = 0,111°C/dag

NB! Som navnt er alt meget gennemsnitligt. Der kan i praksis vare store udsving pa den
pageldende dag og det pagaeldende ar.

Ovelse 9 (Gennemsnitstemperaturer i Kebenhavn og Nordsjalland)

Analogt til eksempel D8 er nedenstdende en tabel over de manedlige gennemsnitstem-
peraturer i perioden 2008—-2017, denne gang blot for region Kebenhavn og Nordsjalland.
I nederste rekke findes de gennemsnitlige manedlige gennemsnitstemperaturer i naevnte
10-4rs periode.

Manedlige gennemsnitstemperaturer i °C i region Kbh. og Nordsjaelland fra 2008-2017 (DMI arkiv)

Arstal Jan Febr | Mar | Apr Maj Jun Jul Aug | Sep Okt Nov | Dec

2008 3,8 4,5 3,5 7,5 12,6 | 15,2 | 17,9 | 16,8 | 13,1 9,5 6,0 2,6

2009 0,6 0,3 3,6 9,3 11,9 | 14,3 | 18,0 | 18,0 | 14,6 7,7 7,2 0,9

2010 -3,1 | -1,8 2,7 7,2 9,8 14,4 | 19,6 | 16,7 | 12,9 8,4 3,1 -3,8

2011 -0,2 | 0,4 2,8 2,8 11,7 | 158 | 17,2 | 16,5 | 14,3 9,7 6,7 4,2

2012 2,1 -0,9 5,6 6,4 12,6 | 13,3 | 16,7 | 17,1 | 13,4 8,7 6,2 0,4

2013 -0,2 | -06 | -0,8 6,0 12,8 | 15,2 | 18,0 | 17,4 | 13,0 | 111 5,9 4,9

2014 1,5 3,8 5,9 9,0 12,3 | 155 | 20,1 | 16,5 | 14,6 | 12,0 7,8 3,0

2015 2,8 1,8 4,7 7,5 10,3 | 13,5 | 16,4 | 17,8 | 13,6 9,6 7,2 6,4

2016 0,0 2,4 3,6 6,8 13,6 | 16,6 | 17,1 | 16,4 | 16,2 8,9 4,1 4,4

2017 0,9 1,9 4,8 6,6 12,3 | 15,3 | 15,8 | 16,4 | 13,4 | 10,9 5,5 3,6

Snit 0,82 | 1,10 | 3,64 | 6,91 | 11,99 | 14,91 | 17,68 | 16,96 | 13,91 | 9,65 | 597 | 2,66

a) Besvar de samme fire sporgsmal som under eksempel D8, altsé a), b), c), d) og e).
b) Hvornar pa aret vokser og aftager temperaturen hurtigst? Hjeelp: Vi er gaet et niveau
op her: Deter f'(¢), som skal analyseres. Overvej, hvordan det skal forstas.



