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Tema: Broer, kaeder og kurvefit

At tilnerme en samling datapunkter med en matematisk defineret kurve kaldes at foretage
et kurvefit, og det er en anvendelse af matematik, som man ofte steder pa. Vi kender det
fra linecer regression, hvor en rekke datapunkter i planen tilneermes med en ret linje, som
er grafen for en linear funktion. I det tilfeelde vil vi kalde den linezre funktion for den
fittende funktion. Andre eksempler pé fit er eksponentiel regression og potensregression.
Normalt skal man selv foretage et valg blandt de typer funktioner eller familie af funktio-
ner, man gnsker at foretage et fit med i en konkret problemstilling. En begrundelse for et
givet valg kan vare, at man teoretisk set forventer, at data folger en bestemt type funktion.
I andre tilfeelde er man blot interesseret i at finde en tilstreekkelig paen kurve, som til-
naermer datapunkterne pant. Et eksempel pa sidstnavnte er de sakaldte splines, hvor man
anvender en kurve, som er stykvist defineret. Vi skal ikke gd naermere ind pa sidstnavnte
type, da det er en hel teori for sig. I stedet skal vi kigge pa et par eksempler af forstnevnte
type, hvor vi tilnermer data med et andengradspolynomium.

Eksempel 1

Givet tre punkter i planen: (-2;3,5),(1,2) og (3,—4) . Vi skal se, at der findes netop et
andengradspolynomium, hvis graf gar igennem disse tre datapunkter. Vi skal med andre
ord bestemme koefficienterne a, b og c, s andengradspolynomiet p(x)=a-x*+b-x+c
opfylder p(-2)=3,5, p(1)=2 og p(3)=—4. Det giver tre ligninger med tre ubekendte,
hvor de ubekendte er a, b og c:

a-(-2)" + b-(-2) + ¢ =35 4a - 2b + ¢ = 3,5
(1) al> +bl+c=2 = a+b+c=2
a3 +bhb3+c=-4 9a + 3b + ¢ = -4

En made at lose de tre ligninger med tre ubekendte pé er ved at isolere en af de ubekendte
i den ene ligning og indsette udtrykket i de to andre ligninger. Den anden ligning ser mest
simpel ud, sa vi vaelger at isolere ¢ i denne og indsatte udtrykket for denne i de to gvrige.

4a — 2b + (2—a-b) = 3.5 3a —3b =15
(2) c=2-a-b = c=2-a-b
9a + 3b + 2—a-b) = -4 8a + 2b = -6

Vi fokuserer nu pa forste og tredje ligning. De udger et ligningssystem bestdende af to
ligninger med to ubekendte. Vi isolerer b i den sidste og indsatter udtrykket for » i den
anden ligning:

3a — 3-(-3-4a) = 1,5 15a+9 = 1,5
3) <
b =-3-4a b=-3-4a

Den ubekendte a kan herefter bestemmes af den forste ligning. Resultatet indsattes i den
anden for at bestemme b.
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a=-1 a=-1

(4) 2 = 2
b = —3-4-(-0,5) h=-1

Disse to verdier indsattes 1 udtrykket for ¢ i ’
(2):c=2-a-b=2-(-0,5)—-(-1)=3,5.Vi ¢
har dermed bestemt det andengradspolyno- 31

»
»

mium, hvis graf gar igennem de tre data- 2
punkter: p(x) =—0,5x* —x+3,5. Tegner vi
grafen for andengradspolynomiet, ser vida =~ — _/ - - \ —> X

ogsa, at punkterne virkelig ligger pa grafen.

Der gelder generelt, at hvis man har givet

tre punkter, som har forskellige x-verdier og / \

som ikke ligger pa linje, s& findes der netop

én parabel, som passerer igennem punkter- /

—

ne. Vi skal dog undlade at bevise denne pa-
stand her.

~—
—

Det er klart, at et CAS-varktej lynhurtigt vil kunne udregne koefficienterne i eksempel
1. Typisk kan man definere andengradspolynomiet p(x)=a-x*+b-x+c og derefter
lose ligningssystemer bestdende af de tre ligninger p(-2)=3,5, p(1)=2 og p(3)=—+4
med hensyn til de ubekendte a, b og c. Hvordan det helt pracist gores, athaenger af ens
CAS-varktej. Men hvad nu, hvis vi har fire datapunkter? Vi ser pa det i et eksempel.

Eksempel 2

Lad os sige, at vi udover de tre punkter givet i eksempel 1 ogsd har datapunktet (-3,1).
Det vil give anledning til en ekstra ligning, markeret med redt nedenfor:

da — 2b + ¢ = 3,5
a+b+c=2
9a + 3b + ¢ = -4
9a — 3b + ¢ =1

)

Fra eksempel 1 ved vi, at de tre forste ligninger har en entydig lesning. Den eneste mu-
lighed for at hele ligningssystemet (5) har en lgsning er derfor, at losningen til de forste
tre ligninger givet ved a =—0,5, b =—10g ¢ = 3,5 passer i den sidste ligning. Dette er ikke
tilfzeldet. Hvis vi vil foretage et fit med et andengradspolynomium, mé vi med andre ord
stille os tilfreds med, at grafen ikke kan passere igennem alle fire datapunkter. Hvordan
finder vi da den bedste losning pd problemet. Hvad der er "bedst" kan naturligvis
diskuteres. Et meget anvendt valgt er at benytte mindste kvadraters metode.
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Metoden bestér i at veelge a, b og c, sa kvad- 74

ratsummen af de lodrette afstande fra data-

punkterne til parablen bliver mindst mulig.

Princippet bag mindste kvadraters metode er / TN

illustreret i eksempel 3 nedenfor. Bruger man /
et CAS-verktej til at lave et fit med et anden- 1

gradspolynomium (polynomiel regression) — —— T —> X

vil man fa folgende andengradspolynomium / -1 \
som lgsning:

p(x)=-0,56638 x> —0,88277 x +3,6610

~
//

Hvor godt polynomiet tilneermer datapunk-
terne angives ved den sakaldte forklarings-
grad R* =0,99331. Det er dog altid fornuf-
tigt ogsa at tage en visuel inspektion af gra- / I \
fen, for man faelder nogen dom.

~I
qg

—
—

Eksempel 3 (Princippet bag mindste kvadraters metode)

Princippet bag mindste kvadraters metode kan nemmest forklares ved et eksempel. Vi
tenker os givet de fire datapunkter (1;0,5),(2,3),(3,5;2) og (5,1). De fire punkter ind-
tegnes 1 et koordinatsystem. Man kunne overveje at foretage et geet pa et andengradspo-
lynomium, som er en rimelig god tilnermelse til datapunkterne. Vi veelger andengrads-
polynomiet p(x)=—0,25x*+1,75x—0,50 . Med residualet i x =1 menes forskellen mel-
lem dataverdien og funktionsverdieni x=1: 0,5 — p(1) =0,5 —1=-0,5. Det betyder, at
den lodrette afstand fra datapunktet til grafen er 0,5, og det negative fortegn fortaller, at
datapunktet ligger under grafen (se grafen pé naste side). P4 tilsvarende vis kan residua-
lerne i1 de gvrige tre x-vardier bestemmes. Kvadreres de og laegger man sammen, fas:

58, = (0,5 p())’ +(3- ) +(2- p(3,5))" +(1- p(5))’

(0,5-1)* +(3-2)" +(2-2,5625)" +(1-2)’
= 2,5664

(6)

Her er SS en forkortelse af det engelske "Sum of Squares" og indekset res er en forkortelse
for det engelske "residual". Det er nerliggende at forsege at veelge koefficienterne a, b
og c 1 andengradspolynomiet pd en mdade, sd den ikke-negative sterrelse SS,,, bliver sa
lille som muligt. Kan man valge a, b og ¢, sé den bliver eksakt 0, betyder det for eksem-
pel, at grafen for andengradspolynomiet gar eksakt igennem datapunkterne. Dette er nor-
malt ikke muligt, sd det gelder om at finde koefficienter, si SS,,, bliver si lille som
overhovedet muligt. Heldigvis findes der en metode til at finde minimum for SS,,,, men
da den involverer funktioner af flere variable, afstar vi fra at forklare mere om det her.
Heldigyvis har de fleste CAS-vaerktoj et vaerktej til at bestemme det andengradspolynomi-
um, som giver den mindste verdi for SS,,,. I dette tilfelde er den mindste vaerdi 1,0659
og den opnas for polynomiet p(x)=—-0,4738x" +2,8366x —1,5262 . Figuren pa nzste

side viser grafen for gattet samt den optimale losning.
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y y

A A
a=-0,25 a=-0,4737532808
b= 1,75 b= 2.836614173
c=-0,50 c=-1.526246719
5, = 2,5664 55, = 1.065944884

1 14
: > X . > X

For at kunne udregne den sékaldte forklaringsgrad, skal vi have fat i endnu en sterrelse,
nemlig den totale kvadratsum SS,,, . Her far vi forst brug for gennemsnittet af y-vaerdierne
for datapunkterne: ¥ =(0,5+3+2+1)/4=1,625. Den totale kvadratsum fés ved at ud-
regne forskellen mellem de enkelte datapunkters y-verdier og gennemsnittet y , kvadrere
og laegge sammen:

(7) SS,, = (0,5-1,625)" +(3-1,625) +(2-1,625)" +(1-1,625)* = 3,6875

ot
Forklaringsgraden (Eng: Coefficient of Determination) betegnet R defineres ved:

(8) Rz - D g LO6IY 0,7109
SS 3,6875

tot

Hyvis forklaringsgraden er taet pa 1 er det normalt et udtryk for et godt fit. I eksempel B2
sa vi en forklaringsgrad pa 0,99331. Andengradspolynomiet i dette eksempel ses da ogsd
tydeligt at tilnerme data bedre end tilfaeldet er i dette eksempel. En anden visuel made at
afgore om data folger en bestemt type funktion, sdsom et andengradspolynomium her, er
at lave et residualplot. Her afbildes datapunkternes x-vardier henad 1. aksen og det til-
herende residual opad 2. aksen.

residual
A

15

05

=05

Residualplottet er ikke sarlig interessant her, hvor der kun er fire datapunkter. Ofte har
man rigtig mange datapunkter, og hvis punkterne i residualplottet si for eksempel ligger
konsekvent under grafen i den ene ende og over grafen i den anden, kan det give anledning
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til at forkaste hypotesen om, at data felger den padgeldende graf. Derimod vil det styrke
hypotesen, hvis punkterne i residualplottet ser ud til at vaere spredt tilfeldigt.

Bemzrkning 4

Lad os opsummere til en mere generel situation end det i eksempel B3: Lad der vere givet
n datapunkter (x;,y,), (x,,»,),..., (x,,»,) . Man ensker at foretage et fit med en funktion
£, som indeholder én eller flere frie parametre. Spergsmalet er, hvilke vardier af parame-
trene, der giver det "bedste" fit. Lad y = (3, + y, +...+y,)/n vare gennemsnittet af data-
punkternes y-koordinater. Da er kvadratsummen af residualer givet ved:

n

) S8, = O (v -p(x))

i=1
Det er denne kvadratsum, som man egnsker at minimere med hensyn til de parametre, som
indgar 1 funktionen f. Den fotale kvadratsum er tilsvarende givet ved:

n

—\2
(10) S = 2.(3=7)
i=1
Endelig er forklaringsgraden R* givet ved:
SS
11 RP=1 - —re
(11) s

tot

Hvis forklaringsgraden er eksakt 1, betyder det, at vi har at gore med et perfekt fit: Alle
datapunkter ligger pa grafen for /. Jo mindre SS,,; er i forhold til SS,, jo n@rmere vil
forklaringsgraden vare pa 1. Det sker typisk, nar funktionen er et godt fit til data.

Ovelse 5

Benyt metoden fra eksempel B1 til at bestemme forskriften for det andengradspolynomi-
um, hvis graf gir igennem punkterne (-2,9), (1; 1.5) og (4,3) . Udfer ferst beregningerne
manuelt og benyt derefter dit CAS-verktej til at lose opgaven automatisk. Far du samme
resultat?

Ovelse 6

Givet datapunkterne (—5,8), (-2,-1),(2,1),(3,4) og (4,7).

a) Benyt dit CAS-vaerktej til at bestemme det bedste fit af formen
p(x)=a-x*>+b-x+c til de fem datapunkter. Angiv a, b og c.

b) Bestem residualerne og lav et residualplot.

c) Hvilken forklaringsgrad giver CAS-verktojet?

d) Bestem forklaringsgraden manuelt ved hjelp af formlen i (B11). Stemmer den
overens med vaerdien fra c)?
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I de folgende to gvelser skal vi udelukkende bruge et ferdigt softwareprogram til at be-
stemme et kurvefit, uden at dykke ned 1, hvordan dette kurvefit bliver beregnet. Et oplagt
softwareprogram hertil er Logger Pro, da man kan "prikke en kurve ud pa et foto".

Ovelse 7 (Hengebro-model)

Teorien forudsiger, at de kabler, som baerer vejbanen pa

en hangebro, former en parabel. Vi skal undersege, om
det er rigtigt ved at bruge programmet Logger Pro. An-
skaf for det forste en metalkaede fra et byggemarked.
Keden haenges op i to kroge. Som bekendt er vejbanen
béret oppe af lodrethengende kabler, som er forbundet
til det baerende kabel. Vi vil simulere denne belastning
ved at heenge en raekke lodder op 1 forskellige kadeled.
Lodderne skal alle have samme vagt, og de skal henge
nogenlunde med samme vandrette afstand, som antydet
pa figuren herunder. Tag et foto af situationen. Ver
omhyggelig med at fotografere vandret samt vinkelret
ind pa det plan, som keeden hanger i.

a) Indsat fotoet i Logger Pro via menuen Indscet > Billede > Billede med fotoanalyse....
Ved at velge med fotoanalyse, fir man radighed over en reekke varktejer 1 hojre side
af billedet. Dem skal vi bruge i det folgende.

b) Indsat begyndelsespunktet for koordinatsystemet (Origo) ved at prikke det ud pé
fotoet med det rette vaerktej. Hvor man ger det 1 billedet er lidt ligegyldigt her.

¢) Man skal s®tte skalaen, dvs. fortelle programmet, hvor meget en bestemt afstand 1
billedet svarer til i virkelig afstand. Man valger skala-verktojet og trekker fx en
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lodret eller vandret linje ud, hvorefter man i en boks skriver, hvor langt det angivne
stykke 1 virkeligheden er - i samme plan som kaden! Har du ikke umiddelbart mulig-
hed for at vurdere dette, st da bare stykket til et eller andet. Det betyder ikke sa
meget her, eftersom en skaleret parabel stadig er en parabel.

d) Du er nu klar til at afsaette punkter langs kaeden ved hjelp af punkt-verktejet. Afset
mange punkter langs keden og ger det sd precist, som du kan. Kommer du til at
afsat et punkt lidt skaevt, kan du bruge Ctrl+Z for at fortryde det sidst afsatte punkt.

e) Kilik pé kurvetilpasningsvarktejet. Vaelg 1 det fremkomne vindue AX*2+BX+C og
klik derefter pa Prov tilpasning. Programmet vil da forsege at bestemme parametrene
A, B og C i andengradspolynomiet, sdledes at man opndr det bedste fit. Resultatet
kan findes pa en graf bag billedet. Du kan valge, om billedet eller grafen skal ligge
bagerst eller forrest ved at hejreklikke pa det forreste element og evt. vaelge Flyt
bagest.

f) Punktet Korrelation i den lille boks, der indeholder oplysninger om fittet, er kvadrat-
roden af forklaringsgraden. Som bekendt er en forklaringsgrad tet pa 1 — og dermed
ogsé en Korrelation tet pd 1 — som oftest et udtryk for, at der er tale om et godt fit.
Husk dog, at det is@r er en visuel inspektion, som ber afgere, hvor godt andengrads-
polynomiet tilneermer datapunkterne. Kan du godtage at de barende kabler pa en
hangebro former en parabel?

Ovelse 8 (Kadelinje)
En kedelinje (Eng: Catenary) er den kurve, som en kade danner, nir den haenger frit ned
fra to kroge. Teorien siger, at kurven er graf for felgende funktion:

(12) f(x)=a-cosh (fj
a

hvor cosh(x) er den funktion, der betegnes "cosinus hyperbolsk". Du skal nu udfere et
forseg ligesom det med heengebroen med henblik pa at afgere, om kaeden virkelig haenger
1 den kurve, teorien forudsiger. Bemark, at hvis du forseger at foretage et fit med funk-
tionen i (B12), hvor der kun er parameteren a, sa skal du vaere meget omhyggelig med at
udvalge origo. Dette er ikke onskeligt og vil give vasentlig usikkerhed i forseget. Bedre
er det at definere en ny funktion, som har en graf, som er en parallelforskydning af grafen
for /. Dermed behover man ikke vare praecis med at s@tte origo nejagtigt, men kan satte
det et vilkarligt sted pa fotoet.

a) Benyt s®tning 2.3 til at vise, at hvis man parallelforskyder grafen for f med vektoren
(b,c), sa far man grafen for folgende funktion:

(13) g(x):a-cosh(x—_b]+c
a

Denne funktion har nu de tre parametre a, b og c.

b) Gennemfor forseget ligesom 1 ovelse B7, blot med den forskel, at der ikke skal hen-
ges lodder pa kaden. Foretag et fit med funktionen g. Kan dit forseg og analyse
bekraefte, at en fritheengende kade folger en kaedelinje?



