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Bevagelse pa cykel
- og numerisk differentiation

En af de mest oplagte anvendelser af differentialregning er i fysik til illustration af begre-
ber som sted, hastighed og acceleration. En mulighed er at filme et par elever, som hver
for sig cykler langs en vandret linezr bane. Det kan s@ttes op som en konkurrence, hvor
det geelder om at komme hurtigst muligt frem. Hvad har elevens hastighed vaeret 1 starten
af beveagelsen eller pa et senere tidspunkt? Valger man at ga skridtet videre, kan man
endda analysere accelerationen i bevaegelsen.
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Forsaget krever, at man kan optage bevagelsen péd video, og at man har software til ra-
dighed til at analysere filmen. Et godt program hertil er Logger Pro. I det felgende antages
det at leeseren har dette program til radighed, foruden regnearket Microsoft Excel. Er det
ikke tilfeeldet har leeseren maske adgang til lignende programmer?

Forberedelse og udforelse af forseg:

1. Apparatur: Anskaf et videokamera, et stativ, en meterstok og en cykel.

2. Serg for at personen cykler fra venstre mod hejre, set fra videokameraets synspunkt.

3. Kameraet rettes vinkelret pa banen samt indstilles vandret, sa filmens billedplan er
parallel med det lodrette plan, hvori den virkelige bevaegelse med cyklen foregér! En
almindelig framerate pa 24 {/s eller 30 {/s er passende.

4. Anbring en meterstok i1 det lodrette plan, som bevagelsen foregér i, gerne taet ved
hvor cyklisten starter bevagelsen. Det skal bruges til at fastseette skaleringsfaktoren,
sd man ved, hvor meget 1 meter 1 virkeligheden svarer til 1 billedet!
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Bearbejdning i Logger Pro efter filmen er optaget:

5. Opret en ny mappe, hvori video-filen anbringes.

6. Abn Logger Pro og gem straks filen i samme mappe som video-filen.

7. Indset videoen i Logger Pro via menuen Indscet > Film...

8. Marker video-vinduet i Logger Pro og valg menuen Indstillinger > Filmindstillin-
ger. Sorg for at anbringe et 5-tal 1 folgende felt:

Kar filmen billede(r) frem efter tilfejelse af nyt punkt.

Meningen er, at vi kun vil benytte hver femte frame i filmen.
9. Klik pa Aktiver/deaktiver videoanalyse nede i hejre hjerne af video-vinduet. Derved
fremkommer nye videovarktejer 1 hojre side af video-vinduet, som vist pa figuren.
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10. Kig filmen igennem via Play-knappen. Lag merke til der, hvor cyklen satter i gang.
Spol tilbage og find lige pracis den frame, hvor cyklen satter i gang. Klik herefter
pa knappen Synk. film til graf (se figur). I den fremkomne boks sattes graftiden til 0:

Klik pd graf for at angive graftid (eller indtast den direkte):

Graftid:| 0 ‘ 5

Det har som konsekvens, at tiden internt i Logger Pro vil blive sat til 0 i det gjeblik,
hvor cyklen setter i gang.

11. Vealg verktojet Angiv oprindelse og venstreklik i centrum af det forreste hjul. Derved
vil centrum af hjulet koordinatsystemets begyndelsespunkt (origo).

12. Velg verktejet Angiv skala og trek en lille gron linje ud langs med meterstokken i
videoen, s& Logger pro ved, hvor meget 1 meter i virkeligheden svarer til i videoen.

13. Du skal nu til at afs@tte punkter: Vaelg verktojet Tilfoj punkt og klik 1 det forreste
hjuls centrum. Derved er der blevet afsat et punkt og filmen er spolet 5 frames frem
(se punkt 8). Afsat et nyt punkt, der hvor forhjulets centrum nu er og sé fremdeles.
Bemerk, at visningen af bade punkter og koordinatsystem kan slés til/fra (se figur).
Skulle du komme til at afsatte et punkt forkert, kan du bruge Ctrl+Z til at fortryde
handlingen. Nér du er feerdig, kan du klikke pa pilevaerktejet Veelg punkt, s du ikke
kommer til at blive ved med at afsette punkter.
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Analyse af data og grafer:

14. Efter punkterne er afsat, vil der automatisk veere genereret fem kolonner med data i
Logger Pro: Tid, X, Y, Vx, Vy med enhederne henholdsvis s, m, m, m/s og m/s. Da
der er tale om en vandret og dermed 1-dimensional beveegelse kan man se bort fra
kolonnerne Y og Vy. Man kan dog lige kontrollere, om vardierne i kolonnen Y er
konstante og omtrent 0 i Vy, op til usikkerheder. Vi skal altsd kun benytte de tre
kolonner Tid (s), X (m) og Vx (m/s).

15. Der er ogsé automatisk blevet fremstillet en graf af bdde X og Y som funktion af
tiden. Venstreklik pd aksebetegnelsen pa 2. aksen og valg Mere.... Fjern fluebenet
ud for Y(m), sa kun x-koordinaterne atbildes som funktion af tiden.

16. Lav en ny graf via menuen Indscet > Graf. Serg for hastigheden Vx bliver afbildet
som funktion af tiden. Hvis man vil have @&ndret symbolernes farve og udseende, kan
man gore det i en boks, der fremkommer, nar man venstreklikker pé et af punkterne.

Ovelse C1
Beskriv sted-grafen og hastigheds-grafen for hver af eleverne med ord:

a) Hvornar i bevaegelsen var hastigheden storst og mindst? Beskriv bevagelsen.

b) Benyt hastigheds-grafen til at vurdere hvornér i bevagelsen accelerationen er lav og
hej. Er der passager i bevagelsen, hvor accelerationen er omtrent konstant? Hjeelp:
Husk at gjebliksaccelerationen er gjeblikshastigheden differentieret, s man skal
have fat i tangenthaldningerne til hastighedsgrafen ...

NB! Bemark at Logger Pro har et tangentvaerktej, som kan bruges bade for sted-grafen
og for hastighedsgrafen: Marker grafen og benyt menuen Analyser > Tangent.

Man kan godt 4 Logger Pro til at udregne en kolonne med accelerationerne, men vardi-
erne viser sig ikke at veere serligt palidelige, medmindre At er meget lille og usikkerhe-
derne pa malingerne er sma. Dette er ikke sa tit opfyldt. Afsnittet med numerisk differen-
tiation nedenfor kan vare med til at kaste lys over denne problematik. Vi vil se p4, hvor-
dan Logger Pro overhovedet er i stand til at beregne en kolonne med hastigheder.

Numerisk differentiation

Hvis stedfunktionen x(#) er differentiabel 1 punktet ¢#,, sd fis hastigheden til tidspunktet
t, som bekendt som differentialkvotienten af stedfunktionen i ¢, . Differentialkvotienten
er grenseverdien af differenskvotienterne:

Ax  x(t, + At)—x(t))

(Ch) " = ~ — x'(t,) for At—0

Geometrisk betragtet er hastigheden i ¢, lig med haldningen af tangenten til grafen i
punktet Fy(¢,,x(¢,)), mens differenskvotienten er haldningen af sekanten gennem punk-
terne £, og B vist pa figuren péd naste side.
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Pa figuren er ogsé indtegnet punktet P, som har 1. koordinat 7z, —A¢. I s@tningen ne-
denfor skal vi se, at heldningen af sekanten gennem P, og F ogsd narmer sig til dif-
ferentialkvotienten 1 #,, nar At - 0.

Seetning C1
Hvis x(¢) er en funktion, som er differentiabel 1 ¢,, s& gelder folgende:

x(t, + At)—x(t, — At)
2-At

(C2) — x'(t,) for At—0

Bevis: Fra definitionen af differentiabilitet ved vi, at greensevaerdien af differenskvotien-
ten skal vere den samme, uanset om Af narmer sig til 0 fra hejre eller fra venstre. I
stedet for at sige at Ar gir mod 0O fra venstre, kan vi udskifte A+ med —A¢ i (C1), uden
at det @endrer pé grenseverdien. Vi har altsa:

x(ty, — At)—x(t,)
—At

(C3) — x'(t,) for At—0
Hvis vi ganger (C1) med 1, ganger (C3) med 1 og laegger sammen, far vi umiddelbart
(C2). Detaljerne overlades til laeseren.

m

Det overlades til laeseren at indse, at broken 1 (C2) netop er haeldningen af sekanten gen-
nem punkterne P ,og F. Det interessante er imidlertid, at sekanth@ldningerne 1 (C2)
normalt konvergerer meget hurtigere mod differentialkvotienten og dermed tangentheeld-
ningen i ¢, end sekantheldningerne i (C1) gor for A — 0. For en given lille vaerdi af Az
vil sekanth@ldningen fra (C2) med andre ord normalt vaere en bedre tilnermelse til tan-
genthaldningen, end sekanthaldningen i (C1) er. Pa figuren ses det ogsa tydeligt, at haeld-
ningen af den grenne sekant er meget tattere pa haldningen af den rede tangent end
haldningen af den blé sekant er. Alt dette far betydning, nar vi i et fysikforseg ikke kender
stedfunktionen i et helt interval af tidspunkter, men kun har kendskab til stedfunktionen i
en reekke malte tidspunkter i skridt pd Az . Da er det nemlig oplagt at anvende en sekant-
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haldning som en tilnermelse til tangenthaldningen, som i sig selv er uopnaelig pd grund
af manglende information. Her vil sekanth®ldningen fra (C2) normalt vare det klart
bedste valg. Hvor god en tilneermelse sekanthaldningen er, athanger desuden ret kraftigt
af, hvor tet datapunkterne ligger, dvs. hvor lille A¢ er. Noget andet er, at der ogsa sniger
sig méleusikkerhed ind: Data er jo tilvejebragt ved et fysisk forseg! Er usikkerheden eller
stgjen her stor, bliver tilneermelserne darlige.

x'(ty) = haldningen af den rede tangent i £
o + AA? —x(h) _ haldningen af den bla sekant gennem £, og B,
Xy + Atz) —Ax(to ) = hzldningen af den grenne sekant gennem P, og B
- At

Den numeriske metode, hvor man anvender sekanthaldningen fra (C1) kaldes med et fint
udtryk for forward difference-metoden, mens den numeriske metode, som bruger sekant-
haldningen fra (C2) betegnes central difference-metoden.

Ovelse C2

I det folgende skal vi bruge regnearket Excel til at bestemme tilnermede vardier for has-
tighederne 1 den bevagelse pa cyklen, som vi fik bearbejdet 1 Logger Pro tidligere.

a) Aben et regneark og lav overskrifter til tre kolonner, som vist pa figuren nedenfor:
Tiden ¢ 1 sek., stedet x 1 m og hastigheden v_ 1 m/s.

b) Kopier de to kolonner med tid og stedet x fra Logger Pro filen med cykeldata. Det er
passende at vise data med 5 decimaler.

c) Set cursoren i cellen C4 og skriv formlen =(B5-B3)/(A5-A3). Tryk derefter pd tasten
Enter. Feltet vil nu indeholde en tilnermet vardi for hastigheden til tidspunktet i
cellen A4, beregnet ved hjalp af central-difference-metoden.

A B C D
1 t x v,
2 (sek) {m) {m/s)
3 0,00000] 0,00000
4| 0,16700 0,11361|=(B5-B3)/(A5-A3)
5 0,33400| 0,29539
6 0,50000 0,54534
7 0,66700 0,84074
8 0,83400 1,15886
9 1,00100 1,43153

d) Nedkopier nu indholdet af cellen C4 pa folgende méade: Marker cellen og lad cursoren
bevage sig hen over det lille merke i cellens nederste hgjre hjerne, indtil cursoren
omdannes til et plustegn. Treek derefter ned af til nestnederste raekke.

e) I kolonnen C er nu de tilneermede vardier for hastighederne bestemt med central-
difference-metoden.
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A B
1 t x
2 (sek) (m)
3 0,00000 0,00000
4 0,16700 0,11361
5 0,33400 0,29539
6 0,50000 0,54534
7 0,66700 0,84074
8 0,83400 1,15886
9 1,00100 1,43153

C D
Vi

(m/s)

0,88441
1,29649
1,63767
1,83686
1,76883
1,76883

f) Sammenlign vardierne for hastighederne i1 kolonne C med de vardier for hastighe-

derne, som Logger Pro har beregnet.

Du vil sandsynligvis opdage, at de ikke er helt

ens. Logger Pro bruger nemlig som default en numerisk metode, som er endnu mere

nejagtig. Man kan dog velge en anden metode via menuen Filer > Indstillinger for

Cykeltur (det sidste ord refererer til
punkter for afledt beregning sat til 7

navnet pé filen). Som udgangspunkt er Antal
. Prov at satte den til 3 i stedet for 7. S& vil du

se, at alle hastighedsverdierne i Logger Pro bliver identiske med dem 1 dit Excel

regneark! Det er fordi Logger Pro ogsd kan anvende central-difference-metoden til

hastighedsberegning.

Vinkelenheder for trigopnometriske beregninger:
() Grader (@ Radianer

Antal punkter for afledt beregning:

Antal punkter for smoothing beregning:

[]vis knappen Datamarkering p3 vaarktgijslin

[ ]vis knappen Grafmatch p3 varktejslinjen
Graftyper: Konstant Linezer

Antal sektioner: Automatisk

Fil bygget med applikation med datoen: Oct & 20
Current application date: Aug 23 2017 14:09:25

Indstillinger for Cykel - Rohwedder - hver femte pri.. X

Disse indstillinger gemmes og gendannes med filen.

Bekraeft sensorkonfiguration [ ]vis knappen Mul

e

slinjel

a7

Annuller

g) Som afslutning pa denne gvelse i Excel, kan du vealge at lave en graf af hastigheden
som funktion af tiden: Marker kolonnen A med tidsvaerdierne. Hold Ctrl-tasten nede,
mens du markerer kolonne C med hastighederne (fra raekke 4 til nastsidste rekke).
Anvend derefter menuen Indscet > Punktdiagram. Detaljer overlades til leeseren.
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Ovelse C3

Denne ovelse er rent matematisk, idet vi ensker at sammenligne nejagtighederne af de to
numeriske metoder forward difference-metoden og central difference-metoden i et kon-
kret eksempel. Vi betragter funktionen f(x)= Jx - sin(x)+0,1-x. Den differentierede
funktion er her f'(x) = 1/(2 . \/;) —cos(x)+0,1.

a)
b)

©)
d)

e)
f)

g)

h)

)

k)

Abn en nyt regneark. Gem det med navnet "To metoder til numerisk differentiation".
Lav de overskrifter til de syv forste kolonner, som fremgar af figuren her:

A B C D E F G
1 X y Rigtig diff Forward Fejl Central Fejl

I kolonne A anbringes tallene fra 1,0 til 7,0 i skridt pa 0,1.

I kolonne B skal de korrekte funktionsvardier anbringes. Skriv 1 cellen B2 folgende
formel: =KVROD(A2)-SIN(A2)+0,1*A2 og kopier formlen ned i hele kolonnen.

I kolonne C anbringes de rigtige verdier for differentialkvotienterne. Skriv i cellen
C2 folgende formel: =1/(2*KVROD(A2))-COS(A2)+0,1 og kopier ned.

I kolonne D anbringes de tilneermede verdier for differentialkvotienten beregnet ved

Jforward difference metoden. I cellen D2 skrives formlen: =(B3-B2)/(A3-A2), hvor-

efter der nedkopieres til nestsidste raekke.

I kolonne E udregnes forskellene mellem veardierne for differentialkvotienterne ud-
regnet med forward difference metoden og de rigtige vaerdier for differentialkvotien-
terne. I cellen E2 skrives formlen: =D2-C2, og der nedkopieres til nastsidste raekke.
I kolonne F anbringes de tilneermede vardier for differentialkvotienten beregnet ved
central difference metoden. I cellen F3 skrives formlen: =(B4-B2)/(A4-A2), hvoref-
ter der nedkopieres til nastsidste raekke.

I kolonne G udregnes forskellene mellem vardierne for differentialkvotienterne ud-
regnet med central difference metoden og de rigtige vaerdier for differentialkvotien-
terne. I cellen G3 skrives formlen: =F3-C3, og der nedkopieres til nastsidste raekke.
Sammenlign fejlene ved de to metoder. For at f& en mere visuel fornemmelse for
fejlene ved de to metoder, kan du afbilde de to kolonner med fejl som funktion af x-
vaerdierne 1 kolonne A. Det kan gores pd folgende made: Marker forst cellerne 1
kolonne A fra celle A3 til og med celle A61. Hold nu Ctrl-tasten nede, mens du
markerer kolonne E fra celle E3 til og med celle E61 og kolonne G fra celle G3 til og
med celle G61. Valg derefter menuen Indscet > Punktdiagram. Detaljerne overlades
til leeseren. Hvilken af de to metoder er mest ngjagtig i dette eksempel?

Hvis du har lyst pad mere, kan det eventuelt undersgges, hvor meget fejlene reduceres,
hvis man halverer skridtlengden fra 0,1 til 0.05.

Mere om emnet numerisk differentiation kan findes i felgende note pa Internettet:

http://www.matematikfysik.dk/mat/noter_tillaeg/numerisk%?20differentiation.pdf




