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Tema: Anvendelser af
differentialregning i gkonomi

I det folgende vil vi betragte en
simpel ekonomisk model for en
virksomhed. Nér en virksomhed
forseger at selge sine varer, sd er
prisfastsettelsen et vigtigt emne
at overveje. S@ttes prisen lavt, sd
kan der salges mange styk, men

fortjenesten pr. styk vil vere
mindre. Sattes prisen hojere, sa
kan der normalt ikke afsattes sd

meget, men man tjener mere pr.
styk. Det store spergsmal er, hvad den optimale stykpris er? Underforstdet den stykpris,
som giver den storste fortjeneste. Til at besvare dette spergsmél beheoves blandt andet
viden om eftersporgslen og omkostningerne.
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For at simplificere problemstillingen antager vi, at alle de producerede enheder salges.
Antal producerede enheder og antal solgte enheder er altsd det samme. Vi har givet en
eftersporgselsfunktion, som angiver hvor mange enheder x, der kan s&lges, nar stykprisen
settes til p. Lad os se pé et tilfelde, hvor ssmmenhangen er lineart aftagende:

3000 x

(1) x=3000-8 p 5

Omkostningerne kan deles op i de variable omkostninger og de faste omkostninger. De
variable omkostninger ath&nger af antal producerede enheder, og vi vil her antage, at de
variable omkostninger er proportionale med antal producerede enheder: 80 kr. pr. enhed.
De faste udgifter sattes her til 5000 kr. Vi har med andre ord folgende omkostningsfunk-
tion: O(x) =80-x+5000 . Indtegtsfunktionen fas ved at multiplicere antal solgte enheder
med salgsprisen pr. enhed: 7(x)=x-p=x-(3000—x)/8.
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Da fortjenesten er lig med indtegter fratrukket omkostninger, fis folgende fortjeneste-
Sfunktion:

()

F(x) = I(x)-O0(x) = x(%j — (80-x+5000)

Ovelse 1 (Okonomisk model 1)

I forbindelse med funktionerne pa forrige side, skal du besvare folgende spergsmal:

a)

Benyt differentialregning til at optimere fortjenestefunktionen: Hvor mange styk skal
man s&lge af varen for at opna den sterst mulige fortjeneste? Hvad skal man satte
stykprisen til, for at opna dette. Hvor stor er den samlede fortjeneste i sé fald? NB!
Husk at overveje definitionsmengder.

For en given vaerdi af x betegner storrelsen I'(x) marginalindtegterne, mens O'(x) be-

tegner marginalomkostningerne.

b)
©)

d)
e)

Bestem de to differentialkvotienter for en produktion af 800 enheder.

Redegor for, hvorfor de to differentialkvotienter angiver en tilnermet verdi for, hvor
meget henholdsvis /(x) og O(x) endrer sig ved produktion af én ekstra enhed.
Hjcelp: Tenk pé betydningen af differentialkvotienten generelt set.

Med tolkningen i ¢) in mente, giv en sproglig fortolkning af resultatet af b).

Bestem marginalindtegterne og marginalomkostningerne for det antal enheder, som
giver den optimale fortjeneste, bestemt 1 spergsmél a). Hvad konkluderer du?

Kan en voksende eftersporgselskurve tenkes? Diskutér!

Ovelse 2 (DOkonomisk model 2)

Med betegnelserne ovenfor: Lad efterspergslen for en given vare vere givet ved udtryk-

ket x =1000000- p~'~ | hvor x er det antal enheder, som kan szlges til stykprisen p. Lad
endvidere O(x)=0,00005-x> —0,12-x* +100-x+10000 vaere omkostningsfunktionen.

a)

b)

c)

d)
e)

Tegn eftersporgselskurven i dit CAS-verktoj, dvs. atbild grafen for antal solgte en-
heder x som funktion af prisen p. Du kan eventuelt kalde funktionen for f(p). Velg
1 den forbindelse vinduet 0 < p <100 og 0<x<10000.

Beskriv grafen fra a): Kan den retfaerdiggeres? Giv en praktisk forklaring pa, hvorfor
en eftersporgselskurve kan tenkes at se saledes ud!

Bestem funktionen, som angiver salgsprisen pr. styk, som funktion af antal solgte
enheder, x. Kald funktionen for P(x). Hjeelp: Isoler p i udtrykket for x ovenfor.
Angiv et udtryk for indtegtsfunktionen 7(x).

Tegn i et CAS-verktoj graferne for indtegtsfunktionen og omkostningsfunktionen,
idet du veelger vinduet 0 < x <2000 og 0< y <150000. Beskriv graferne med ord.
Hvilke aspekter ved en produktion kan fa graferne til at se saledes ud?

Angiv et udtryk for fortjenestefunktionen F'(x) og tegn dens graf i samme vindue
som i spergsmal e). Bestem det antal producerede enheder, som giver den maksimale
fortjeneste. Hvor stor er den maksimale fortjeneste? Hvad er den optimale salgspris
at satte pr. vare?
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g) (Ekstra) Lad A(p)=1000000-p ' betegne ssmmenhzngen mellem antal solgte en-
heder og stykprisen p angivet i begyndelsen af denne opgave. Angiv et udtryk for
den sammensatte funktion G(p) = (F o A)(p) = F(A(p)). Forklar hvad denne funk-
tion reprasenterer og kan bruges til.

Ovelse 3* (Priselasticitet)

Denne opgave er lidt svaerere end de ovrige, i kraft af en hgjere abstraktion. Eftersporg-
selsfunktionen A(p) er den funktion, som givet en stykpris p pa varen, angiver hvor man-
ge vareenheder, som kan afsattes til den pageldende pris. Tidligere er denne storrelse
blot angivet ved x. Undertiden er man i gkonomi interesseret i at undersege, hvor felsom
salget er overfor en prisforagelse. Lad os sige, at vi giver prisen en tilvaekst pd Ap. Vi
kan da betragte folgende storrelse:

A(p+Ap)—A(p)

Relativ &ndring i eftersporgslen A(p) _ A(p+Ap)-A(p) p
Relativ &ndring i prisen Ap Ap A(p)
p

ogsd betegnet den gennemsnitlige priselasticitet ved en prisendring frap til p+ Ap . Hvis
A(p) er differentiabel, sd har sidstnevnte udtryk en greenseveerdi for Ap — 0, og gren-
severdien betegnes den gjeblikkelige priselasticitet ved prisen p:

' V4
3) E(p)=A(p)—
Eftersporgslen kaldes uelastisk, neutralelastisk eller elastisk, alt efter om den numeriske
veerdi af priselasticiteten, |E(p)
kun betragter eftersporgselsfunktioner, som er aftagende, er det det samme som at sige
folgende: Eftersporgslen er uelastisk, ndr —1< E(p) <0, neutralelastisk, nar E(p)=-1
og elastisk, nér E(p)<-1.

, er mindre end 1, lig med 1 eller storre end 1. Da vi her

a) Beregn priselasticiteten for tilfzeldet med efterspergselsfunktionen i opgave 2, nar
prisen p er 150 kr. Hvilken type priselasticitet er der tale om her?

Lad B(p)= A(p)- p betegne omscetningsfunktionen. Det bemerkes, at den er beslagtet
med indtegtsfunktionen: B(p)=(IoA)(p)=1(A(p)).

b) Visat B'(p)=A(p)-(E(p)+1). Hjeelp: Udregn venstre og hejre side og vis, at de er
ens, under brug af (3).

c) Benyt formlen ib) til at vise, at hvis efterspergslen er uelastisk, sa vil en prisstigning
betyde en omsatningsstigning. Hvad sker der 1 tilfzeldet med de evrige to typer ela-
sticitet 1 tilfeeldet med en prisstigning?

d) Hvad har sterst priselasticitet, tror du? Almindelige fedevarer, luksusvarer, varer der
kan erstattes af andre varer? Argumenter!

Det bemarkes, at priselasticiteten er uathengig af de valgte enheder, fx valuta! I gvrigt
benyttes betegnelsen eftersporgselselasticitet ofte for det samme som priselasticitet.
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Ovelse 4 (Lagerstyring)

Lagerstyring er et vigtig omrade i organiseringen af en virksomhed. Det koster mange
penge at have et stort lager. Alternativet med et lille lager har dog ogsd sine negative
sider: det koster ekstra at fa tilsendt nye forsyninger i mange forsendelser. Spergsmaélet
er hvilke ordresterrelser, der er de optimale for virksomheden, s& firmaets totale lager og
forsendelsesomkostninger bliver s& sma som mulig. Indenfor faget erhvervsekonomi ar-
bejder man med en klassisk model for lagerstyring, som ferer frem til den sikaldte Wil-
sons formel for den optimale ordresterrelse. Den skal vi se pa i det folgende. Vi arbejder
1 modellen med folgende storrelser:

Totale arlige antal vareenheder:
Omkostninger pr. ordre:

Vv
F
Indkebsprisen pr. vareenhed: P
Lageromkostninger pr. enhed: K

X

Ordresterrelse:

Vi vil udregne lageromkostningerne
under den antagelse, at lagersituatio-
nen over tid er som beskrevet pa figu-
ren nedenfor til hgjre. I gennemsnit er
der £ x vareenheder pa lager.

Lager (styk)

Vi far: A
Antal ordrer pr. &r:  V/x

Totale kostpris: V-P
Ordreomkostninger: F-V/x
Lageromkostninger: +-x-K

» Tid

Totale omkostninger = Totale kostpris + ordreomkostninger + lageromkostninger

V-P + F- 4 + 1x-K
X

a) Redegor for rigtigheden af udtrykkene for antal ordrer pr. ar, den totale kostpris, or-
dreomkostningerne samt lageromkostningerne.

b) En virksomhed regner med at indkebe og selge i alt 1920 kaffemaskiner pé et ar.
Hver kaffemaskine koster i1 indkeb 175 kr. Udgifterne til hver ordre udger 750 kr.,
mens det koster 50 kr. at have lagret én kaffemaskine i et &r. Vis, at folgende udtryk
angiver de totale (arlige) omkostninger, som funktion af ordresterrelsen x:

1440000
— 4

X

f(x) = 336000 + 25x

Lad funktionen g angive summen af ordreomkostningerne og lageromkostningerne:

1440000
= — +

g(x) 25x



© Erik Vestergaard — www.matematikfysik.dk 5

Da funktionerne f og g kun adskiller sig fra hinanden ved kostprisen, som ikke athenger

af x og dermed er en konstant, vil grafen for /' blot vare en parallelforskydning af grafen
for g. Det betyder, at funktionerne har samme monotoniforhold og har de samme lokale

ekstremumssteder.

c)

d)

e)

g)

h)

Hvor stor vil summen af ordreomkostningerne og lageromkostningerne vare ved
ordresterrelser pd henholdsvis 100 og 500 styk?

Foretag en funktionsundersogelse af f(x), idet du bestemmer monotoniforhold, og
lokale ekstrema. Hvad er den optimale ordrestorrelse?

Tegn graferne for ordreomkostningerne, lageromkostningerne samt summen af dem
1 samme koordinatsystem, idet du valger et passende vindue at vise graferne i.
Beskriv de to ferstnavnte grafers forleb og prov at forsta, hvorfor de ser ud, som de
gor. Bestem skeringspunktet for disse to grafer. Hvad observerer du?

G4 tilbage til det generelle udtryk for de totale (&rlige) omkostninger og bevis Wil-
sons formel for den optimale ordresterrelse:

4) Optimal ordresterrelse = 2'2.1/ (Wilsons formel)

Passer den optimale ordresterrelse udregnet i spergsmal d) med det, du far ved at
indsette 1 denne formel?

Analyser kvalitativt hvordan den optimale ordrestorrelse givet ved Wilsons formel
pavirkes, nar lageromkostningerne pr. enhed, dvs. K, gges — og de andre storrelser
fastholdes. Stemmer det med den umiddelbare intuition?

Overvej rimeligheden 1 de antagelser, som ligger til grund for ovenstaende model for
lagerstyring. Diskuter herunder forskellige typer varer. Kom ogsa ind pé grafen, som
viser lagersituationen som funktion af tiden. Er den rimelig? Kan man forestille sig
andre? Du kan eventuelt betragte en anden model og analysere den matematisk.
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