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Indledning

Denne lille note er ikke ment som en udtemmende beskrivelse af emnet svingninger,
meningen er kun at give den grundleeggende matematiske beskrivelse af en svingning
eller balge. Som anvendelser vil vi iser betragte [ydbolger. Vi vil tillige se pa begrebet
stodtoner, ogsa kaldet sveevninger.

En tidsmeaessig belgebeskrivelse

I det folgende holdes stedet fast, s& vi kun betragter det tidsmaessige forlgb af en belge.
Den simpleste belge, man kan tenke sig, er en sinusfunktion y(¢)=sin(¢), som vist pa
den gverste figur pa naeste side. Svingningstiden eller perioden, som det tager at gen-
nemfore en hel belge, betegnes 7. Den er i det nevnte tilfeelde lig med 2n. Man kan
opnd en anden periode ved at multiplicere tiden med en faktor , kaldet vinkelhastig-
heden: y(t) =sin(wt). Grafen for sinus-funktionen gennemforer en bglge, nér funktio-
nens “indmad” endrer sig fra O til 2m. Derfor er perioden 7 her givet ved
o-T=2rn < T =2n/0. Bolgen er afbildet pd den anden delfigur pa neste side. Bol-
gens frekvens f angiver antallet af belger pr. tidsenhed (sek). Derfor haves f = 1/T .

Man kan overveje at laegge en fast storrelse ¢ til oz: y(¢) =sin(wt + @) . Det resulterer

i en parallelforskydning af grafen i #-aksens retning, som vist pa den tredje delfigur pa
naste side. Forklaringen herpd far man ved at omskrive:

(1) y(1) = sin(or+¢) = sin(o(t+¢/0))

Det viser, at vi fir den nye forskrift ved at udskifte t med ¢+ ¢/® i sin(wt) . Dette bety-
der en parallelforskydning af grafen for y(f) =sin(wt) med —@/® i t-aksens retning
(Overvej!). Sterrelsen ¢ kaldes 1 ovrigt for faseforskydningen. Faseforskydningen be-
virker her, at udsvinget y til tiden # =0 ikke er lig med 0.

Situationen pd den nederste delfigur pa neste side er, at udsvingene overalt er ganget
med en faktor A4, svarende til, at vi har felgende generelle udtryk for det tidsmaessige
forleb af en belge med vinkelhastighed ® og faseforskydning ¢ :

2) y(t) = A-sin(of+ @)

A kaldes for belgens amplitude. Undertiden er det hensigtsmeessig at have frekvensen
direkte angivet i udtrykket frem for vinkelhastigheden. Da @ =2n/T =2x- [, fas:

3) y(t) = A-sinQ2n- f 1)

hvor vi for simpelhedsskyld antager ¢ =0.
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Opgave 1

Benyt grafregneren til at tegne grafen for en ren tone med frekvensen 440 Hz og ampli-
tude 1,4, uden faseforskydning. Serg for at valge et passende vindue, sd du kan se 3
hele belger pa skermen. Hvad forteller frekvensen om en lydbelge? Hvad fortaller
amplituden noget om? Efter du har tegnet grafen, prev da i samme vindue at tegne den

samme lydbelge, blot faseforskudt, siledes at den nye belge er 1/4 belge foran den op-
rindelige i tid. Hvad skal ¢ sattes til?
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Den generelle bolgemodel

Vi har hidtil fastholdt stedet og udelukkende betragtet den tidsmassige udvikling af
belgen. Men vi ved alle, at belger udbreder sig. For lydens vedkommende sker det i luft
under normalt tryk og ved 20°C med en hastighed pa ca. 343 m/s. For at forenkle
situationen antager vi i det folgende, at vi har at gere med en belge, som udbreder sig
langs en ret linje. P4 naste side er vist en tegneserie af en balge, som udbreder sig langs
en vandret linje mod hgjre. Der er taget et “snapshot” af belgen til en raekke tidspunkter.
Hver af disse snapshots vil vi kalde for belgens stedkurve til det pageldende tidspunkt.
Samtidigt ser vi, at der er tegnet et punkt pa hver stedkurve. Af tegneserien fremgér det,
at punktet indikerer belgens udsving pa et fast sted som funktion af tiden. Man kan
eventuelt tenke pa det som en korkprop, som bevager sig op og ned pa en vandbolge.
Hvis man laver en graf af udsvinget som funktion af tiden pa et fast sted, far man bol-
gens tidskurve pa det pageldende sted, altsa det vi studerede i forrige afsnit. Tegne-
serien forlaber over en hel periode 7. Per definition skabes der netop én belge i labet af
én periode, dvs. hele belgen har bevaget sig en belgeleengde mod hgjre i1 dette tidsrum,
som indikeret ved den stiplede linje. Husk dog, at der ikke er tale om udbredelse af stof,
men af energi. En belges bolgeleengde betegnes med det graske bogstav lambda, A, og
angiver fx afstanden mellem to belgetoppe péa stedkurven. Husk pa ikke at forveksle
med afstanden mellem toppene pé tidskurven — det giver perioden!! I lebet af en periode
T kommer belgen altsé stykket A fremad. Belgens hastighed kan da nemt beregnes, idet
hastighed er straekning tilbagelagt pr. tidsenhed:

_As A

1
4 v = —
¥ At T T

= A f

Det er en meget vigtig formel, som gelder for alle bolger: v=f"-A.

Balgens stedkurve (fast tidspunkt)
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Tegneserie af bglgebevaegelse
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Opgave 2

a) Hvad er belgelengden for kammertonen med frekvens 440 Hz, hvis lyden udbreder
sig 1 luft ved normaltryk og ved stuetemperatur?

b) En lydbelge udbreder sig i luft ved normaltryk og ved stuetemperatur, og belge-
leengden viser sig at vaere lig med 1,34 m. Hvad er lydens frekvens.

c) Lydbelgen fra spergsmal a) sendes nu ned i luftarten CO,. Herved andres bolge-
leengden til 0,61 m. Hvad er lydens hastighed i CO,?

Opgave 3 (lidt svar)

Man kan vise, at for en beglge, som udbreder sig langs en linje, kan udsvinget y(¢,x) pa
et bestemt sted x til et bestemt tidspunkt ¢ angives pa formen

(5) y(t,x) = A-sin(w-(t—x/v))

hvor ® er vinkelhastigheden og v er belgehastigheden. Forseg at vise dette ved at be-
tragte tegneserien og tenke pa, hvor meget belgen er ”forsinket” pa stedet x i forhold til
stedet x =0. Kan du udfra (5) fremstille andre formler, som fx inkluderer fog A?

Interferens

Nér to eller flere belger befinder sig pd samme sted til samme tidspunkt, sa siges de at
interferere, dvs. vekselvirke. Her kan benyttes superpositionsprincippet, som siger, at
den resulterende belges udsving pé det pagaeldende sted til det pagaldende tidspunkt fas
ved at legge udsvingene fra hver belge sammen (med fortegn). Princippet er illustreret
pa figuren pé naste side, hvor en lydbelge med amplitude 0,8 og frekvens 440 Hz vek-
selvirker med en lydbelge med amplitude 0,6 og frekvens 880 Hz. Resultatet er en
sammensat tone, hvis udsving kan skrives som:

(6) y() = 0,8-sin(2n-440-¢) + 0,6-sin(21-880-¢)

De to oprindelige toner betegnes derimod som rene, harmoniske toner. Stemmegafler og
tonegeneratorer kan frembringe rene toner. Ellers er tonerne fra musikinstrumenter
generelt sammensatte. Mere om det 1 naste afsnit.

Opgave 4
Benyt grafregneren til at tegne grafen for folgende sammensatte tone:
y() = 1,1-sin(2x-200-¢) + 0,5-sin(2w-600-¢)

Eksperimenter ellers med at leegge flere rene toner til, hvoraf alle har en frekvens, som
er et multiplum af 200 Hz.
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Fourieranalyse

Som navnt 1 forrige afsnit, frembringer
de fleste musikinstrumenter sammen-
satte toner, og det er interessant at finde
ud af hvilke rene toner, “’de bestar af”.
Hertil er udviklet en ret indviklet mate-
matisk teori, som gar under betegnelsen
Fourieranalyse, opkaldt efter den frem-
ragende franske matematiker og fysiker
Jean Baptiste Joseph Fourier (1768—
1830). Lost sagt, s& siger en s&tning i
Fourieranalysen, at enhver stykvis kon-
tinuert periodisk funktion med periode
T kan skrives som en sum af sinus-led,
cosinus-led og en konstant, og frekven-
serne af de trigonometriske funktioner

e
B B,

_ Nasitnt wlogar >

opfylder, at der er en mindste frekvens, . \E; Y\ S
og at alle de ovrige frekvenser er multi- : /T/:Jmm“ ‘1’_\ Ead
pla heraf. Vi skal kun betragte ulige pe- i 1
riodiske funktioner, og i dette tilfelde gl

. . . it e e i ol Bomsicioss 39
viser det sig, at funktionen kan opleses e

1 udelukkende sinus-led:

(7 y(t) = Ay-sin(2n- f-t)+ A -sin(2n-2f, 1)+ A, -sin(2w-3 f, 1) +...

Det forste led pd hejre side 1 (7) betegnes grundtonen. Det er en ren tone med en fre-
kvens f,, som vi vil betegne grundtone-frekvensen. Naste led kaldes /. overtone og har
den dobbelte frekvens af grundtonen. Det tredje led kaldes 2. overtone og har den tre-
dobbelte frekvens af grundtonen etc. Der eksisterer computerprogrammer, som kan
foretage en Fourieranalyse af lyden fra et musikinstrument — via en mikrofon tilsluttet
computerens lydkort. Hvis musikinstrumenters toner var rene toner, ville det have lydt
kedeligt og monotont. Men nu er lydene altsd sammensatte, og det er tilstedeverelsen af
overtoner, som giver lyden karakter. Man siger, at de bestemmer instrumentets klang.

Stedtoner

Stedtoner, ogsé kaldes svevninger, er et fenomen, som opstar nér to belger med samme
amplitude, men med lidt forskellig frekvens, interfererer. P4 neeste side ser vi resultatet
nér to lyde med frekvenser henholdsvis f; =390Hz og f, =440Hz og samme ampli-
tude interfererer. Ikke overraskende lyder det som om lyden pulserer i styrke — det lyder
lidt som sted. Man kan vise, at stedene forekommer med en frekvens f,,, givet ved
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formlen f, 4 = f, — f;. Det kraever et ret teknisk matematisk apparat at vise dette. Det er
derfor henlagt til en opgave i naste afsnit om trigonometriske relationer.

Stedtoner med frekvens 50 Hz
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Trigonometriske relationer

Der er to sat af trigonometriske formler, som af og til dukker op i anvendelser 1 bidde
matematik og fysik. Det er de sékaldte additionsformler samt de logaritmiske formler.
Du skal udlede alle additionsformlerne samt den ferste logaritmiske formel igennem en
rekke delopgaver, trin for trin. Lad os begynde med at formulere formlerne:

Seetning 1 (Additionsformlerne)

(a) cos(u—v) = cos(u)-cos(v)+sin(u)-sin(v)
(b) cos(u+v) = cos(u)-cos(v)—sin(u)-sin(v)
(c) sin(u—v) = sin(u)-cos(v)—cos(u)-sin(v)
(d) sin(u+v) = sin(u)-cos(v)+ cos(u)-sin(v)
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Szetning 2 (De logaritmiske formler)
(a) sin(x)+sin(y) = 2-sin(x;y)-cos(x_yJ
(b) sin(x)-sin(y) = 2-cos(x;yj-sin(x_y
(c) cos(x)+cos(y) = 2-cos(x;yj-cos(x_yj

(d) cos(x)—cos(y) = —2-sin(x;yj-si

=
TN
=
o ||
<
—

>
>

Trin 1

0

Lad 2 = [cos(u)j og 7 [cos(v)

. =| vere de to enhedsvek-
sin(u) sin(v)

torer med retningsvinkler henholdsvis u# og v. Benyt v
ab
al-|o]

\/

formlen cos(w) =

fra vektorregningen til at vise

(a) i setning 1.

Trin 2
Vis (b) i setning 1 ved hjelp af (a) samt cos(—v) =cos(v) og sin(—v) = —sin(v).

Trin 3

Vis (c) i seetning 1. Hjeelp: Bemark omskrivningen 90°—(u —v) = (90°—u)+v, tag co-
sinus pa begge sider og udnyt de velkendte formler for komplementerne til cosinus og
sinus, altsa at cos(90°—w) =sin(w) og sin(90°—w) = cos(w) galder for alle w.

Trin 4

Vis (d) i setning 1 ved hjelp af (c) samt cos(—v) =cos(v) og sin(—v) = —sin(v).

Trin 5

Lag (c) og (d) i setning 1 sammen, og vis, at sin(u —v)+sin(u +v) = 2-sin(u) - cos(v) .

Trin 6

+y Xy

Set x=u+v og y=u—v, ogvis, at det betyder, at u="2 ogv= 5

Indsat endelig i formlen under trin 5 for at vise formel (a) i s@tning 2.

NB! Hvorfor tror du 1 evrigt, at formlerne har faet de anforte navne?
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Opgave 5
Betragt igen eksemplet givet 1 afsnittet om stedtoner.

a) Benyt grafregneren til at tegne grafen for funktionen sin(2n f, -¢) +sin(2n f, -t) for
f1=390Hz og f, =440Hz. Var meget omhyggelig med at vaelge et passende
vindue.

For at forklare det specielle udseende af grafen, skal du benytte de logaritmiske formler.

b) Vis ved hjelp af (a) i seetning 2 at der geelder:

sin(2n £, -£) +sin(2n f, 1) = Z'COS(M)Sm(ZR(E;ﬁ).IJ

c) Forsog at forklare grafens udseende ved hjelp af formlen i spergsméil b), idet du
opfattter cosinus-faktoren som en “variabel amplitude”.

d) Om stedtoner gaelder som tidligere navnt, at stedene forekommer med en frekvens
Pd fyoa = > — /i - Kan du fi dette til at stemme med formlen 1 spergsmaél b)? Husk,
at der forekommer 2 sted for hver periode for cosinus-belgen.

Opgave 6
Lige et lille sidespring her: Man kan benytte additionsformlerne til at frembringe form-
ler for sinus eller cosinus til ”’den dobbelte vinkel”. Vis, at der gaelder:

sin(2x) = 2-sin(x)-cos(x)

cos(2x) = 2-cos’(x)—1 = 1-2-sin*(x)

Kan du ogsé bruge additionsformler til at finde formler for sinus og cosinus til den
“halve vinkel”?

Opgave 7
Undertiden er det hensigtsmassigt at kunne skrive en linearkombination af sinus og co-
sinus som en ren sinusfunktion med en faseforskydning o:

A-sin(wt)+ B-cos(wt) = C -sin(wt + @)
At det overhovedet lader sig gore at skrive linearkombinationen pd denne made indses
ved et par snedige tricks. For det forste omskriver vi venstresiden en smule:

(*) VA + B’ (

-sin(wt) +

A B
. — ———cos(ot)
N A + B N A? + B?

Det gode her er, at punktet

St
Ja2+B A4 +B

ligger pd enhedscirklen (Overvej!), og vi derfor kan finde en vinkel ¢ sé:
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(x/A2A+ B AZB+ B’ ] = (cos(e). sin(9)

Derved bliver (*) til v A+ B -(cos(¢)-sin(or) + sin(e)-cos(or)), som ved hjelp af
additionsformlen fra setning 1d) kan omskrives til:

(\/A2 + B ) -sin(wt + @)

Benyt ovenstaende teknik til at omskrive 3-sin(0,7¢)+ 4-cos(0,7¢) til et udtryk pa for-
men C-sin(0,7¢+ ).



