Rentesregning

Taenk i fremsKkrivningsfaktorer!

I dette tilleeg skal vi se, at begrebet fremskrivningsfaktorer er nyttigt til at forstd og lose
forskellige problemstillinger indenfor procent- og rentesregning.

1. Laegge procent til eller traekke procent fra

Hvis man vil leegge 15% til 600, sa kan det geres ved at udregne, hvor meget 15% af 600
er lig med og legge det til det oprindelige belob:

600+ 600-4 = 600+600-0,15 = 600-(1+O,15) = 600-1,15 = 690

100

Vi siger, at 600 er blevet fremskrevet med 1,15, og 1,15 betegnes fremskrivningsfaktoren.
Hvis man vil treekke 15% fra 600, s kan det ske ved at udregne, hvor meget 15% af 600
er lig med og treekke det fra det oprindelige belab:

600—-600--= = 600-600-0,15 = 600-(1—0,15) = 600-0,85 = 510

100

I dette tilfelde er fremskrivningsfaktoren lig med 0,85. Ovenstaende eksempler antyder,
at vi kan angive en generel formel for tilfeeldene, hvor man enten laegger en procent til et
tal eller treekker en procent fra et tal:

Satning 1

Hvis der leegges en rente 7 til en begyndelsesveerdi B, sa fas slutverdien S ved:

(1) S = (+r)-B

Renten er det kommatal, som svarer til den givne procent. Formlen dekker ogsd over
tilfzeldet, hvor man treekker en procent fra et tal, idet man da bare regner r negativ! Fak-
toren 1+7 kaldes fremskrivningsfaktoren og betegnes ogsa undertiden med bogstavet F.

Eksempel 2

Befolkningstallet i en by er vokset fra 345 til 420. Hvor mange procent er befolkningstal-
let vokset med?

Losning: Vi indser, at 345 svarer til begyndelsesvardien, mens 420 svarer til slutveerdien
og at r er ubekendt. Derfor isoleres 7 1 formlen (1):

S =0+r)B & £=1+r & £—1=r
B B
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Indsattes tallene fas, at befolkningstallet er vokset med 21,7%:

r =£ -1 =@ -1=1217-1= 0,217 = 21,7%
B 345

Eksempel 3

En frakke er nedsat med 30% og koster nu 626,50 kr. Hvor meget kostede frakken for
den blev sat pé udsalg?

Losning: Det er oplagt, at det er begyndelsesprisen, som er ubekendt. Derfor isolerer vi B
i formlen (1):
S

S=(0+r)B & — =B
1+7

Da der traekkes 30% fra, er » =-30% =—0,30 fas folgende:

S 626,50 626,50 _

= = = 895
l+r  1+(=0,30) 0,70

sa forprisen var altsa 895 kr.

2. Renteformlen

Det smarte ved at gange med en fremskrivningsfaktor, ndr man ensker at l&gge en procent
til eller traekke en procent fra er, at hvis man skal gere det gentagne gange, sa opnar man
en ganske veasentlig besparelse i1 forhold til den gamle “skolemetode”, hvor man béade
skal gange og legge til. P4 figuren nedenfor har vi en situation, hvor vi skal legge
renterne 7, 1, 1; og 7, til én efter én.

(I+7r)-(1+ry)-(1+7ry)-(1+r,)

(Aer) () (Hr) ()
B > S > G > S > S

1 2 3 4

Vi ser, at slutresultatet S, straks kan udregnes ved at gange med produktet af fremskriv-
ningsfaktorerne: S, =(1+7)-(1+r)-(1+r)-(1+7,)-B.

Hvis vi specielt har, at der legges den samme rente r til et startbeleb pd K|, 1 alt n gange,
sa far vi umiddelbart den sékaldte renteformel, som giver et udtryk for slutbelabet K efter
de n rentetilskrivninger:

n styk

K=(1+r)-(1+7r)-...-(A+r)- K, & K=K,1+r)"
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Seetning 4 (Renteformlen)
Hvis et startbelob K| tilskrives renten r efter hver termin, fas folgende udtryk for
slutbelobet K efter i alt n terminer:

) K = K,-(1+7)"

Eksempel 5

Kurt indsetter 400 kr. pd en bankbog til 5% i arlig rente. Hvor meget er belgbet vokset
til efter 12 ar?

Losning: Vi benytter renteformlen:
K = K,(1+7r)" = 400-(1+0,05)” = 400-1,05” = 718,34

Sa belabet er vokset til 718, 34 kr.

Eksempel 6

Omsatningen i en virksomhed er pa 5 ar vokset fra 67 mill. kr. til 121 mill kr.
a) Hvor mange procent er indtjeningen vokset med i hele perioden?

b) Hvor meget er den gennemsnitlige arlige procentvise vakst i omsatningen?

Losning: a) Her skal vi benytte formel (1). Sammenlign med eksempel 2.

PR M —1=1,806—-1 = 0,806 = 80,6%
B 67 mill.

sa svaret er, at omsatningen er steget med 80,6% 1 hele perioden. b) Denne opgave kan
loses ved brug af renteformlen, idet man kan opfatte det som om at startbelebet pa de 67
mill. kr. star til en fast rente #1 5 ar, og det bliver til 121 mill. kr. Den sogte gennemsnitlige
rente er da netop r. Vi omskriver renteformlen:

K =K,(1+r) < £:(1+r)" & nK =1l+r < nK -l=r
KO KO KO

og indsatter vaerdierne:

poo Koy o 2mill sy C 0125 = 12,5%
K, 67 mill.

sd 1 gennemsnit er omsatningen vokset med 12,5% pr. &r 1 den omtalte periode!

Bemgerkning 7

I opgave 6 observerer man, at man ikke far den gennemsnitlige arlige procentvise vakst
ved at dividere den procentvise vaekst over alle fem &r med 5. Det skyldes, at man i sa
fald ikke ville tage hejde for renters rente!
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Eksempel 8

Befolkningstallet 1 en amerikansk by er de sidste tre ar vokset med 3,5% pr. ar og er nu
oppe pa 800.000. Hvor mange ar vil det tage for befolkningstallet nar 1.000.000, hvis
udviklingen fortsetter?

Losning: Det er oplagt, at vi kan benytte renteformlen, da det er den samme procent, som
tilskrives flere ar efter hinanden. Den ubekendte er her antallet af ar, ». For at lose dette
problem, mé vi ty til logaritmer:

K=K, -(+r) o 2000000 4035y o 1,25-1,035"
800.000
& log(1,25) = log(1,035") Joeh25) o 6 a9-y
log(1,035)

Efter 7 ar vil millionen altsa vere passeret, hvis udviklingen fortsaetter!

3. Fremskrivningsfaktorer i forskellige perioder

Nér man har at gere med renter over forskellige perioder, kan vi ogsé tale om fremskriv-
ningsfaktorer for forskellige perioder. P4 nedenstidende figur tilskrives renten 7 pr.
termin. Renten over n terminer betegnes med 7, .

(1+r,)
(1+r) (1+r) (1+r)
B > 5 > S S—> 8§,

Det giver folgende sammenhang mellem # og r,: 1+r, = (1+#)", sd vi har:

Saetning 9

Sammenhangen mellem fremskrivningsfaktoren F, =1+7 for én termin og den til-
herende fremskrivningsfaktor F, =1+, for n terminer er folgende:

3) F=F' < l+r =(1+r)"

Eksempel 10

Betina keber et TV pa afbetaling. Det oplyses, at den manedlige rente er 2,4%. Hvad
svarer det til 1 arlig rente?
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Losning: Ifelge bemaerkning 6 har vi 1+7, = (1+7)", hvormed
n, = (1+17)? =1 = (1+0,024)” -1 = 1,024 -1 = 0,329 = 32,9%

sa det svarer altsa til en rlig rente pa 32,9%.

4. Gennemsnitlig rente

Det sidste vi skal se pa i denne omgang er gennemsnitlig rente. Hvis renterne i hver termin
har veret henholdsvis 7,r,,...,r,, hvad har den gennemsnitlige rente r pr. termin da
veeret? For at lase dette problem skal vi igen taenke i fremskrivningsfaktorer: Produktet
af de n fremskrivningsfaktorer herende til de gennemsnitlige renter pa » skal vere lig med
produktet af fremskrivningsfaktorerne herende til de n forskellige renter:

(1+r)-(1-:jy)k-...-(1+r) = (1+1)-(1+n1)-...(1+r)
(i

a+n)" = 1+r)-A+r)-...Ad+r)
(i

I+r = g/(+7)-(+n)-...(A+7,)

Saetning 11

Hvis renten 1 forste termin er 7, i n@ste termin er 7,, ..., 1 n’te termin er 7,, sd er den
gennemsnitlige rente 7 pr. termin givet ved formlen

(4) 1+7 = 3f(+n)-A+5)-...A+r)

Eksempel 12

Steen ejer nogle aktier. Hvert r 1 perioden fra 2001 til 2006 er deres vaerdi vokset med
henholdsvis —18%, 8%, 38%, —2% og 14%. Bestem hvor meget aktierne er vokset med i
gennemsnit pr. ar.

Losning: Vi benytter formlen 1 (4):

l+r = g/(1+7)-(+5)-...(1+7,)

= (1 +(=0,18))-(1+0,08)-(1+0,38)-(1+(~0,02)) - (1+0,14)
$/0,82-1,08-1,38-0,98-1,14
1,064

Altsé er den gennemsnitlige arlige verditilvaekst lig med » =1,064-1=0,064 = 6,4%.
O



6 © Erik Vestergaard — www.matematikfysik.dk

Opgaver

Opgave 1
I det folgende skal du

a) Laegge31%til430kr. b) Trakke 56% fra 200 kr.
c) Leaegge 117% til 4300 kr. d) Trakke 0,9% fra 33,457 kg

Opgave 2
Los nedenstédende opgaver.

a) Momsen er i dag 25%. Prisen for en traktor inkl. moms er 345000 kr. Hvad var prisen
uden moms?

b) En befolkning er pd otte &r steget med 13% og er blevet til 56000 personer. Hvor
mange var der for otte ar siden?

¢) I en radioaktiv kilde er strilingen aftaget med 87% og aktiviteten er nu 590000 Bq.
Hvor stor var aktiviteten fra starten, regnet i Bq?

Opgave 3

Et Van Gogh maleri er pa en reekke ar vokset 1 verdi fra 540.000 kr. til 710.000 kr. Hvor
mange procent er dets verdi vokset med?

Opgave 4

Et TV-program havde sidste r et seertal pa 800.000. I ar ses programmet kun af 535.000.
Hvor meget er faldet pa i procent?

Opgave 5

Et belgb pa 600 kr. indsattes pa en konto til 8,5% i arlig rente. Hvor meget bliver belabet
til pa 50 ar?

Opgave 6

For 14 ar siden indsatte Per et belab pa 6000 kr. og han haever nu 21377 kr. Hvor meget
har den arlige rente vaeret?

Opgave 7

Fem ar i treek er tilskuertallet til en klub 1 Superligen faldet med 10% pr. ar, og er nu nede
pa 16000. Hvor stort var tilskuertallet for fem ar siden?
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Opgave 8

En aktie vokser med 12% hvert ar i 4 ar. Startkursen var 780. Hvad er kursen efter de 4
ar?

Opgave 9

Et hus 1 det indre Kebenhavn er pd 7 4r steget 1 vaerdi fra 850.000 kr. til 2.200.000 kr.
Hvor meget er det steget med 1 procent pr. ar? (Antag samme procent hvert ar).

Opgave 10

Hvor lang tid skal et belgb pa 5000 kr. std pa en konto til 4,5% i arlig rente for at det
bliver til 11000 kr.?

Opgave 11
Et beleb pa 3000 kr. bliver til 4355 kr. p&4 6 ar. Hvad har den arlige rente varet?

Opgave 12

1 1999 var der i en lille by 1 alt 2300 indbyggere. I de naste tre ar voksede befolknings-
tallet arligt med 3%.

a) Hvor mange indbyggere var der sd i ar 2002?
b) Hvornér vil indbyggertallet n 4000, hvis man stiller den prognose, at indbyggertallet
fortsetter med at vokse med 3% pr. ar?

Opgave 13

a) Hvad svarer en arlig rente pd 30% til i manedlig rente?
b) Hvad svarer en méanedlig rente pé 3,8% til i arlig rente?

Opgave 14

En bank giver de forste tre ar en rente pd 5,50% pr. ar, de naste 4 &r giver de en rente pa
1,85% pr. ar. Hvad har den gennemsnitlige arlige rente varet 1 syvarsperioden? Angiv
resultatet med 2 decimaler.

Opgave 15

Verdien af et sjeldent maleri vokser pd 10 ar fra 400.000 kr. til 1.000.000 kr.
a) Hvor mange procent er maleriets vaerdi steget pd de 10 &r?
b) Hvad svarer det til i gennemsnitlig arlig procentvis stigning?
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Opgave 16

De forste tre ar voksede verdien af en aktie med henholdsvis 13%, 23% og 34%. Det
naeste ar faldt aktiens veerdi med 17%. Hvor mange procent er aktien vokset med 1 gen-
nemsnit pr. ar?

Opgave 17

Verdien af en sjelden mont vokser pd 11 ar med 78%. Hvad er den gennemsnitlige arlige
procentvise verditilvaekst? Hjeelp: Bestem forst fremskrivningsfaktoren for alle 11 ar.
Hvad er fremskrivningsfaktoren svarende til 1 ar?

Opgave 18 (svar)

For tre dr siden udtalte direktoren i et firma, at firmaet som malsetning havde at gge sin
vaerdi med i gennemsnit 10% pr. ar i en femarig periode. De forste 3 ar har firmaet kun
oget sin verdi med 4,5% pr. &r. Hvor meget skal firmaet i gennemsnit ege sin vaerdi med
de sidste to ar, for at na sit mal? Hjeelp: Benyt s@tning 11 og opstil en ligning!

Opgave 19

En vare pd udsalg er nedsat med en bestemt procent. Hvad er mest fordelagtigt for
kaberen, hvis han kunne bestemme: At momsen forst laegges til og rabatten derefter trek-
kes fra eller omvendt?
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Losninger
Opgave 1: a) 563 kr.
b) 88 kr.
c) 9331 kr.
d) 33,156 kg
Opgave 2: a) 276000 kr.

Opgave 3:
Opgave 4:
Opgave 5:
Opgave 6:
Opgave 7:
Opgave 8:
Opgave 9:

Opgave 10:
Opgave 11:
Opgave 12:

Opgave 13:

Opgave 14:
Opgave 15:

Opgave 16:
Opgave 17:
Opgave 18:

b) 49558 personer
c) 4538462 Bq
31,5%

33,1%

35452 kr.

9,5%

27096 tilskuere
kurs 1227
14,6%

18 ar

6,4%

a) 2513 indbyggere
b) iar2018

a) 2,21%

b) 56,4%
3,40%

a) 150%

b) 9,6%
11,5%

5,4%

18,8%



