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Forord

Denne note er beregnet til at dekke den del om normalfordelingen, som mangler i forhold
til matematik A STX i 2017-reformen, set i forhold til min e-bog Sandsynlighedsregning
og statistik, B-niveau STX (se [1]). Vi forudsetter, at laeseren allerede har stiftet bekendst-
skab med den indledende sandsynlighedsregning, begrebet stokastisk variabel og specielt
arbejdet med binomialfordelingen.
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1. Kontinuert stokastisk variabel

En binomialfordelt stokastisk variabel X med antalsparameter » kan som bekendt antage
veerdierne 0,1,...,n — altsd endeligt mange forskellige vaerdier. En stokastisk variabel,
som kun kan antage endeligt mange eller eventuelt telleligt mange forskellige vardier
kaldes for en diskret stokastisk variabel. I denne note skal vi betragte en stokastisk varia-
bel, som kan antage alle vardier i R, altsd mangden af reelle tal. Der er tale om den
sakaldte normalfordelte stokastisk variabel, som er et eksempel pa en kontinuert stokas-
tisk variabel. Det viser sig, at kontinuerte stokastiske variable skal behandles noget ander-
ledes end de diskrete. Sarligt bestemmes sandsynligheden for en haendelse forskelligt.

Definition 1

Lad X vere en funktion fra et udfaldsrum U ind 1 mangden af reelle tal. Funktionen
X siges da at vaere en kontinuert stokastisk variabel, hvis der findes en ikke-negativ,
integrabel funktion f) (x) med egenskaben

b
(1) P(a<X<b) = ij(x)dx

for alle reelle tal @ og b med a < b, eventuelt ogsd +oo. Funktionen f,(x) kaldes
teethedsfunktionen eller frekvensfunktionen for X. Pa engelsk betegnes den probability
density function, ofte forkortet pdf. Ligesom i det diskrete tilfeelde er der en tilhgrende
fordelingsfunktion F(x), som pa engelsk betegnes cumulative distribution function
(ofte forkortet cdf’), og den er defineret ved:

) Fy(0)=P(X<x0)= [ fy(2)dz

Her repraesenterer {a <X< b} , som er en forkortelse for {u € U| a<Xu)< b} , en heen-
delse, nemlig mangden af de udfald fra udfaldsrummet U, som ved X afbildes i intervallet
[a,b]. Ifolge definitionen er kravet til X altsa, at der findes en fast tethedsfunktion, si
sandsynligheden P(a < X <b) for den pageldende heendelse kan bestemmes som arealet
under tethedsfunktionen fra a til b.

Udfaldsrum U

Haendelse: {a < X<b} Areal = sandsynlighed for haendelse, dvs. P(a < X < b)
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I det folgende angives en reekke egenskaber for en kontinuert stokastisk variabel.

Saetning 2
For en kontinuert stokastisk variabel X med tethedsfunktion f, galder folgende:

(3) [ fr(@dz=1

Bevis: Folger direkte af (1) samt at P(U) =1.

Satning 3

Nedenstdende egenskaber gaelder for fordelingsfunktionen for en kontinuert stokas-
tisk variabel X.

a) P(a<X<b)=Fy(b)—Fy(a)

b) 0<F,(x)<I forallexeR

c) F, eren voksende funktion.

d) Hvis fy erkontinuerti x, gelder: F. i (xp) = [y (xp) -

Bevis: a), b) og c) felger umiddelbart af (1), (2) og (3). Hvad angér d), sa felger den af
integralregningens fundamentalsetning.

Bemeerkninger 4

Det skal bemerkes, at punktsandsynligheder af formen p(X =a) ikke er tilladte i for-
bindelse med kontinuerte stokastiske variable. Havde man tilladt det, skulle sandsynlig-
heden ifelge (1) have vaeret 0, da a = b og integralet derfor giver 0. Men det er 1 princip-
pet muligt, at X kan antage veerdien a, selv om sandsynligheden for det er "uendeligt lille".
Man ser desuden, at det er ligegyldigt, om man bruger < eller < i beregningen af sand-
synligheder (a <b):

4) P(a<X<b) = PlasX<b) = Pla<X<bh) = Pla<X<b)

Man kan ogsa tale om middelverdi, varians og spredning for en kontinuert fordelt sto-
kastisk variabel. I tilfaeldet med en diskret stokastisk variabel som for eksempel i [1] side
30 er storrelserne defineret ved hjelp af summer. Nar der er tale om kontinuerte stokas-
tiske variable er summerne udskiftet med integraler, som vist i definition 5 pa naeste side.
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Definition 5

Lad X vere en kontinuert stokastisk variabel. Da er middelverdien, ogsa kaldet den
forventede veerdi af X defineret ved

(oo}

5) n=EX) = [x f@dv

—00

og variansen og spredningen er defineret ved henholdsvis
(6) Var(X) = [ (x=p)° - fy(x)dx

(7) o(X) = Var(X)

forudsat at integralerne giver mening.

2. Normalfordelingen

Normalfordelingen er en kontinuert fordeling. Den har to parametre, nemlig p og G, som
vi senere skal se er henholdsvis middelveardi og spredning for fordelingen (se s&tning 6
og appendiks A). Med notationen X ~ N(u,c) vil vi mene, at X er en normalfordelt sto-
kastisk variabel med parametre 1 og o. Dens tethedsfunktion ser siledes ud:

®) foo(@) = 3— M)

o227

Nedenfor er grafen for teethedsfunktionen afbildet for tre forskellige vardier af ¢, mens
=0 1alle tre tilfzlde.

Graferne for tre teethedsfunktioner for normalfordelingen (alle u = 0)

! A

0.8
0.6
04

0.2
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Det er ikke sa interessant at variere p, for det bevirker blot en parallelforskydning af
grafen med p 1 x-aksens retning, hvilket ses direkte af forskriften (8). Forskriften afslorer
desuden, at grafen er symmetrisk omkring den lodrette linje x = . Det er ikke underligt,
at grafen for tethedsfunktionen for en normalfordeling ofte kaldes for en klokkekurve.
Parameteren o styrer, hvor bred klokkekurven er.

Ifolge definition 1 side 5 far vi fordelingsfunktionen F|, ;(x) ved at integrere tetheds-
funktionen fra —oo til x:

X X _L.ﬂz
9) Fo@) = P(X<x) = [ f,,(2)dz = jéﬂ.e 4 cjdz

Resultatet kan ikke udtrykkes ved hjalp af de seedvanlige matematiske funktioner, s man
ma ty til numerisk beregning af integralet for hver vaerdi af x. De fleste CAS-verktojer
har dog indbygget varktajer til at hdndtere bade tethedsfunktionen og fordelingsfunktio-
nen for en normalfordelt stokastisk variabel. Setning 3d) giver os straks, at hvis man
differentierer fordelingsfunktionen, s fas teethedsfunktionen:

(10) Fio(xX) = fi(x)

Det er egentligt bare en anvendelse af integralregningens fundamentalsatning pa (9). De
tre taethedsfunktioner pa figuren pé forrige side har fordelingsfunktioner, hvis grafer er
S-formede. De ser sdledes ud:

Graferne for tre fordelingsfunktioner for normalfordelingen (alle u = 0)

1

0.8

0.6

04

0.2

v

Der er én af normalfordelingerne, som har en s@rstatus, nemlig den med p=0 og o =1.
Den har faet navnet standardnormalfordelingen, og dens fordelingsfunktion far sit eget
specielle symbol, nemlig @ :

(11) O(x) = Fy,(x) = ﬁ [eta
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Som s&tning 6 herunder viser, sd er der en sn@ver sammenhang mellem en normalfor-
deling med generelle parametre 1 og 6 og sé standardnormalfordelingen. I tidligere tider
var det meget vigtigt, for s behevede man kun én tabel med de kumulerede sandsynlig-
heder for standardnormalfordelingen. Sammenh@ngen er dog stadig vasentlig, bade af
teoretiske grunde og til opgaver.

Szetning 6

X—p
(¢)

Lad X og Z vaere stokastiske variablemed X =c-Z+pu, dvs. Z = . Da geelder:

a) Z~N(0,]) < X ~N(uo0)

b) Hvis X ~ N(u,0) gelder: P(X <x) = CD(X_“J
c

c) Parametrene p og ¢ i en normalfordeling angiver henholdsvis middelverdi og
spredning for fordelingen.

Bevis:

a) Ladosvise,at Z~ N(0,1) = X ~ N(u,05). Den anden vej foregar analogt.

P(X<x,) = P(c-Z+p<x,) = P(sto—_“j
(12)

o (XWH)/Ge*%'ZZdz R -Te_é{x;jzdx

- [o )

hvor vi i tredje lighedstegn har benyttet antagelsen om at Z er standardnormalfordelt.
For at fa det fjerde og sidste lighedstegn har vi benyttet integration ved substitution:
x=06-z+u< z=(x—p)/c, hvoraf dz=1/c-dx. Substitutionen giver desuden de
nye x-granser —o ogXx,. Sidstnevnte integral i (12) viser netop, at X er en normal-
fordelt stokastisk variabel med parametre p og G.

b) Fas blot ved at gentage de forste dele af (12), blot med x 1 stedet for x,,.

(13)  P(X<x) = P(c-Z+p<x) = P(zsx_“j - @(x_“j
(¢} (¢}

c) Ilappendiks A kan ses et bevis for pastanden om middelvardien. Et bevis for, at ¢ er
spredningen for den stokastiske variabel X, undlader vi.

Spredningen o kaldes ogsa for standardafvigelsen. Man kan stille sig selv det spergsmaél,
hvad sandsynligheden er for, at en normalfordelt stokastisk variabel X hejst ligger hen-
holdsvis én eller to standardafvigelser fra middelverdien. I det folgende bruger vi bade
setning 3a) og s@tning 6b):
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P(u—-o<X<p+o) = P(XLpu+o)-P(X <p-o)

- oftegt)-o{ )

(14) = Oo(1)-2(-D
= 0,841345-0,158655
= 0,682690
P(un-2c<X<pu+20) = P(X<u+20)-P(X £p-20)
_ q)(u+2cs—uj_®(u—26—u]
c c
(15) = O12)-D(-2)
= 0,97725-0,02275
= 0,95450

Man bruger selvfolgelig sit CAS-varktej til at bestemme veardierne for fordelingsfunk-
tionen for standardnormalfordelingen. Vi konkluderer, at sandsynligheden for, at X er
hojst én standardafvigelse fra middelvaerdien, er 68,3%, mens sandsynligheden for at X
er hgjst to standardafvigelser fra p er 95,4%. Svarene pa spergsmélene er dbenlyst uaf-
hangige af hvilken normalfordeling, der er tale om. Det kan altsd undertiden vaere for-
nuftigt at regne i enheder af standardafvigelsen o fra middelverdien p.

1 spredning 2 spredninger
3 A
68,3% 195,4%
u—G QU p+o p—2c u u+2c
X 10

1.0
0.8413

0.9772

0.5 0.5

0.1587

0.0228

p—2c u u+2c
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Verdier x af X, som ligger indenfor maksimalt 2 standardafvigelser (spredninger) fra
middelvardien p kaldes normale. Vi ser, at sandsynligheden for et normalt udfald er lig
med P(u—20< X <u+20)=95,4%. Sandsynligheden for at i en vardi, som hgjst er
3 spredninger fra middelverdien, kan vi udregne péa lignende vis:

P(u-3c<X<p+30) = P(X £p+30)-P(X £pu-30)

_ ®(u+30—uj_®(u—3c—uj
c c

(16) = ©3)-(-3)
= 0,99865-0,00135
= 0,99730

Verdier af X, som ligger mere end 3 spredninger fra middelveerdien kaldes exceptionelle
og sandsynligheden for en sadant er 1-0,99730 =0,00270=0,27% .

Eksempel 7

En producent af miisli selger pakker med pa-
trykt 1000 g. Maskinerne, der pafylder indhol-
det, er imidlertid ikke helt nejagtige. Netto-
vaegten af miisli kan beskrives ved en normal-
fordelt stokastisk variabel X med middelverdi
n=1000g og spredning c=12g.

a) Angiv vaegtintervallet for de normale ud-
fald for nettoveegten af miislipakker.

b) Hvad kan man sige om nettovegten for de
exceptionelle udfald.

¢) Bestem sandsynligheden for, at indholdet
af miisli i en pakke ligger et sted mellem
988 gram og 1012 gram.

Losning: Vi kan besvare opgaven uden hjelp fra et CAS-verktoj:
a) Veagtintervallet for de normale udfald er felgende, underforstaet i gram:

[u—2-0,u+2-6] = [1000-2-12,1000+2-12] = [976, 1024]

b) Vi leder her efter udfald, som er mere end 3 spredninger fra middelverdien:
p—3-c = 1000-3-12 = 964 og pn+3-c = 1000+3-12 = 1036

Exceptionelle udfald er altsd karakteriseret ved, at nettovegten er under 964 gram
eller over 1036 gram.

c) Vi ser, at greenserne netop er 1 spredning fra middelvaerdien. Ifelge (14) fas derfor
en sandsynlighed pé 68,3%.
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Eksempel 8

P& figuren nedenfor er afbildet grafen for fordelingsfunktionen for en normalfordelt sto-
kastisk variabel X.

a) Bestem middelverdien og spredningen for X.
b) Bestem grafisk sandsynlighederne P(X <5,5), P(X >8,75) samt P(5,5< X £6,5).

08
Fy(x)
06

04

0.2

Losning: Igen kan opgaven loses uden brug af CAS-vearkte;.

a) P4 grund af symmetrien af klokkekurven omkring middelvaerdien p er F, (u)=0,5,
sa vi far middelvaerdien til 6,5 ved at aflaese ud for 0,5 pé 2. aksen (bla linje). Ifolge
(14) eller figurerne nederst side 10 har vi:

F.(n+o)=P(X <pn+0)=0,841345.
Derfor afleser vi ud for 0,841 pé 2.aksen (gren linje), hvilket giver u+ o =8, hvor-

ved spredningen fas til c=(u+0)-pn=8-6,5=1,5.

A
0.933 <

0.841 >
0.8

0.6

0.5 >

04

0.252 < \ \
0.2

2

b) P(X<55) = Fy(55) = 0,252
P(X >8,75) = 1-P(X <8,75) = 1-F,(8,75) = 1-0,933 = 0,067

hvor vi har benyttet afleesningerne markeret med sorte linjer.
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P(5,5< X <6,5) = P(X<6,5)—P(X <5.5)
Fy(6,5)—Fy(5,5)
0,5-0,252

= 0,248

Eksempel 9
En stokastisk variabel X er normalfordelt X ~ N(20,3).

a) Bestem intervallet for de normale udfald.
b) Bestem P(X <17).
¢) Opskriv det integral, som bestemmer sandsynligheden P(X <15).

Losning: Igen kan opgaven loses uden det store regnevarkte;.

a) Vihar p=20 og o=3. Intervallet for de normale udfald er dem, som holder sig
indenfor 2 spredninger til hver side af middelvardien:

[M—Z'G, u+2-6] = [20—2'3, 20+2-3] = [14, 26]

b) Viser, at 17 svarer til p—o . Derfor fas ifolge (14) eller figurerne nederst side 10:
P(X <17) = 0,1587

c) Ifelge (9) haves:

15 1 15 _%.(2‘20]2
P(X <15) = _J;szos(z)dz = 3.\/5._[06 3 ) gz

hvorved det enskede integral er opstillet.

I det folgende skal vi se pa eksempler pa forskellige opgavetyper i forbindelse med nor-
malfordelinger, hvor et CAS-varktej er nedvendigt.

Eksempel 10 (Tathedsfunktion og fordelingsfunktion)

En stokastisk variabel X oplyses at veere normalfordelt med middelvardi 30 og spredning
4. Bestem P(X <33).

Losning: Der er to mader at lose denne opgave pd. Enten kan man bestemme sandsynlig-
heden som arealet under grafen for tethedsfunktionen fra —co til 33, eller ogsd kan man
blot bestemme fordelingsfunktionens vardi i 33. Vil vi bruge taethedsfunktionen, fas ifel-
ge (9) folgende for p=30 og 6 =4:

33 Z{z—3ojz
P(X <33) = j froa(2)dz = : j e V4 dz =0,7734

2 421 7



14 © Erik Vestergaard — www.matematikfysik.dk

men man kan ogsa undga at skulle satte ind i udtrykket for tethedsfunktionen efter 2.
lighedstegn, for de fleste CAS-veerktej har en indbygget teethedsfunktionen f, ,(x) for
den generelle normalfordeling. P4 tilsvarende vis har de fleste CAS-verktojer indbygget
fordelingsfunktionen £, ;(x) for den generelle normalfordeling. S& her skal man bare
indsatte 33 pa x's plads:

P(X <33) = F,(33) = 0,7734

Har man derimod kun en tabel med vardier for fordelingsfunktionen for standardnormal-
fordelingen, sa kan man gere brug af s@tning 6b). Det vil vi dog ikke vise her. Rent gra-
fisk kan situationen med de to lgsninger afbildes saledes:

Teethedsfunktion Fordelingsfunktion

0.8 <
0.12 -

0.6
0.08
04 A

0.04
0.2

Eksempel 11 (IQ-skala)

Skalaen for intelligenskvotienter er saledes byg-
get op, at menneskehedens [Q-verdier fordeler sig
som en normalfordeling med middelvardi 100 og
spredning 15.

a) Hvor stor en del af populationen har en intel-
ligenskvotient pd under 80?

b) Hvor stor en andel af populationen har en in-
telligenskvotient mellem 110 og 120?

c) En betingelse for at blive optaget i organisa-
tionen Mensa er, at man herer til de 2% mest

intelligente personer. Hvor hgj en score skal
man have for at blive optaget?

Losning:
a) Vi benytter et CAS-varktej til at udregne vardier for fordelingsfunktionen:
P(X <80) = Fjy,5(80) = 0,0912

s& omkring 9,1% af populationen har en IQ pé under 80. NB! Husk at det for konti-
nuerte fordelinger er ligegyldigt, om man sperger om "mindre end" eller "mindre end
eller lig med".
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b) Vi benytter satning 3a):

P(I10< X <120) = Fjp,5(120)— Fg9,5(110) = 0,1613

s& omkring 16,1% af populationen har en 1Q pa mellem 110 og 120.

c) Vi skal bestemme x saledes, at P(X >x)=0,02. Heraf fér vi, at vaerdien af forde-
lingsfunktionen i x er lig med 0,98:

Fo 5(x) = P(X<x) = 1-P(X >x) =1-0,02 = 098 < x=F,5(0,98)

Vi skal altsd bestemme 0,98-fraktilen i vores normalfordeling. Det kan enten loses

som en ligning med fordelingsfunktionen, eller ved hjelp af en invers fordelings-
funktion, som de fleste CAS-verktojer ogsa har. Her giver svaret:

x = F5(0,98) = 130,81

Man skal altsd have en intelligenskvotient pd 131 for at blive optaget i Mensa.

>

0.98

0.8

06

04

0.2

Fordelingsfunktion for IQ

100 130.8

Eksempel 12 (Variation i produktionen)

En maskine pa en fabrik skal
fremstille cylindre med en dia-
meter pa 20 mm. Imidlertid fal-
der resultatet ikke altid helt nej-
agtigt ud. Det viser sig, at dia-
metrene er normalfordelte med
middelvaerdi 20 mm og med en
spredning pd 0,10 mm. Fabri-
kanten kan acceptere en afvi-
gelse pd maksimalt 0,18 mm fra
det onskede.

a) Hvor stor en del af cylindrene ma kasseres?

> 1Q

»
200

En ingenier mener at kunne forbedre maskinen, sa den bliver mere ngjagtig og det kun er
nedvendigt at kassere 2% af cylindrene.
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b) Hvor meget skal spredningen reduceres til, hvis mélet skal nds?

Losning:

a) Vi skal altsd finde sandsynligheden for at diameteren enten er over 20,18 mm eller
under 19,82 mm. Igen bruger vi tricket med den modsatte haendelse til X > 20,18.

P(X <19,82)+ P(X >20,18) = P(X <19,82)+1—-P(X <£20,18)
- 20,0.10(19,82)+1—F20,0.10(20,18)

0,0359+1-0,9641

= 0,0719

Vi ser, at 7,2% af cylindrene ma kasseres.

b) Vi skal bestemme G, s& P(X <19,82)+ P(X >20,18) =0,02. Da normalfordelingen
er symmetrisk, har vi P(X <19,82)=0,01. Igen udregner vi fraktiler ud, ligesom i
eksempel 11. Man maé lese en ligning med hensyn til den ubekendte c.

P(X<19.82)=0,01 < £, (1982)=0,01 < oc=0,0774

Man skal altsd reducere spredningen i produktionen fra 0,10 til 0,077, for at der kun
skal kasseres 2% af cylindrene.

Bemarkning! Hvis man ikke har et veerktej, der kan lase ligninger med fraktiler, s&
kan man alternativt udnytte s@tning 6b) samt ga omvendt ind i en tabel, som inde-
holder verdier for fordelingsfunktionen for standardnormalfordelingen @ . Det sva-
rer til at lose folgende ligning, idet 1 =20 og x =19,82:

@(19,82—20}20,01 - 19=82_20=®—1(0,01)=_2,3263 < 0=0,0774
G o

O

Eksempel 13

Om en normalfordelt stokastisk variabel X geelder P(X <6)=0,46 og P(X <9)=0,88.
Bestem middelveardi og spredning for X.

Losning: Hvis man forseger at lose to ligninger med de to ubekendte p og o, direkte via
fordelingsfunktionerne i et CAS-varktgj, kan man nemt rende ind i problemer. Her kom-
mer s@tning 6b) derimod til sin ret. Med den kan man nemlig simplificere ligningerne.

P(X <6)=0,67 < @(6_—“} 067 o SZE _o0.67) o ST* 2 0100434
(e) (e) (¢}

P(X<9)=0,88 < @(ﬂjzo,ss o 2TH_p1(0,88) < 2—H _1,1749868
(¢) (e) (e)

hvor @' er den inverse funktion til fordelingsfunktionen for standardnormalfordelingen.
Loses de to ligninger med to ubekendte i et CAS-vaerktej fis u=6,24 og 6 =2,35.
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Bemeerkning 14

Der er en lang reekke eksempler fra det virkelige liv, hvor man har erfaringer for at data
tilnermelsesvist er normalfordelte. Nar man producerer komponenter i industrien (jf.
eksempel 12), sé falder komponenterne ikke altid ens ud, selv om det er intentionen. De
kan maske have lidt forskellig vaegt eller lidt forskellig lengde. Nér flere smé tilfeldige
og indbyrdes uathangige effekter er til stede i en produktionsproces, s& har man praktisk
erfaring for, at produkterne tilnermelsesvist folger en normalfordeling pé et eller flere
punkter. Dette er ogsd underbygget teoretisk gennem den sékaldte centrale greenseveerdi-
scetning (The Central Limit Theorem) — en dyb satning, der star som en hjernesten i sand-
synlighedsregningen. Desverre alt for kompliceret til at blive behandlet nermere her.

Historie

Som sa mange andre at matematikkens teorier kom normalfordelingen til verden ad kring-
lede veje. Normalfordelingen blev, som vi skal se, dels set som en approksimation til
binomialfordelingen, dels blev den betragtet som en fejlkurve, som kan beskrive forde-
lingen af fejl ved malinger af en fysisk sterrelse. I dag er normalfordelingen den mest
benyttede af alle de fordelinger, der findes indenfor sandsynlighedsregningen og statistik-
ken. Det var oprindeligt dog pa ingen méde selvindlysende, at denne fordeling skulle fa
den sarstatus, som den har faet. En del af dens succes skyldes da ogsé, at fordelingen
med stor tilnermelse kan benyttes til at beskrive eller forudsige s& mange forhold fra den
virkelige verden. Adskillige af de allerdygtigste matematikere var involveret i udviklinen
af normalfordelingen, herunder Abraham De Moivre (1667-1754), Jacob Bernouilli
(1654-1705), Pierre-Simon Laplace (1749-1823) og Carl Friedrich Gauss (1777-1855).

Aty

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) Pierre-Simon Laplace (1749-1827)
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3. Normalfordelt data

I dette afsnit skal vi se, hvordan man kan vurdere, om et sat data er normalfordelt eller
ej. Forst ser vi pa tilfeldet med grupperet data, derefter tilfeeldet med rddata. Vi tager
udgangspunkt i eksempler.

Eksempel 15 (Grupperet data)

En appelsinavler 1 Spanien ensker at undersege, om appelsinernes vagt er normalfordelt.
Derfor udtrakker en assistent pé tilfeeldig vis en stikprove pa 120 appelsiner. Avleren
modtager data grupperet i vegtintervaller pa 5 gram, som tabellen nedenfor viser. Fre-
kvenserne og de kumulerede frekvenser er udregnet. Den sidste kolonne kommer vi ind
pa lidt senere. Intervallerne er underforstaet at vaere 1 enheden gram.

Intervaller | Hyppighed | Frekvensf | Kumuleret frekvens p O (p)
1125, 130] 1 0,00833 0,00833 -2,3940
1130, 135] 2 0,01667 0,02500 -1,9600
1135, 140] 2 0,01667 0,04167 -1,7317
1140, 145] 8 0,06667 0,10833 -1,2354
1145, 150] 12 0,10000 0,20833 -0,8122
1150, 155] 17 0,14167 0,35000 -0,3853
1155, 160] 26 0,21667 0,56667 0,1679
1160, 165] 17 0,14167 0,70833 0,5485
1165, 170] 15 0,12500 0,83333 0,9674
1170, 175] 10 0,08333 0,91667 1,3830
1175, 180] 5 0,04167 0,95833 1,7317
1180, 185] 2 0,01667 0,97500 1,9600
1185, 190] 3 0,02500 1,00000

120
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Ifolge den deskriptive statistik kan middelveerdien udregnes som vist her:

W=m-fi+my-fr+...+m, f, =
= 127,5-0,00833+132,5-0,01667 +...+187,5-0,02500
159,000

og spredningen udregnes sdledes:

G =\ (m =) fy+(my =) f +ot (m, — ) - f,
= | (127,5-159)>-0,00833 + (132,5-159)-0,01667 + ...+ (187,5—159)? - 0,02500
= 11,630

hvor m; er midtpunktet af det i'te observationsinterval og f; er den i'te frekvens. En
mulighed er at sammenligne histogrammet herende til data i tabellen med grafen for taet-
hedsfunktionen for normalfordelingen med parametre p =159 og c=11,630.

Figur 1 N Veegtfordeling af appelsiner
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0.01
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Det ser fornuftigt ud i dette tilfaelde, men i andre kan det vere svart at vurdere, om klok-
kekurven tilnermer histogrammet tilstreekkeligt praecist. Man kunne ogsa plotte sumkur-
ven herende til tabellens data med grafen for normalfordelingens fordelingsfunktion. Vi
vil ikke gore det her. Det er lidt bedre, men allerbedst er det at "rette sumkurven og den
S-formede graf for fordelingsfunktionen ud", s man kommer til at afgere, om noget lig-
ger teet pa en ret linje eller ej. Ifolge satning 6b) gaelder der nemlig, at

Fo(x) = cp(x_“j
O

hvor @ er fordelingsfunktionen for standardnormalfordelingen. Tager vi den inverse til
den funktion pa begge sider, far vi:

(17) ! (Fo) = 2H = é-x-ﬁ
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S4 tager vi den inverse funktion til standardnormalfordelingen til alle de kumulerede fre-
kvenser — det der er gjort i sidste kolonne i tabellen pa forrige side — og plotter dem op
imod de hgjre endepunkter af observationsintervallerne, si skal punkterne altsa ligge pa
en ret linje, hvis data er normalfordelt! Dette er gjort pd figur 2 herunder, hvor linjen med
ligningen y =1/c-x—p/c ogsa er tilfejet. Vi ser, at punkterne ligger teet og peent fordelt
omkring linjen. Det betyder, at vi godtager, at appelsinerne er normalfordelte.

Figur 2 A Normalfordelingsplot
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Operationerne kan gennemfores i de fleste CAS-varktoj eller for eksempel 1 regnearks-
programmet Excel.

Eksempel 16 (Réddata)

Lad os sige, at appelsinavleren ikke blot har de grupperede data til radighed, men endda
rddata 1 form af samtlige 120 appelsinvagte, som vist herunder i gram med 1 decimals
ngjagtighed.

148.3, 153.6, 157.1, 167.3, 152.4, 170.0, 149.9, 171.9, 147.7, 170.2, 148.1, 146.8, 164.9, 166.0, 155.9,
159.0, 162.4, 141.6, 150.0, 169.7, 159.6, 153.0, 168.8, 150.8, 147.8, 163.2, 152.4, 148.7, 166.9, 156.6,
127.8, 180.2, 177.2, 165.0, 170.6, 159.0, 157.0, 161.5, 167.9, 153.7, 158.1, 140.7, 179.5, 164.9, 164.9,
159.0, 157.2, 155.8, 163.0, 167.6, 169.3, 163.1, 166.1, 170.3, 156.7, 185.6, 149.9, 186.8, 158.6, 184.4,
133.4, 167.1, 164.4, 161.8, 172.5, 159.6, 166.9, 153.3, 170.7, 189.6, 179.1, 173.4, 152.0, 158.5, 156.1,
151.3, 163.0, 151.2, 163.9, 161.6, 150.5, 143.2, 151.0, 140.9, 156.5, 166.2, 158.5, 162.9, 147.6, 164.1,
170.2, 159.0, 153.7, 134.0, 137.3, 155.1, 149.4, 153.9, 144.0, 146.5, 141.9, 142.9, 158.7, 137.2, 168.6,
152.0, 153.7, 162.8, 169.1, 158.0, 170.7, 157.3, 142.5, 159.4, 172.4, 152.8, 178.5, 158.2, 175.2, 157.3.

For at gere noget lignende som 1 eksempel 12, skal vi altsé have fat i fordelingsfunktionen
for de ugrupperede data — ogsa kaldet den empiriske fordelingsfunktion. Dens graf er en
trappefunktion. Det gor situationen anderledes i1 forhold til det grupperede tilfelde. Der
kommer noget valgfrihed ind. Det viser sig fornuftigt her at lave et sakaldt QQ-plot, som
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undertiden ogsa betegnes et fraktil-fraktil-plot eller probit-plot pa dansk. Vi skal ikke gé
1 detaljer med sagen her, blot n®vne, at de fleste CAS-varktoj har en facilitet eller kom-
mando, som kan udfere det, nar der fodres med en liste af malinger. Igen handler det om
at vurdere, om et s@t af punkter (ét punkt for hver méling) ligger tilstreekkeligt teet om-
kring en linje.

QQ-plot
p=159.21 o =11.609

Figur 3 4

»

-3 » Veegt(g)
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Det skal lige nevnes, at man som estimater for p og ¢ bruger henholdsvis den empiriske
middelveerdi x og stikprovespredningen s, givet ved

- 1 1 < —2
18 X=—>x, §s=|—)(x-X
(18) DR Jn_l > (5 -7)

CAS-varktajet vil som regel ogsa angive vaerdierne for disse. Punkterne ligger teet om-

kring linjen 1 figur 3, sa rédata tyder snildt pa, at appelsinernes vagt er normalfordelt.
Den interesserede leser kan se flere detaljer om QQ-plots i Appendiks B.

Eksempel 17 (Normalfordelte ungjagtigheder 1 produktionen)

Det er tidligere omtalt, at komponenter i produktionen ofte har unejagtigheder, og at fej-
lene ofte er normalfordelte. I dette tilfaelde er der tale om et firma, som producerer lodder
til undervisningsbrug. Hensigten er at producere lodder med vagten 100 gram. I en kon-
trol bliver der udtrukket en stikprave pd 200 lodder med henblik pa at undersoge varia-
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tionen i loddernes vegt og om de er normalfordelte. En Excel fil med de 200 verdier for
loddernes vagte sendes til en statistiker, som importerer data 1 sit CAS-verktoj.

Lodveegt (g) 99.824 | 100.006 g g 100.094 | 99.695 99.927

Dele af data fra filen eks17_lodvaegte.xIsx

Heri laver personen et QQ-plot af lodvegtene, som giver resultatet herunder. Da punk-
terne ligger meget pant pa linje, godtager vi, at loddernes vegte er normalfordelte. De-
suden far vi oplyst, at den empiriske middelvaerdi er 100,009 gram og at stikprevespred-
ningen er 0,224 gram.

QQ-plot
4 p =100.009 o = 0.224

v

99 99.5 100 100.5 101
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4. Normalfordelingens forbindelse til binomialfordelingen

Binomialfordelingen er som bekendt en diskret fordeling, fordi en binomialfordelt sto-
kastisk variabel kun kan antage endeligt mange verdier, nemlig 0, 1, ... , n. Det er maske
derfor overraskende, at den kan tilnermes med normalfordelingen, som jo er en kontinu-
ert fordeling. Som et eksempel kan vi se pa en binomialfordelt stokastisk variabel X med
antalsparameter n = 20 og basissandsynlighed p =0, 6 . P4 figuren pa neste side er sand-
synlighedsfordelingen for X afbildet, sa sejlerne har centrum i de vardier, de herer til.
Fra teorien om binomialfordelingen ved vi, at der for en binomialfordelt stokastisk varia-
bel X geelder, at middelverdien er givet ved E(X)=n-p=20-0,6=12 og variansen er
givet ved Var(X)=n-p-(1-p)=4,8. P4 nevnte figur er desuden indtegnet tetheds-
funktionen for normalfordelingen med de samme verdier for middelverdi og varians,
altsd henholdsvis 12 og 4,8. Vi ser, at approksimationen er overraskende god!

Binomialfordelingen approksimeret med en normalfordeling

024

Vam

)Y
71N
/

0.1

0.05

0 >
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Som en tommefingeregel kan man sige, at hvis n>9- p/(1- p) og n>9-(1- p)/p,sder
normalfordelingen en rimelig god approksimation til binomialfordelingen. Hvorfra disse
postulater kommer, er en laengere historie, som vi absolut ikke skal ga i detaljer med her.
Kort fortalt skal det dog navnes, at den geniale matematiker Abraham de Moivre (1667-
1754) sagte en made at simplificere udregningerne af binomialsandsynligheder pa — husk
pa, at alt matte regnes i handen dengang! Pa den tid var normalfordelingen endnu ikke
opdaget, men de resultater de Moivre kom frem til, kan tolkes pa den méde, at han tilnzer-
mede binomialfordelingen med en normalfordeling. Han kan samtidigt siges at vaere den
person, som gav den forste formulering af den centrale grensevardis@tning omtalt i
bemerkning 14. Du kan se en figur fra bogen af Abraham de Moivre pa neste side.
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Zhe DocTrRINE of CHANCES, 2435

COROLLARY I.
This being admitted, T conclude, that if 7 or izn be a Quantity

infinitely great, then the Logarithm of the Ratio, which a Term

diftant from the middle by the Interval /, hasto the middle Term, is
21!

COROLLARY 2.

The Number, which anfwers to the Hyperbolic Logarithm

—-z;,i, being
2l i 8/ 6/ ne 64/t

1= +':m: —'W-‘— 2'4..4 Bl ?:o,,s + 7:\3’.5 # &ec.
it follows, that the Sum of the Terms intercepted between the
Middle, and that whofe diftance from it is denoted by /, will be

2 . 2/3 445 8/7 165 321t
Vnc into / — 1%3# + 2xgun S bxyu3 + 24 xQut _IZOXIInS’&c.

Let now / be fuppofed = s+, then the faid Sum will be ex-
prefled by the Series

2 . o 4fs 8/7 16/5 33/
e mtof--———a— + P 67 + —_ 2 &ec.

24%9 1z0x11 ?
Moreover, if /be interpreted by =, then the Series will become

2 . T 1 1 1 1 1
v—(-mto;—-——}; + 2x§x8  6x7x10 + 24xgx3z  120x11x64 ° &e.
which converges fo faft, that by help of no more than feven or
eight Terms, the Sum required may be carried to fix or feven places
of Decimals: Now that Sum will be found to be 0.427812, inde-

pendently from the common Multiplicator %, and therefore to
the Tabular Logarithm of 0.427812, which is 9.6312529, adding
the Logarithm of %, iz, 9.9019400, the Sum will be19.5331929,
to which anfwers the number 0.341344.

LEMmMma.
If an Event be fo dependent on Chance, as that the Probabilities of
its happening or failing be equal, and that a certain given number »
of Experiments be taken to obferve how often it happens and fails,

and alfo that / be another given number, lefs than —7, then the Pro-

bability of its neither happening more frequently than -z 4/
times,

Side 245 i Abraham De Moivres vaerk The Doctrine of Chances, 3. udgave
1756. Corollary 2 indeholder hovedresultatet.
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Appendiks A. Middelvaerdien

Vi har udskudt det tekniske bevis for forste del af setning 6¢) til dette appendiks.

Saetning Al

Lad X veere en normalfordelt stokastisk variabel med parametrene p og 6. Paramete-
ren p angiver middelverdien for X, altsa E(X)=p.

Bevis: Ifelge definition 5 og (8) fés felgende:

E(X) = [ f (0 dx

—00

I
=

hvor vi for at fa andet lighedstegn har benyttet integration ved substitution. Vi har
sat: z=(x—p)/oc < x=0c-z+u, hvoraf dx=c-dz. Det femte lighedstegn: Der er
ganget ind i parentesen. Det sjette lighedstegn: Integralet er delt op i to integraler.
Det syvende lighedstegn: konstanter er ganget ud foran integralet. Det ottende lig-
hedstegn: I det forste integral er integranden en ulige funktion. Nér der integreres fra
—oo til oo, fas derfor 0. I parentesen 1 det andet led integreres taethedsfunktionen for
standardnormalfordelingen fra —oo til oo, 0g den ved vi giver 1 (s@tning 2). Heraf
ses, at middelverdien for X er lig med p.
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Appendiks B. Forsta QQ-plot

Af og til f&r man brug for at afgere, om noget givent datamateriale i form af en stikprove
er normalfordelt. Man kunne selvfolgelig teenke sig at gruppere data i intervaller og der-
efter se, om det tilherende histogram kan fittes med en "klokkekurve", altsa grafen for
teethedsfunktionen for normalfordelingen med middelveerdi x og spredning s, jf. beteg-
nelserne i Appendiks A. Det er imidlertid ikke altid nemt at afgere, om et sadant fit er
tilstreekkelig godt. Det samme ville vere tilfeldet, hvis man havde anvendt de kumulere-
de frekvenser og forsegt at tilneerme sumkurven med grafen for fordelingsfunktionen for
normalfordelingen. Det er nemmere at afgere, om noget er omtrent /inecert. Derfor an-
vender man ofte et sakaldt QQ-plot, eller som det ogsé kaldes, et fraktilplot. Man ser
undertiden ogsa anvendt betegnelsen probit-plot pa dansk. Vi holder os dog til betegnel-
sen QQ-plot. Q er en forkortelse for Quantile pa engelsk. Det betyder fraktil.

Lad os kigge pa et eksempel med henblik pé at forsta, hvad et QQ-plot er. Vi tenker os
foretaget en stikpreve med 10 elementer:

25,8 20,8 35,4 233 38,0 25,8 31,8 28,8 30,1 42,0

Vi kan eventuelt starte med at bestemme stikprevens empiriske middelveerdi x samt stik-
provespredningen s, som er omtalt i Appendiks A:

=l
I

1 n

_.le_

n i

25,8+20,8+35,4+23,3+38,0+25,8+31,8+28,8+30,1+42,0
10

= 30,180

s = \/ﬁ-g(xi—f)z

\/ (25,8-30,180)* + (20,8 —30,180)* + (35,4 —30,180)* +... + (42,0 -30,180)*
101

6,7193

Men vi mangler at vurdere, om stikpreven med rimelighed kan tenkes at komme fra en
normalfordeling. For at vurdere det, vil vi forst tage fat 1 stikprovens empiriske forde-
lingsfunktion. Den er defineret meget formelt i en ramme pd naste side. Lad os se pa
stikpreven med de n =10 elementer ovenfor og se, hvordan fordelingsfunktionen ser ud
1 dette tilfeelde. For ethvert x skal vi finde ud af, hvor mange af stikprevens elementer
eller observationer, som er mindre end eller lig med x. Derefter skal vi dividere med antal
elementer, her 10. S& har vi F, (x). For at klare dette er det hensigtsmeessigt at satte

emp
elementerne 1 voksende rekkefolge:

20,8 233 25,8 258 288 30,1 31,8 354 38,0 42,0
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Med denne sortering er det nemmere at overskue. Lad os se pd x =33. Vi ser hurtigt, at
der 1 den sorterede raekke af elementer 7 elementer, som er mindre end eller lig med 33.
Derfor haves: £,,,(33) = % . Sadan skal vi i princippet gore for alle x-veerdier. Man ind-
ser hurtigt, at det giver anledning til en trappefunktion (stykvis linecer funktion). Hver
gang man kommer til en af de nye sorterede observationer, vil funktionsverdien vokse
med et helt multiplum af 1/n. Vi ser, at observationen 25,8 star anfert to gange i den
sorterede raekke. Derfor vil fordelingsfunktionen her vokse med 2/10=0,2. Alle de ov-
rige observationer forekommer kun én gang, sa her vil fordelingsfunktionen kun vokse

med1/10 = 0,1. Grafen for fordelingsfunktionen bliver derfor en trappekurve:

Trappekurve for den empiriske fordelingsfunktion

A
1.00 —
. .
0.80 —
. .
p >
0.60 -
o
0.40 ——
5 \
0.20 —o
B
0 : >
15 20 25 30 X, 35 40 45

Definition B1 (En stikpreves empiriske fordelingsfunktion)

Den empiriske fordelingsfunktion herende til stikpraven bestdende af observationerne
X|, X,,..., X, er defineret ved

B1) R, o < Hilx =)

hvor # betyder "antallet af".

For ethvert p opfyldende 0 < p <1 definerer vi p-fraktilen for den empiriske fordelings-
funktion som den veerdi x,, som fremkommer ved at ga op til p pd 2. aksen i plottet
ovenfor, vandret hen til trappekurven og lodret ned pa 1. aksen. Hvis den vandrette linje
rammer den stiplede linje mellem to trin, sd skal x, vare den vardi, som ligger umiddel-
bart under denne lodrette stiplede linje. Det er vist med et eksempel med bla linjer pa
figuren ovenfor. Hvis den vandrette linje derimod rammer direkte ind pd et trin, er der
tvetydighed. S& kan man valge x-koordinaten for ethvert punkt pd det vandrette trin, fx
midtpunktet. Da vi imidlertid ikke far brug for det i det folgende, behover vi ikke foretage
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et valg her. For at afgere, om stikpreven har en normalfordeling, vil vi afbilde et fraktilset
for standardnormalfordelingen som funktion af det tilsvarende fraktilsat for den empiris-
ke fordelingsfunktion. Her skal man vaelge sig en raeekke p-vaerdier. Det er almindeligt at
vaelge lige sd mange p-vardier som antallet af elementer i stikproven, dvs. n, og man
bruger ofte folgende:

1
(B2) po=—2,i=12..,n

I vores eksempel giver det folgende verdier: p, =0,05; p, =0,15;...; p, =0,95.

Fraktiler for den empiriske fordelingsfunktion

A
1.00 —
0.95 > :
0.85 > :
0.80 ._J,
0.75 > ;
0.65 > |
0.60 .—i
0.55 > ._l
0.45 > i
0.40 o—l
0.35 >
0.25 >
0.20 o—
0.15 j
. A 4 YVY VY \ 4 A 4 A 4
005 [
0 >
15 20 25 30 35 40 45
Uy Uy U Usls Uy Ug Uy Uy
uy
Fraktiler for standardnormalfordelingen
A
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0.60
0.55 >
0.45 >
0.40
0.35 >
0.25 >
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0.15 >
Y YYYYY Y Y A 4
0.05
0 >
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Pa de to grafer pa forrige side, er aflaest kvartilerne for p,, p,,..., p,, for henholdsvis
den empiriske fordelingsfunktion og standardnormalfordelingen. Det giver de markerede
fraktilsaet, henholdsvis u, u,,...,u,, 0g v, v,,...,V,,. Bemark i ovrigt, at sidstnavnte
serie kan beregnes ved at anvende den inverse funktion til fordelingsfunktionen for stan-
dardnormalfordelingen pa sandsynlighederne:

(B3) v =07 (p)

QQ-plottet bestar da af punkterne (u;,V,), (u,,V,), ..., (U9, Vo) -

Lad os et gjeblik antage, at observationerne i stikpreven virkelig var omtrent normalfor-
delte med middelvardi p og spredning o, og at vi i stedet for standardnormalfordelingen
havde anvendt den generelle normalfordeling med middelverdi p og spredning o 1 de-
finitionen af QQ-plottet. Da ville punkterne i QQ-plottet ligge taet pa diagonalen y =x i
koordinatsystemet! Men heldigvis er der en snaver lineer sammenhang mellem stan-
dardnormalfordelingen og den generelle normalfordeling. Vi har nemlig

X—-pn 1

1y n
(e) (¢} (e)

(B4) X ~N(wo0) & Z~N(0,1) hvor Z =

Derfor kan vi ngjes med at anvende standardnormalfordelingen i definitionen af QQ-plot-
tet. Med dette valg vil man normalt ikke i punkter omkring diagonalen, men om en anden
linje. Det vil ofte vaere ret nemt visuelt at afgere, om punkterne ligger omtrent pé linje,
og i det tilfaelde er det en god indikation af, at man har at gare med en normalfordeling. I
ovrigt vil et QQ-plot ogsa typisk indeholde linjen y =1-x—% hvor man har valgt den
empiriske middelverdi x og stikprevespredningen s som estimater for henh. p og 6. Det
er bedre end at udfere linear regression pa punkterne i QQ-plottet!

QQ-plot

4 p=30.180 o0=6.7193
3
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Vi
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Bemaerkning B2

Vores stikpragve var i det anvendte eksempel kun pé 10 elementer — for at gere situationen
overskuelig. Det vil almindeligvis vare for f& observationer til at kunne afgere om op-
samlet data er normalfordelt. Tilfeldigheder vil for nemt kunne spille ind.
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Opgaver

Opgave 1 (Tathedsfunktionens graf)

a) Tegn grafen for teethedsfunktionen f, 5 for normalfordelingen med p =20 og 6 =5
i vinduet 0 <x <40, 0<y<0,1. Benyt udtrykket (8) for teethedsfunktionen.

b) Gentag a), hvor du bruger CAS-varktgjets kommando for teethedsfunktionen.

c) Vis at arealet under grafen fra —oo til oo er lig med 1, som skal vaere opfyldt ifelge
s@tning 2.

Opgave 2 (Grafer for tethedsfunktion og fordelingsfunktion med mere)

Betragt normalfordelingen med middelverdi p =60 og spredning 6 =2,5.

a) Tegn grafen for tethedsfunktionen f,,s i vinduet 50<x<70, 0<y<0,2.

b) Tegn grafen for fordelingsfunktionen £y, 5 i vinduet 50<x<70, 0<y<I.

c) Bestem Fyy,5(63) og giv en fortolkning af dette tal. NB! Passer vardien med det,
du kan aflese pa grafen i b)?

d) Udregn fraktilen F60,2'5’1(0,75) og giv en fortolkning af tallet. NB! Passer verdien
med det, du kan aflese pé grafen i b)?

Hjeelp: Det er meget tenkeligt, at kommandoen til teethedsfunktionen hedder noget med
pdf (for Probability Density Funktion), og at fordelingsfunktionen hedder noget med cdf
(Cumulative Distribution Function) i dit CAS-vaerktej. Led ogsa efter den inverse funk-
tion til fordelingsfunktionen, som eventuelt kan hedde noget med inv.

Opgave 3 (Forsta tethedsfunktionen og fordelingsfunktionen)

Betragt normalfordelingen med middelvaerdi p=38,8 og spredning ¢ =1,9. Du skal be-
stemme sandsynligheden P(8 < X <11) pato mader: dels som et integral af tethedsfunk-
tionen, dels ved hjaelp af fordelingsfunktionen.

a) Benyt (1) i definition 1 til at bestemme sandsynligheden ved at integrere taetheds-
funktionen fra 8 til 11. Sandsynligheden svarer til arealet under grafen i det omtalte
interval. Tegn om muligt samtidigt grafen for tethedsfunktionen med det relevante
omréade under grafen skraveret.

b) Bestem den omtalte sandsynlighed via fordelingsfunktionen samt se@tning 3a). Tegn
desuden grafen for fordelingsfunktionen og vis, hvad det svarer til grafisk.

Opgave 4 (Standardnormalfordelingen vs den generelle normalfordeling)

Saetning 6b) giver en sammenhang mellem standardnormalfordelingens fordelingsfunk-
tion @ og fordelingsfunktionen £ ; for den generelle normalfordeling med middelverdi
u og spredning o. Tag eksemplet p=14 og 6=3. Visat F, ;(x) og ®((x- w)/o) giver
det samme for to selvvalgte verdier af x.
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Opgave 5 (Egenskaber for normalfordelingens teethedsfunktion)

Side 8 blev betydningen af parameteren p omtalt.

a) Vis at grafen for tethedsfunktionen for en normalfordeling med p =0 og vilkérlig
spredning ¢ er symmetrisk omkring y-aksen.

b) Vis, at hvis man parallelforskyder grafen for teethedsfunktionen for den i spergsmal

a) omtalte normalfordeling med p i x-aksens retning, sa fas grafen for tethedsfunk-
tionen for den generelle normalfordeling med parametre p og G.

Hjeelp: a) vis at f; ;(x) = f, ,(—x) for alle x € R. Hvilken grafisk betydning har det? b)
Vis, at hvis man udskifter x med x —p 1 forskriften for teethedsfunktionen, sa bevirker det
en parallelforskydning af grafen med p i x-aksens retning ...

Opgave 6 (Opgave uden hjelpemidler)
En stokastisk variabel X er normalfordelt X ~ N(20,4). Besvar nedenstdende uden brug
af CAS-vearktej. Formelsamlingen eller siderne 10-11 i denne note er nok.

a) Angiv intervallet for de normal udfald.

b) Angiv intervallerne for de exceptionelle udfald.
¢) Bestem P(12< X <28).

d) Bestem P(X <24).

Opgave 7 (Opgave uden hjelpemidler)

Pé figuren nedenfor er afbildet grafen for fordelingsfunktionen for en normalfordelt sto-
kastisk variabel X.

a) Bestem middelvardien og spredningen for X.
b) Bestem grafisk sandsynligheden P(X <43).
c¢) Bestem P(44< X <52).
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Opgave 8 (Opgave uden hjelpemidler)

Pé figuren nedenfor er afbildet grafen for fordelingsfunktionen for en normalfordelt sto-
kastisk variabel X.

a) Bestem middelvardien og spredningen for X.
b) Bestem grafisk folgende sandsynligheder:

P(X £44,2), P(X >43,0) og P(43,0< X <45,8)
c) Bestem £k saledes, at P(X =k)=0,65. Vardien af k kaldes for 65%-fraktilen.

0.8

0.6

04

0.2

»
40 M 42 43 44 45 46 47 48 49 50

Opgave 9 (Opgave uden hjelpemidler)

Figuren nedenfor viser graferne for tethedsfunktionerne for tre normalfordelte stokastis-
ke variable.

a) Gor rede for hvilken en af de tre grafer, som herer til teethedsfunktionen for den nor-
malfordelte stokastiske variabel med middelvardi 40 og spredning 1,5.
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Opgave 10 (Opgave uden hjelpemidler)
En stokastisk variabel X er normalfordelt X ~ N(47,5) . Besvar nedenstdende uden brug

af CAS-varktej. Formelsamlingen eller siderne 10-11 i denne note er nok.

a) Angiv intervallet for de normal udfald.
b) Angiv intervallerne for de exceptionelle udfald.
c¢) Bestem P(42< X <52).

Opgave 11 (Opgave uden hjelpemidler)

Fisk af en bestemt art har en leengde, som er normal- %/
fordelt med middelvaerdi 35 cm og spredning 4,5 cm. ~ Dy )

a) Angiv intervallet for de normale leengder for fisk af

e
den pagaldende art.

En fisk af den pdgaeldende art har lengden 48 cm, mens en anden har lengden 20 cm.

b) Afger, for hver af de to fisks vedkommende, om der er tale om et normalt eller ex-
ceptionelt udfald eller ingen af delene.

¢) Bestem sandsynligheden for, at en tilfeldigt udtrukket fisk har en lengde mellem 26
cm og 44 cm.

Opgave 12

Lad X vere en stokastisk variabel, som er normalfordelt med middelveerdi p=15 og
spredning ¢ =3.

a) Tegn grafen for teethedsfunktionen i intervallet [0,30].

b) Bestem sandsynligheden P(X <19) ved at benytte teethedsfunktionen som i eksem-
pel 10. Du mé gerne benytte CAS-varktgjets indbyggede taethedsfunktion. Forseg
eventuelt om muligt at tegne grafen med skravering af det areal, som svarer til sand-
synligheden.

¢) Gentag b) med sandsynligheden P(10< X <18).

Opgave 13

Lad X vare en stokastisk variabel, som er normalfordelt med middelveerdi p=5,0 og
spredning ¢ =1,7 . Benyt normalfordelingens fordelingsfunktion til at udregne folgende:

a) Bestem P(X <4)
b) Bestem P(2< X <7)
c¢) Bestem P(X >6,2)

Opgave 14

Det oplyses, at der for en normalfordelt stokastisk variabel X geelder, at P(X <34)=0,38
og P(X £51)=0,87. Bestem middelvardi og spredning. Hjeelp: Se eksempel 13.
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Opgave 15 (Variation i produktionen)

Vi har tidligere i eksempel 12 set, at der uvegerligt
vil vaere smé variationer 1 produktionen pé industri-
virksomheder. Et eksempel kan vaere pafyldning af
malk pa malkekartoner. Det viser sig, at mengden
af malk 1 et karton kan beskrives ved en normalfor-
delt stokastisk variabel X. Det skal gerne vere sa-
dan, at forbrugeren med stor sandsynlighed fir den
mangde mealk, som vedkommende har betalt for,
fx 1 liter eller 1000 ml. Lad os i det folgende antage,
at tapningen af maelk foregar pa en maskine, som er
indstillet til at fylde 1015 ml melk pd hvert karton
1 gennemsnit (dvs. L =1015), mens spredningen er
10 ml. Besvar da felgende spergsmal:

a) Hvad er sandsynligheden for, at der er mindre end 1000 ml melk i en given karton?
b) Bestem sandsynligheden for, at der er mere end 1020 ml meelk i en given karton.
c) Bestem sandsynligheden for, at der er mellem 995 ml og 1008 ml malk i kartonen?

Afdelingslederen pa mejeriet er ikke helt tilfreds med den procentdel af malkekartonerne,
som indeholder for lidt maelk. Han kan ikke indfere en mere negjagtig maskine, for det er
der ikke rad til. Derimod kan man pa simpel vis justere aftapningsmaskinen, sa den gen-
nemsnitligt kommer lidt mere melk i hvert karton.

d) Hvor meget skal man justere p, for at mangden af kartoner med for lidt maelk i bliver
faerre end 3%? Hjeelp: Opstil en ligning indeholdende p som ubekendt og los den.
e) Prov at lase samme spergsmal som i1 d) ved hjlp af s@tning 6b).

Opgave 16 (Points i test)

Lad os sige, at en professor efter flere ars erfaring har observeret, at point-scorerne i en
bestemt test er normalfordelte med middelverdi 70 points og spredning 15 points. Hvor
skal han legge bestaet-greensen, hvis han ensker at 80% af eleverne skal besta?

Opgave 17 (Vernepligtiges hojde)

Ved at analysere hgjderne af 13427 vaernepligtige i Danmark fra andet halvar af 2006 kan
man konkludere, at soldaternes hejde med meget stor ngjagtighed folger en normalforde-
ling med middelverdi 180,1 cm og spredning 6,81 cm. Med disse oplysninger skal fol-
gende sporgsmaél besvares.

a) Hvor mange procent af de vaernepligtige mend har en hgjde pa under 170 cm?
b) Hvor mange procent har en hejde pa mellem 175 cm og 180 cm?

¢) Hvor mange procent har en hgjde pa mindst 200 cm?

d) Hvad kan man sige om de 10% hejeste vaernepligtige mand?

e) Hvor mange procent har en hojde pa eksakt 180 cm?
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Opgave 18 (Gravide kvinder)

British Medical Journal, Vol. 307, 24. juli 1993, side 234, rapporterer om en undersggelse
af 5459 gravide kvinder, som benyttede Aarhus Universitets Hospital. Middeltallet for
graviditetsperioden var 281,9 dage med en spredning pd 11,4 dage. Bestem den procent-
del af fadslerne, som resulterede i for tidligt fodte bern (<257 dage), under forudsetning
af, at graviditetsperiodens laengde er normalfordelt.

Opgave 19 (Medicin)

Massen af det aktive stof i nogle piller fremstillet pa en fabrik
viser sig at vere normalfordelt med middelvardi 6,00 g og
spredning 0,045 g.

a) Hvor stor en del af pillerne har en vaegt under 5,92 g?
b) Hvor stor en del har en vegt pd mellem 5,95 og 6,02 g?
c) Hvor stor en del har en vaegt pé over 6,15 gram?

Opgave 20 (Variation 1 industrien)

En maskine, som producerer komponenter til industrien, leverer metalskiver, hvis diame-
ter er normalfordelt med en middeldiameter pd 72,0 mm og en spredning pd 1.2 mm.

a) Hvor mange procent af skiverne har en diameter, som afviger med mere end 2 mm
fra middeldiameteren?

Producenten vil justere maskinens ngjagtighed, sé procenten fra a) reduceres til 2%. Det
indeberer en reduktion i spredningen i produktionen af metalskiver.

b) Hvad skal spredningen ¢ reduceres til?
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Opgave 21 (Er det grupperede data normalfordelt?)

P& en bananplantage ensker man at undersgge, om bananernes vagt er normalfordelt og
hvad middelvegten og spredningen 1 vagt er. Pé tilfeldigvis udtreekkes 300 bananer, som
vejes. Statistikeren modtager data grupperet i vaegtintervaller pa 10 gram.

Intervaller  Hyppighed  Frekvens | Kumuleret frekvens p Dd(p)
160, 70] 2
170, 80] 1
180, 90] 4
190, 100] 5
1100, 110] 10
1110, 120] 13
1120, 130] 17
1130, 140] 32
1140, 150] 26
1150, 160] 35
1160, 170] 33
1170, 180] 20
1180, 190] 24
1190, 200] 31
1200, 210] 15
1210, 220] 11
1220, 230] 10
1230, 240] 2
1240, 250] 5
1250, 260] 1
1260, 270] 2
1270, 280] 0
1280, 290] 1
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b)

Opgave 22 (Er rddata normalfordelt?)

I en dansk by er 300 unge mand indkaldt til ses-
sion. Som et biprodukt af undersegelserne er man
interesseret 1 at undersege, om hejden af voksne
mand mon er normalfordelt, og hvad gennem-
snitshgjden og variationen i hgjde er.

Excel-filen "opg22 hoejder.xlsx" indeholder ra-
data for hejderne af de 300 mand og er vedhzftet
denne pdf-fil, hvorfra den kan downloades.

a)

b)

Udfyld de resterende kolonner i tabellen med banan data. Data er desuden vedhaftet
i en Excel fil til denne pdf-fil, hvor venstre og hejre endepunkt i intervallerne er
angivet i hver sin sgjle. Data kan enten behandles direkte i Excel regnearket, eller det
kan indskrives/importeres 1 et CAS-varktoj og behandles derfra. Bemark, at hvis
man benytter Excel, s hedder den inverse funktion til standardnormalfordelingen pé
dansk NORM. INV (p; 0; 1), hvor p er den kumulerede frekvens og 0 og 1 er hen-
holdsvis middelverdi og spredning — for standardnormalfordelingen.

Bestem middelvaerdien p og spredningen o for det grupperede data, eventuelt ved at
bruge definitionerne, som beskrevet i eksempel 15.

Afbild i det samme koordinatsystem linjen med ligning

y = —x-=
c c

sammen med datapunkterne (4, D' (p)), hvor 4 er intervallets hojre ende og @ '(p)

er den inverse funktion til fordelingsfunktionen for standardnormalfordelingen eva-

lueret 1 den tilherende kumulerede frekvens p. Hvor godt ligger data i forhold til

linjen? Hvis svaret er, at de ligger godt, kan vi acceptere hypotesen om, at bananernes

vaegt er normalfordelte.

Importer data fra Excel-filen I dit CAS-verk-
tegj og lav et QQ-plot. Afger, om man ud fra
data med rimelighed kan sige, at mandenes

hegjder er normalfordelte?
Bestem den empiriske middelvardi og stik-
provespredningen for data.

I det folgende antager vi, at mendene 1 byen har en middelhgjde og en spredning i hejde,

som bestemt i b). Der udtraekkes nu pa tilfeldig vis en ung mand fra byen.

©)
d)

Hvad er sandsynligheden for at personen er over 190 cm hgj?
Bestem hgojdeintervallet for normale udfald.
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Opgave 23 (To punkter pa grafen for fordelingsfunktionen)

Om en normalfordelt stokastisk variabel X geelder folgende:
P(X £30)=0,22 og P(X <£55)=0,78
Bestem middelvaerdi og spredning for X. Hjeelp: Se eksempel 13.

Opgave 24 (To punkter pa grafen for fordelingsfunktionen)

Om en normalfordelt stokastisk variabel X gelder folgende:
P(X £8,5)=0,125 og P(X >13,1)=0,075
Bestem middelveardi og spredning for X. Hjeelp: Se eksempel 13.

Opgave 25 (Normalfordelingspapir)

I eksempel 15 sa vi pa tilfeeldet med grupperet data. Ved hjelp af regnearket Excel ud-
regnede vi de kumulerede frekvenser. Vi sa, at hvis man tager den inverse fordelings-
funktion for standardnormalfordelingen, @', til disse kumulerede frekvenser og afbilder
disse vaerdier som funktion af de hejre endepunkter i observationsintervallerne, sa vil data
vare normalfordelt, hvis punkterne ligger pé en ret linje. En anden made at gore det sam-
me pa, er ved at anvende et sdkaldt normalfordelingspapir, hvor skalaen pa 2. aksen er
"deformeret", s& det svarer til, at @ pa forhand er anvendt. Man skal dermed ikke selv
anvende denne funktion, men kan straks indtegne punkterne.

P& neeste side er data fra eksempel 15 indtegnet pa et simplificeret normalfordelingspapir.
Et rigtigt normalfordelingspapir har underinddelinger, sa man kan afsatte punkterne mere
nejagtigt. Bemaerk at 1. aksen er en almindelig akse! Vi ser, at punkterne omtrent ligger
pa en ret linje i det pageeldende papir. Derfor konkluderer vi, at data med god tilnermelse
er normalfordelt. Vi tegner efter bedste evne den bedste rette linje i forhold til datapunk-
terne. En anden behandighed ved dette papir er, at man nemt kan aflaese middelvaerdien
p: Den fés ved at ga op til 0.50 pa 2. aksen, vandret hen til linjen og derefter lodret ned
pa 1. aksen. Vi ser, at det giver p=59,3. Desuden kan vi bestemme p+oc pa felgende
made: G4 op til d(u+0c)=0,8413 pa 2.aksen, hen langs den stiplede vandrette linje til
linjen og ned pé 1. aksen. Vi ser, at det giver u+o=171,3. Trakker vi de to tal fra hi-
nanden, far vi 6=171,3-159,3=12,0. Altsé en hurtig made til at vurdere, om data er
normalfordelt og {4 vardier for middelvaerdi og spredning. Men metoden er selvfolgelig
lidt mere ungjagtig, da den beror pa aflesninger og det faktum, at man selv tegner den
bedste rette linje ...

En vigtig pointe: Indtegner man for normalfordelt data de kumulerede frekvenser som
funktion af de hejre endepunkter i observationsintervallerne i et almindeligt koordinatsy-
stem, vil det give anledning til punkter pa en S-formet kurve. som vi kender fra side 8.
Men indtegnes de samme data pd et normalfordelingspapir, ligger punkterne pa en ret
linje. Det er nemmere af afgere, om noget ligger pa en ret linje end en bestemt kurve!
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a) Benyt data for bananers vaegt fra opgave 21. Udregn frekvenserne og de kumulerede
frekvenser og afbild derefter de kumulerede frekvenser som funktion af de hejre
endepunkter i observationsintervallerne pa et normalfordelingspapir. Kan du sige god
for, at bananernes vagt er normalfordelt? Bestem desuden middelvaerdi og spred-
ning. NB! Data i opgave 21 er i Excel-filen "bananer" vedhaftet denne pdf-fil.
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		Venstre		Højre		Hyppighed		Frekvens f		Kum. Frekv.		Φ-1(p)

		125		130		1		0.00833		0.00833		-2.3940

		130		135		2		0.01667		0.02500		-1.9600

		135		140		2		0.01667		0.04167		-1.7317

		140		145		8		0.06667		0.10833		-1.2354

		145		150		12		0.10000		0.20833		-0.8122

		150		155		17		0.14167		0.35000		-0.3853

		155		160		26		0.21667		0.56667		0.1679

		160		165		17		0.14167		0.70833		0.5485

		165		170		15		0.12500		0.83333		0.9674

		170		175		10		0.08333		0.91667		1.3830

		175		180		5		0.04167		0.95833		1.7317

		180		185		2		0.01667		0.97500		1.9600

		185		190		3		0.02500		1.00000
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		100.379

		100.051

		99.942

		100.294

		100.375

		99.991

		100.360

		100.056

		100.257

		99.769

		100.042

		99.670

		99.692

		100.052

		100.070

		100.212

		100.025

		100.112

		99.937

		99.551

		99.713

		100.039

		100.327

		99.887

		99.638

		99.838

		100.409

		100.089

		100.330

		100.079

		100.261

		100.166

		99.668

		99.841

		100.588

		99.663

		100.097

		100.221

		100.082

		99.731

		99.841

		99.860

		100.056

		99.911

		99.994

		100.040

		100.177

		99.858

		100.049

		99.641

		100.019

		99.784

		99.970

		100.220

		100.028

		100.420

		100.144

		100.133

		99.971

		100.106

		99.992

		99.782

		100.330

		100.304

		100.089

		99.893

		100.260

		100.322

		99.952

		99.827

		99.868

		100.135

		99.789

		99.549

		99.823

		100.141

		100.041

		99.981

		99.803

		100.463

		100.036

		100.018

		100.087

		100.296

		99.947

		100.023

		99.765

		99.908

		99.689

		99.948

		100.018

		100.013

		100.300

		100.206

		99.991

		99.994

		100.259

		100.177

		100.117

		99.983

		99.986

		99.431

		100.338

		99.864

		99.897

		99.368

		99.923

		100.102

		100.159

		100.191

		99.940

		100.229

		100.153

		100.261

		100.550

		99.898

		99.880

		100.065

		100.075

		99.995

		99.854

		100.290

		100.252

		99.852

		100.019

		100.036

		99.758

		100.164

		100.125

		100.412

		100.137

		100.041

		100.162

		99.833

		99.699

		99.999

		100.306

		99.646

		99.877

		99.866

		100.140

		99.879

		99.691

		99.821

		99.978

		100.292

		100.098

		99.898

		100.026

		99.827

		99.900

		100.100

		100.060

		99.754

		100.206

		100.108

		100.157

		99.728

		99.591

		99.585

		100.718

		100.138

		99.924

		100.328

		99.936

		99.971

		99.915

		99.662

		100.001

		100.178

		99.704

		99.819

		100.097

		100.408

		100.038

		99.709

		100.126

		100.156

		99.698

		100.044

		99.954

		100.242

		100.098

		100.077

		100.227

		99.639

		100.147

		99.706

		99.819

		99.918

		100.058

		100.094

		99.695

		99.927






Ark1

		Venstre		Højre		Hyppighed

		60		70		2

		70		80		1

		80		90		4

		90		100		5

		100		110		10

		110		120		13

		120		130		17

		130		140		32

		140		150		26

		150		160		35

		160		170		33

		170		180		20

		180		190		24

		190		200		31

		200		210		15

		210		220		11

		220		230		10

		230		240		2

		240		250		5

		250		260		1

		260		270		2

		270		280		0

		280		290		1






Ark1

		Højde i cm

		183

		176

		190

		180

		184

		175

		181

		185

		180

		177

		172

		177

		175

		177

		185

		171

		185

		190

		178

		178

		181

		195

		172

		198

		179

		177

		186

		179

		176

		183

		187

		179

		187

		168

		179

		183

		179

		175

		178

		186

		167

		186

		177

		172

		185

		184

		182

		180

		182

		177

		176

		190

		185

		176

		187

		181

		184

		189

		185

		175

		190

		178

		177

		165

		177

		180

		182

		177

		175

		176

		188

		180

		186

		184

		189

		171

		162

		171

		186

		178

		189

		180

		180

		190

		171

		189

		172

		183

		165

		189

		176

		181

		180

		178

		183

		181

		175

		191

		167

		172

		180

		179

		178

		186

		169

		181

		176

		188

		188

		188

		174

		173

		168

		179

		180

		181

		178

		191

		186

		179

		178

		181

		170

		180

		177

		185

		176

		192

		185

		179

		178

		193

		173

		187

		168

		180

		180

		172

		169

		174

		179

		187

		164

		166

		174

		176

		181

		183

		182

		193

		177

		179

		178

		182

		175

		171

		178

		183

		179

		168

		171

		184

		191

		183

		189

		180

		184

		181

		174

		190

		187

		171

		184

		177

		173

		177

		173

		182

		179

		196

		185

		176

		178

		178

		179

		171

		175

		179

		177

		183

		183

		176

		174

		180

		185

		181

		195

		186

		184

		180

		183

		181

		174

		184

		188

		175

		184

		187

		177

		177

		166

		181

		196

		172

		179

		189

		171

		192

		185

		186

		186

		183

		173

		173

		175

		192

		184

		205

		179

		176

		188

		179

		176

		184

		193

		177

		172

		191

		180

		171

		172

		177

		182

		189

		181

		185

		179

		184

		179

		175

		183

		180

		186

		173

		161

		195

		182

		171

		173

		181

		176

		170

		181

		169

		186

		186

		182

		189

		177

		181

		177

		189

		180

		171

		178

		192

		190

		173

		188

		185

		177

		186

		173

		179

		184

		171

		181

		187

		187

		184

		170

		187

		181

		182

		188

		182

		187

		177

		185

		176
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