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1. Indledning

I denne note skal vi kigge pé begrebet stamfunktion og se, hvordan det giver anledning til
en hel ny gren af matematikken kaldet integralregning. Endelig skal vi se, hvordan
stamfunktioner pa forunderlig vis kan bruges til at beregne arealer med samt lgse en
masse komplicerede opgaver fra det praktiske liv.

2. Stamfunktioner

At finde en stamfunktion til en funktion f'er den omvendte proces af at differentiere en
funktion. Stamfunktioner viser sig at have stor betydning i matematikken.

Definition 1 (Stamfunktion)

Med en stamfunktion til en funktion f menes en funktion F, der har f'som differential-
kvotient, altsa: F'(x)= f(x).

Eksempel 2

a) %x3 er stamfunktion til x?, fordi (% x3) =3 -%xH =x’.

b) 1x’+7 erogsé stamfunktion til x?, fordi (%x3 + 7) =317 +0=x7
1

C) %—1 er stamfunktion til In(x)— x, fordi (ln(x) —x)’ = . —1.

Saetning 3

Lad F vere en stamfunktion til funktionen f'og antag at f'er defineret i et interval. Da
er F(x)+k, hvor k er en vilkérlig konstant, ogsé en stamfunktion til £, og der findes
ikke andre stamfunktioner til f.

Bevis: At F(x)+k ogsé er en stamfunktion til f'ses ved at bruge regnereglen for differen-
tiation af en sum af to funktioner samt udnytte at differentialkvotienten af en konstant er
lig med 0:

(1) (F()+k) = F'(x)+ (k) = £(x)+0= £ (x)

Vi mangler at vise, at der ikke findes andre end dem, hvor man laeegger en konstant til.
Antag at G(x) er en vilkarlig stamfunktion til /. Vi ved altsa at G'(x)= f(x). For at
komme videre udfoerer vi et lille trick. Vi indferer en hjelpefunktion /, som skal vere
differensen mellem G og F: H(x)=G(x)— F(x). Lad os preve at differentiere hjelpe-
funktionen, idet vi udnytter reglen for differentiation af en differens af to funktioner:

) H'(x)=(G(x) - F(x)) =G'(x)~F'(x) = f(x)~ f(x) =0
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Differentialkvotienten af H er altsd O for alle x 1 intervallet. Det betyder at grafen til A har
en vandret tangent i alle punkter i intervallet. Den eneste funktion, der opfylder denne
egenskab er en konstant funktion, som det ses til hgjre. Slar grafen for H blot den mindste
bugt, som vist pé figuren til hgjre, sd vil der vare et sted hvor tangenten ikke er vandret,
i modstrid med det vi ved om H'(x).

y y
A

»
>

K HE | k < HE).

Duer ikke!

N
[N
N}
[N

Vihar altsd H(x) =k for en eller anden konstant k. Ifelge definitionen af hjelpefunktio-
nen havesda G(x)— F(x)=k < G(x)=F(x)+k .Den vilkarlige stamfunktion viser sig
altsa at veere pa formen F(x)+k, som vi ville vise.

Forskellene mellem stamfunktionerne til en funktion f, der er defineret pé et interval, er
altsd blot en konstant. Rent grafisk viser det sig ved at graferne for de forskellige stam-
funktioner blot er parallelforskudt i y-aksens retning i forhold til hinanden. Dette er illu-
streret pé figuren nedenfor for to stamfunktioner, /| og F, . Her er indtegnet tangenterne
1 tre punkter for at antyde at stamfunktionerne har samme tangenthaldning i ethvert punkt
1 intervallet. Det er jo indlysende, eftersom F, og F, har samme differentialkvotient,
nemlig /!

@_-_-_-_-_-_- .
\/
=

I opgaver bliver man ofte bedt om at bestemme den stamfunktion, hvis graf gar igennem
et bestemt punkt i koordinatsystemet. Vi skal se et eksempel pa dette.
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Eksempel 4
Bestem den stamfunktion til f(x)=3x-5, hvis graf gir igennem punktet (2,6).

Losning: Ferst findes en generel stamfunktion. Vi gaetter pd F(x) :%-xz —S5x+k. Vi
efterviser det ved at differentiere:

F'(x) = ($x° =5x+k) = 235" =5+0 = 3x—5

Vi ser at vi har fundet den rigtige stamfunktion. Vi skal have bestemt konstanten &, sa
punktet (2,6) ligger pé grafen, eller sagt pi en anden mide: s& F(2) = 6. Vi indsatter:

3.2°-52+k=6 < 6-10+k=6 < k=10

Dermed er den segte stamfunktion F(x)= % x* =5x+10.

At finde stamfunktionen til f(x) kaldes ogsé at integrere f(x). Selve processen kaldes
integration. Som eksempel far man %x3, nar man integrerer x”. Det skrives ofte ved

hjeelp af et serligt tegn, som ligner et stiliseret S:

3) [Pdx = 1x°

1
3 X

Man siger ogsé: integralet af x* er %x3 . Funktionen under integraltegnet kaldes infe-
granden. Vi har her at gore med det sékaldte ubestemte integral. Der findes ogsa noget,
der hedder et bestemt integral, som vi vil stifte bekendtskab med senere. Det skal lige
bemarkes, at man lige s& godt kunne have lagt en konstant til pa hejre side 1 (3). Det ville
ogsd have vearet rigtig ifolge saetning 3. Nar man udtaler sig om ubestemte integraler,

interesserer man sig altsa ikke for eventuelle konstanter, der er lagt til.

Mens det at bestemme differentialkvotienten til en funktion er forholdsvist let, s er det
ofte meget kompliceret at bestemme integralet eller en stamfunktion til en given funktion.
Der findes funktioner, hvor man ikke en gang kan udtrykke integralet ved hjelp af de
seedvanlige matematiske funktioner. Funktionen exp(x?) er et eksempel herpa. Ligesom
der findes differentiationsregneregler, sa findes der ogsé integrationsregneregler, men de
kan ikke bruges i s& mange situationer, som tilfeeldet er i differentialregning. Reglerne,
som bengvnes partiel integration og integration ved substitution, vil ikke blive
gennemgaet 1 denne lille note. I dag nejes man ofte med at lade et CAS-vaerktoj udregne
integralerne for sig. Der er dog nogle standardfunktioner, som man ber huske stam-
funktionerne til. Den mest vigtige er maske x", hvor n er et vilkarligt reelt tal. For at
bestemme stamfunktionen hertil kan man gere sig folgende overvejelser: Vi ved, at nar
man differentierer en potensfunktion, sa ganger man eksponenten ned foran og traekker 1
fra i eksponenten. Nir man skal finde en stamfunktion til en potensfunktion, s& er det
derfor nerliggende at gaette pd en potensfunktion, hvor eksponenten er 1 hgjere. Det er

"1 Nar denne funktion differentieres fés

altsd narliggende at starte med at kigge pad x
(x"") = (n+1)-x". Vi far altsa naesten den rigtige funktion. Der er blot en konstant, der
er ganget pa. Det far os til at forsege med et nyt get, hvor vi ’reparerer” med denne

konstant ved at dividere med den:
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!
1 1-1
@ (Fx) = Gredglex = s =

Vi skal imidlertid passe pa her: naevneren ma ikke blive 0, sd ovenstaende duer ikke i
tilfeldet n =—1. I alle andre situationer er udledningen gyldig. Tilfeldet n =—1 svarer
til at vi har at gore med funktionen f(x)=x"' =1/x . Fra differentialregningen ved vi, at
(In(x))' =1/x. Dette geelder i det interval, hvor logaritmen er defineret, dvs. for alle posi-
tive tal. Tilfgjer man et numerisk tegn om x, kan vi fa en identitet, som gelder for alle
x#0: (In|x]) =1/x. Detaljerne herfor undlader vi. Dermed er In|x| en stamfunktion til

1/x. Nedenfor er der en liste med de mest kendte stamfunktioner:

Funktion f(x) Stamfunktion F(x)
0 k
k k-x
X %xz
x" (n#-1) L™ (x 2 -1)
Jx eller x* %x%
1 eller x™* In|x|
X
e’ e’
&~ Lk
a* ln(la) a*
sin(x) —cos(x)
cos(x) sin(x)
In(x) x-In(x)—x

Eksempel 5

Flere af de funktioner, der er opskrevet eksplicit i skemaet ovenfor, er faktisk specialtil-
feelde af reglen om hvordan en potensfunktion integreres:

1 141 3
I\/xdx = J‘xldx = x" = 2y

dex = J.xldx = Ly =

1+1

O

Man kommer dog ikke langt med ovenstaende liste med stamfunktioner. Ofte har man at
gore med udtryk, som er blandinger af ovenstdende funktioner. Derfor er det vigtigt med
nogle integrationsregler. Som naevnt undlader vi at komme ind pa de mere avancerede
regler nevnt pé forrige side. Der er dog et par regler, som er nemt udledt:
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Saetning 6

Lad fog g vaere kontinuerte funktioner og k en konstant. Da geelder:
a) [k-f(ydx = k-] f(x)dx

) [(f()+g()dx = [f(x)dx + [g(x)dx

0 [(f-g@)dx = [f(x)dx - [g(x)dx

Bevis: Vi skal blot vise, at nar vi differentierer hojresiden af lighedstegnet, sa fér vi inte-
granden af integralet pd venstre side:

G (b [r@dx) = k([r@d) = k1@

©  ([f0d + [e@ax) = ([r@dx) +([g@dx) = () +g)

I forste lighedstegn i1 (5) har vi benyttet differentiationsreglen, der lost sagt siger, at man
kan sztte en multiplikationskonstant udenfor. I forste lighedstegn i (6) har vi tilsvarende
benyttet den regel, der siger at man kan differentiere en sum af to funktioner ved at diffe-
rentiere funktionerne hver for sig og leegge resultaterne sammen. Punkt c) bevises pa ana-
log made som b).

Eksempel 7

Bestem stamfunktionen til f(x)=6x"2 +e*.

_[(6)(2 +e™)dx J‘6x72 dx + J‘ezx dx

= 6-Ix_2dx + Iezxdx
2x

— 6.1 21
=6 X +5e

-1 2
= —6x +1e”

hvor vi 1 ferste lighedstegn har benyttet s&tning 6b). I andet lighedstegn er satning 6a)
benyttet. I tredje lighedstegn er skemaet fra forrige side benyttet.

Eksempel 8
Bestem den stamfunktion til f(x) = x-exp(2x)+1, hvis graf gar igennem punktet (0,1).

Losning: Her kunne man méske f& den id¢ at satning 6a) og s@tte x udenfor integralteg-
net, men den gér ikke! Det er kun konstanter, der kan sattes udenfor integraltegnet. Der-
for er de verktojer vi har i kraft af s@tning 6 og skemaet med standardfunktioner ikke
tilstreekkeligt her. Derfor benytter vi CAS-verktojet Maple til at lase problemet. Forkla-
ringer fremgar af lesningen.
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restart

2X 2X
xe~ e
2 4
som er en stamfunktion. For at finde den stamfunktion, hvis graf passerer igennem (0,1)
laegger vi en arbitreer konstant £ til ovenstaende og kalder funktionen F(x). At grafen

passerer igennem (0,1) oversattes til #(0) = 1. Derefter loses med hensyn til £ :

J(x-exp(2 x)+1)dx=x+

ez 25
F(x) =x+- > T2 T
solve(F(0) =1, k) = %
Den sogte stamfunktion er altsa F(x) =x + Y;i = e:\' -+ %

3. Sammenhangen mellem areal og stamfunktion

I dette afsnit skal vi bevise en meget vigtig s@tning, som implicerer at man kan beregne
arealer under grafen for en funktion f'ved hjelp af en stamfunktion til /. Det er umiddelbart
en meget overraskende egenskab at integraler kan bruges til arealberegning. Vi vil ikke
gé ind 1 nogen diskussion af hvilke egenskaber man skal stille til funktioner for at man
overhovedet kan tale om at grafen for funktionen begranser et areal, blot navne at kon-
tinuitet er en tilstreekkelig egenskab!

Definition 9 (Arealfunktion)

Givet en kontinuert funktion f; som er ikke-negativ i et interval [a,b]. Med arealfunk-
tionen vil vi mene den funktion A(x), som angiver arealet under grafen, ned til x-
aksen, fra a til x.

areal A(x)

v

@ g g
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Eksempel 10

Det er ikke normalt at begynde at regne pa konkrete arealfunktioner. Vi skal egentligt kun
bruge begrebet arealfunktion til at bevise den vigtige sa@tning 11 nedenfor. For rigtigt at
forstd, hvad en arealfunktion er, er det imidlertid hensigtsmaessigt at kigge pa et enkelt
konkret eksempel. Lad os sige, at vi har givet funktionen f(x)=1,5x,0gat a=0.Den
tilherende arealfunktion skal angive arealet af det grenne omrade pé figuren nedenfor.
Arealet af en trekant er som bekendt 4 =1-/4-g. Grundlinjen g er lig med x og hejden
er ligmed f(x),som herer 1,5x . Derfor far vi folgende udtryk for arealfunktionen som
funktion af x:

A

Ax) = Lox-f(x) = L-x-1,5x = 0,75%°

For ethvert x har vi dermed et udtryk for arealet under
grafen fra 0 til x. Lad os for sjov skyld preve at diffe-
rentiere arealfunktionen:

@) .

A(x) = (0,75x2) = 2.0,75x*" = 1,5x ‘\é\arealA(x)

Vi far saledes at A'(x) = f(x). Det er ikke nogen til- ]
feeldighed! Vi skal vise, at dette gaelder for enhver kon- 0 P

tinuert og ikke-negativ funktion defineret pa et interval
[a,b].

v

Betingelsen at f'skal vere kontinuert sikrer som navnt, at man i det hele taget kan tale
om, at grafen begranser et areal. Med betingelsen at funktionen skal vaere ikke-negativ
sikrer vi os desuden, at grafen ikke raekker ned under x-aksen. Vi er nu klar til at bevise
folgende meget smukke egenskab for arealfunktionen:

Sezetning 11

Lad f vare en funktion, som er kontinuert og ikke-negativ i intervallet [a,b]. Da er
den tilhgrende arealfunktion differentiabel med den afledede f(x), dvs.

(7 A'(x) = f(x)

for alle x €]a,b[. Arealfunktionen er altsd en stamfunktion til f(x).

Bevis: Vi skal helt tilbage til definitionen af differentiabilitet. Vi skal have kigget pa dif-
ferenskvotienten for arealfunktionen:

A AQxy+h) = A(xy)

(8) P P

Det kan virke som en umulig opgave at sige noget om denne differenskvotient, da vi ikke
ved hvilken funktion, der er tale om. Det viser sig imidlertid, at vi kan vurdere sterrelsen
nedadtil og opadtil ved at kigge pa arealer pa figurerne herunder.
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areal A(x,)

A 4

S (xgth)
Jxp)

Telleren i differenskvotienten A4 = A(x,+h)— A(x,) kan tolkes som arealet af det bla
omrade gverst til hgjre, minus arealet af det gronne omrade everst til venstre. Det er ind-
lysende, at denne differens er lig med arealet af den gule strimmel nederst i midten. Vi
skal have vurderet arealet af dette omrdde. Her gor vi lige en ekstra antagelse om vores
funktion £, nemlig at den er voksende. Det kan vises at s@tningen gaelder selv uden denne
betingelse, men beviset bliver mere medgerlig, hvis vi ger antagelsen. Det betyder nemlig
at vi kan sige folgende (overvej!):

9) Arealet af cABCD < Arealet af den gule strimmel < Arealet af o AEFD

Rektangel ABCD har bredden 4 og hejden f(x,) og dermed arealet f(x,)-h. Tilsva-
rende for arealet af rektangel AEFD. (9) kan dermed omskrives til:

(10) F(xg)h < AA < f(xy+h)-h

Allerede pé tegningerne har vi stiltiende antaget at tilvaeksten 4 > 0. Lad os fortsatte med
denne antagelse. Vi vil nemlig dividere alle storrelserne i uligheden med /4. Nar man di-
viderer med et positivt tal, bevares ulighedstegnene:
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SOo)h _ AL _ [+ h)h
h h h

(1D g

AA

S(x)< o < fxo+h)

Det sidste trin i tretrinsreglen bestér i at undersege om differenskvotienten A4/h har en
greenseverdi for #— 0. Vi har med (11) faet klemt differenskvotienten inde mellem to
storrelser. Det ville ikke veare brugbart, hvis det ikke var fordi begge disse storrelser
narmer sig til det samme tal! Funktionen f er antaget kontinuert, hvilket betyder:

(12) Sf(xy+h)—> f(x,) for h—>0

Venstresiden i uligheden (11) athanger ikke af 4, sd den er fast, uanset hvad /4 er. Ifolge
(12) nermer hejresiden sig ogsé til f(x,). Dermed er differenskvotienten, der ligger
imellem, tvunget til at nerme sig til det samme tal for # — 0. Altsa har vi:

(13) %—n’(xo) for h— 0"

A
h

fi+h) -
f(xo) .

Hele idéen kan opsummeres i et billede af en burger, der klapper sammen: Overbollen
reprasenterer f(x,+#4), underbollen reprasenterer f(x,), mens selve beffen, som vi
gerne vil vide noget om, ligger imellem de to. Overbollen narmer sig til underbollen.
Boffen ma nedvendigvis folge med. Altsd narmer boffen sig ogsé til underbollen! Vi

mangler i princippet at overveje tilfeldet hvor tilvaeksten / er negativ og narmer sig til 0
fra venstre. Det overlades til laeseren at vise, at differenskvotienten 1 dette tilfeelde har
samme grensevaerdi (se ovelse 12). Vi har dermed at (13) ikke blot galder for 7 — 0",
men for 4 — 0 generelt. Da differenskvotienten saledes har en graensevardi for 7 — 0,
er arealfunktionen A(x) differentiabel i x, med differentialkvotient A'(x,) = f(x,). Det
enskede er dermed vist.

Ovelse 12

Overvej hvordan figurerne i beviset for satning 3 skal @ndres for at tage hejde for tilfzl-
det med en negativ tilveekst 4. Vis herefter at Ad/h — f(x,) for h—>0".

Hjeelp: Vis eventuelt, ved at betragte arealer igen, at man kan opstille folgende ulighed:
S +h)-(=h) < =A4d< f(x)-(=h).
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Definition 13 (Bestemt integral)

Lad f'vaere en funktion, der er kontinuert i et interval [a,b] og har stamfunktionen F.
Ved det bestemte integral af f1 [a,b] forstas tallet F(b)— F(a). Man skriver:

(14) [\ r@dx = [F@], = F&)-F(a)

Bemzerkning 14

Det skal bemarkes, at (14) er veldefineret, dvs. at det tal man far frem, er uafhengig af
valget af stamfunktion. Lad os sige, at G(x) = F(x)+k er en anden stamfunktion.

(15)  G(b)—G(a)=(F(b)+k)~(F(a)+k)=F(b)+k—F(a)—k = F(b)—F(a)

Det viser at differensen giver det det samme uanset hvilket stamfunktion, man vealger.
Arsagen hertil er naturligvis, at konstanten gir ud i beregningerne!

Saetning 15

Lad f'vere en funktion, som er kontinuert og ikke-negativ i intervallet [a,b]. Da har
punktmaengden M, der ligger mellem grafen for f og x-aksen fra x=a til x=5, et
areal, som er lig med det bestemte integral:

b
Areal(M) = j F(x)dx

Bevis: Ifolge setning 11 er arealfunktionen en stamfunktion til /. Ifolge bemarkning 14
er det ligegyldig hvilken stamfunktion vi vaelger, nar vi skal udregne det bestemte inte-
gral. Dermed kan vi som stamfunktion lige sa godt valge arealfunktionen for f.

b
(16) _[f(x) dx = [A(x)]z = A(b)— A(a) = A(b) — 0 = A(b) = det sagte areal

Her har vi brugt at 4(a) =0, som det fremgar af figuren side 12. Samme figur viser ogsa
at A(b) er det sogte areal.

Eksempel 16

Givet funktionen f(x)=—-x*+x+2. Bestem arealet af det omrade M, som er begranset
af grafen for f og x-aksen.

Losning: Det er en god id¢ altid at tegne grafen. Herved fir man en idé om hvad man skal
gore og hvor det sogte omrade ligger. Det er angivet med gront pa figuren.
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LA

For det forste mangler vi at bestemme de steder grafen skarer x-aksen. Det sker ved at
lose ligningen f'(x)=0<> —x” +x+2=0. Der er her tale om en andengradsligning, som
vi har formler til at lese. Vi vil ikke gé i detaljer med det her, blot nevne at losningerne
er x=-1 og x=2.0Opgaven gér altsd ud pa at integrere funktionen fra -1 til 2. Opgaven
er ikke mere kompliceret, end at vi godt kan lese den manuelt:

[
= (4224127 42:2) (=L (-1 + 4 (-1 +2+(-D))
= (-4-8+4-442:2)—(-1-(-D+1-142:(-D))
= (—§+2+4)—(%+‘—2)
=-342+44-1-142
= 41

Forklaring: Man finder stamfunktionen til integranden ved brug af se@tning 6. Forst ind-
settes den ovre graense pd x’s plads i1 stamfunktionen. Resultatet anbringes 1 parentes.
Dernest indsattes den nedre greense i stamfunktionen og anbringes i parentes. De to pa-
renteser treekkes fra hinanden. Situationen er i princippet simpel, men man skal holde
tungen lige i munden for ikke at lave fortegnsfejl undervejs. Svaret pd 41 er eksakt. Som
en kontrol kan man forsege at lave et overslag over arealet af omrddet ved at telle tern.
Bemaerk at hvert tern har bredden Y%, sa arealet af et tern er Y.

Saetning 17

Lad f og g vaere to funktioner, der er kontinuerte i et interval [a,b] og opfylder at
f(x)> g(x) for alle x i intervallet. Da har punktmangden M, der ligger mellem de to
grafer fra x =a til x =5 et areal givet ved folgende:

Arcal(M) = jb( 1) —g(x))dx

Bevis: Det er indlysende, at hvis bade f og g er ikke-negative 1 det pageldende interval,
sa er s@tningen rigtig, for da kan satning 15 straks bruges pé hver af funktionerne og det
sogte areal imellem graferne er da netop arealet under grafen for f minus arealet under
grafen for g. Setning 17 gelder imidlertid ogsa uden antagelsen om at funktionerne er
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ikke-negative. For at bevise s@tningen 1 dette tilfelde mé vi udfere et lille trick. En kon-
tinuert funktion pa et lukket interval har en mindsteverdi. Lad os kalde den numeriske
veerdi af mindsteverdien for g(x) iintervallet [a,b] for k. Hvis vi nu laeegger £ til hver af
funktionerne, s far vi haevet graferne op, sa de ligger pé eller over x-aksen, og sd kan vi
pludselig bruge s@tning 15.

Ij(f(X)—g(X))dx = _[:(f(X)—g(x)+k—k)dx

b
(17) = [((F)+)=(g(x)+k))dx
= Areal(M,)
= Areal(M)

Forklaring: I forste lighedstegn har vi lagt k& til og trukket £ fra integranden, hvilket ikke
@ndrer noget. I andet lighedstegn har vi omskrevet en smule. I tredje lighedstegn har vi
brugt setning 15, da f(x)+k og g(x)+k nu er ikke-negative. I fjerde lighedstegn har
vi brugt, at de to punktmangder er parallelforskudt i forhold til hinanden og derfor har
samme areal. Det enskede er dermed vist.

y y
A

»
>

Eksempel 18

Givet funktionerne f(x)=In(x) og g(x)=x*—6x+6. Bestem arealet mellem graferne
1 intervallet [2,4].

Losning: Af graferne pa naste side ser vi, at f(x) > g(x) idet pdgeldende interval. Der-
for kan satning 17 benyttes. Opgaven kan passende lgses med et CAS-vaerktej. Her gor
vi det 1 Maple.



© Erik Vestergaard — www.matematikfysik.dk 17

restart

flx) == In(x) :

g(x) = & —6x+6:
4

10 at 10 digits
J (flx) —g(x))dc=61n(2) + T—>7.492216417

5

-

Sa arealet mellem graferne i intervallet [2, 4] er 7.49.

O

Hvis grafen for en funktion ligger helt under x-aksen i intervallet [a,b], sa er arealet
mellem grafen og x-aksen i1 det pagaldende interval lig med minus det bestemte integral
i intervallet. Dette fremgér af setning 17: I intervallet [a,b] er punktmangden M begran-
set af grafen for den funktion, som er 0 i hele intervallet samt f'(x).

(18) Areal(M) = L”(o- £(x))dx = j”— f(x)dx = — jb f(x)dx

y

A

Hvis man har en funktion, hvis graf ligger henholdsvis over og under x-aksen og skal
bestemme det areal, som ligger mellem grafen for f'og x-aksen, s& ma man dele problemet
op i ”bidder”. Det kan passende gores via den sakaldte indskudsregel, som umiddelbart
virker ret indlysende, men er ganske nyttig.
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Seetning 19 (Indskudsreglen m.m.)

Lad f'vare en funktion, som er kontinuert i et interval / og lad a,b,c € I . Da galder:

a) [ f@dx = j" S@dx + [ f(x)d

b) ['/(dx = - jb () dx

Bevis: Indskudsreglen a) bevises nemt ved hjelp af definition 13. Lad os regne pa hojre-
siden i identiteten:

jb f@dx + [ f(x)dx = (F(b)=F(a))+(F(c)-F(b))
= F(b)~ F(a)+ F(c)— F(b)
(19) = F(c)-F(a)

= [ r(dx
b) vises lige sd nemt:
(20) [ 7(0dx = F(a)-F(b) = ~(F)-F(@) = [ f(x)dx

Det bemarkes at s@tning 19 holder uanset storrelserne af tallene a, b og c!
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4. Anvendelser af integralregning

Hvis man kigger i matematikboger, der bliver anvendt i studier sdsom matematik, fysik,
kemi, ingeniervidenskab og ekonomi, vil man ofte se den fyldt med integraltegn. Ja selv
1 biologi steder man pa integralregning. Det skyldes at disciplinen integralregning er sa
kraftigt et vaerktoj, at det finder anvendelse 1 s mange sammenhange. Vi skal kigge pa
et par anvendelser i dette afsnit. Men forst skal vi lige indfere begrebet middelsum.

Seetning 20 (Middelsum)

Lad f'vere en funktion, som er kontinuert pé det lukkede interval [a,b]. Lad endvidere
dette interval vaere inddelt i n lige store delintervaller, som dermed hver har en bredde
pd Ax=(b—a)/n. Lad x, vere et vilkdrligt punkt i det forste delinterval, x, et vil-
karligt punkt 1 det andet delinterval, etc. Da kaldes summen

S F()-Ax = £(x)-Axt £(5) Ax+...+ £(x,)- Ax
i=1

for en middelsum for funktionen f'pa intervallet [a,b].

Lad os prove at fa en fornemmelse for situationen i tilfaeldet med en kontinuert, ikke-
negativ funktion. Vi tegner grafen for f og tegner desuden en reekke rektangler: Det forste
rektangel gar i x-aksens retning fra venstre endepunkt til hejre endepunkt af det forste
delinterval og tegnes med en hegjde pd f(x;) op fra x-aksen. Rektanglet har dermed et
areal pd f(x,)-Ax. I det naste delinterval gentages proceduren: Det andet rektangel gar
1 x-aksens retning fra venstre til hgjre endepunkt af det andet delinterval og tegnes med
en hojde pd f(x,) . Dette rektangel har dermed arealet f(x,)-Ax. Man fortsatter indtil
man har vaeret igennem alle delintervallerne. Situationen ses pa figuren herunder.

Yy

4 &)
— | T
v N
- N

J(x) 7
-

Vas
J(x)

ax, x, b
—t—

Ax Ax

Det er indlysende, at middelsummen for funktionen i dette tilfeelde er lig med summen af
arealerne af rektanglerne. Det er heller ikke overraskende, at nar bredden af delinterval-
lerne gar mod 0, sa vil summen af arealerne af rektanglerne narme sig til arealet under
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grafen. Det kan ogsa udtrykkes ved, at middelsummen naermer sig til det bestemte integral
fra a til b, nar Ax — 0. Dette resultat kan vises ogsé at gaelde for kontinuerte funktioner,
som evt. er negative i nogle punkter:

Sezetning 21

Lad f'vere en funktion, som er kontinuert pa det lukkede interval [a,b]. Da haves at
en middelsum narmer sig til det bestemte integral fra a til b, ndr Ax —> 0:

i=1

n b
Zf(x,-)Ax — jf(x)dx for Ax >0

Eksempel 22 (Hastighed og streekning 1 fysisk bevagelse)

De fleste kan regne ud, at hvis man cykler en tur til Tyskland og kerer med en fast has-
tighed pd 25 km/t 1 2 timer, s& har man 1 alt kert 25km/t- 2 timer = 50km . Man kan ogsa
betragte situationen grafisk ved at afbilde tiden 7 henad 1. aksen og farten v op ad 2. aksen.
Da fés grafen vi ser pa figuren nedenfor til venstre. Den tilbagelagte straekning svarer da
til arealet af rektanglet under den vandrette (¢,v)-graf. Et narliggende spergsmal er nu,
hvad man ger, nar hastigheden ikke er fast, men derimod varierer? Man kunne forestille
sig, at man delte tidsintervallet [t t ] op i en r&ekke delintervaller, hver af lengden

start > " slut
At , hvori man med god tilnermelse kan betragte hastigheden som konstant.

v (km/t)
A A V(t)

. v(t) 74 *x

» t (timer B
( ) toat, t, t, t, t bttt t
—

At

start slut

I hvert af disse smé delintervaller ville en tiln@ermet verdi for den tilbagelagte straekning
da kunne beregnes pa den simple made som arealet af rektanglet, der har A¢ og den kon-
stante fart som sideleengder. Situationen er vist pa den hejre figur. Summen af arealerne
af de tynde rektangler er en tilnaermelse til den tilbagelagte strekning. Forfiner man ind-



© Erik Vestergaard — www.matematikfysik.dk 21

delingen af tidsintervallet, sa delintervallerne bliver mindre og mindre, sa vil strekningen
1 greensen blive eksakt lig med arealet under (¢,v)-grafen.

Lsput
21) tilbagelagt straekning = j v(¢)dt

Lgart
Det skal dog siges, at vi her stiltiende har forudsat, at cyklistens hastighed i hele tidsinter-
vallet har vaeret storre end eller lig med 0, dvs. at cyklisten ikke cykler tilbage. I fysik
lader man normalt funktionen s(¢) betegne positionen eller stedfunktionen til tidspunktet
t, forstdet pa den méde, at vi teenker os lagt et médlebdnd ud langs ruten. Vi har tidligere
indenfor differentialregningen vist, at hvis man differentierer stedfunktionen, sa far man
hastighedsfunktionen: s'(¢) = v(¢). Med andre ord: s(¢) er en stamfunktion til v(¢). Der-
med har vi:

Lque

(22) [ vnydr = [sOT" = s(tgu) = 5(ga)

lsmn

Hvis man integrerer hastigheden fra r =1, til t =1,
til tiden #,,, minus cyklens position til tiden 7, ,
varet storre end eller lig med 0, sd er det jo det samme som den kerte strekning, 1 fin

sa far man altsé cyklens position
. Har hastigheden under hele bevagelsen

overensstemmelse med (21).
Lad os kigge pé et konkret eksempel pa en bevegelse. Nogle bevegelser kan tilskrives

en smuk hastighedsfunktion, for eksempel det frie fald. Vi vil dog kigge pa et eksempel,
hvor en cyklist med passende mellemrum har noteret sin hastighed op.

t (sek) v (m/s)

0 6,0
15 6,4
30 7,3
60 8,1

120 9,2
180 10,0
240 10,5
300 11,0
360 11,2
420 11,0
480 10,6
540 9,4
600 8,5

I dette praktiske tilfeelde er der ikke nogen smuk formel for hastighedsfunktionen — man
kender den i @vrigt kun hastigheden til et endelig antal tidspunkter. Derfor kan vi aldrig
4 en eksakt verdi for den kerte strekning, kun et estimat. En mulig fremgangsmade er
at plotte data ind i en (z,v)-graf og forsege at lave et fit med en eller anden funktion. Det
er ikke altid lige nemt at nemt at fi et fit til at passe tilstreekkeligt godt og méske er man
nedt til at dele problemet op i delintervaller. P4 naste side er problemet lost i CAS-
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programmet Maple, hvor der er foretaget et fit med et polynomium af 2. grad. Vi ser at
grafen for andengradspolynomiet tilneermer hastighedsdata ret pant. Derefter integreres
hastighedsfunktionen fra starttidspunkt til sluttidspunkt. Det giver godt 5900 meter.

restart

with(Gym) :

X = [0, 15, 30, 60, 120, 180, 240, 300, 360, 420, 480, 540, 600] :
Y=16.0,64,73,8.1,9.2,10.0,10.5,11.0, 11.2, 11.0, 10.6, 9.4, 8.5] :
PolyReg(X, ¥, 2, view=1[0..600,0..12])

Ksadratisk regression
y=-0.000041768 ** + 0.028787 x + 6.2187.
Forldaringsgrad R = 0.98911

0 100 200 300 400 500 600
x

PolvReg(X, ¥, 2. 1) =

-0.0000417678626789427 7 + 0.0287874777379994 ¢ + 6.21870257576310
assign to a name
v(2)
600

J v(#) dr=15905.681425
0
S et estimat af den tilbagelagte straekning er godt 5900 meter.

Eksempel 23 (Normalfordelingen)

Sandsynlighedsregningen er et andet omrade, hvor man steder pa integraler. Vi skal i
denne forbindelse kigge pa den mest benyttede fordeling overhovedet, nemlig normalfor-
delingen. Det viser sig, at der er rigtig mange data fra den virkelige verden, som adlyder
denne fordeling. Normalfordelingen er specificeret ved to parametre, nemlig en middel-
veerdi | samt en spredning . Pé figuren nedenfor er den sakaldte teethedsfunktion for
normalfordelingen med middelverdi 3 og spredning 0,8 afbildet.
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

0
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Taethedsfunktionen er symmetrisk omkring middelvardien og grafen kaldes ofte for en
klokkekurve, fordi den ligner en klokke. Los sagt kan man sige at klokkens bredde er
styret af spredningen . Man kan vise, at hvis man gar spredningen til hver side fra mid-
delvaerdien, sa vil ca. 68,3% af data ligge indenfor dette omrdde. Omradet er markeret
med grent pa figuren. Tathedsfunktionen skal forstés pd den mide, at i de omrader, hvor
funktionsvardierne er hgje, er det mere sandsynligt at finde data end i omrader hvor funk-
tionsvaerdierne er lave. Helt pracist s kan man finde sandsynligheden for at finde de
normalfordelte data 1 et givet interval [a,b] ved at udregne integralet af taethedsfunk-
tionen fra a til b. Det betyder naturligvis, at hvis man integrerer fra —oo til oo, sa giver
det 1 svarende til 100% sandsynlighed for at finde data 1 hele omradet:

23) P(asXsb):i ! _l(x%‘ujdx ogT ! -e_%{%jdle

‘e
V216 2 2o

Der er en lang raekke eksempler fra det virkelige liv, hvor man har erfaringer for at data
tilneermelsesvist er normalfordelte. Nar man producerer komponenter i industrien, sa fal-
der komponenterne ikke altid ens ud, selv om det er intentionen. De kan méske have lidt
forskellig vaegt eller lidt forskellig leengde. Nar flere sma tilfeldige og indbyrdes uaf-
hangige effekter er til stede i en produktionsproces, s& har man praktisk erfaring for, at
produkterne tilnermelsesvist folger en normalfordeling pa en eller flere punkter. Dette er
ogsd underbygget teoretisk gennem den sékaldte centrale greenseveerdiscetning, der er for
kompliceret til at blive omtalt yderligere her.

Et eksempel pé problematikken kan vare pafyldning
af maelk pa melkekartoner. Hvis man bagefter gor
op, hvor meget malk, der precist er i hver karton, sa
vil man se, at det ikke helt er det samme. I nogle kar-
toner er der maske 997 ml, i andre maske 1009 ml,
etc. Telles der op, hvor mange kartoner, der er med
hver antal ml, og er der tilstreekkeligt mange karto-
ner, sd vil man formentligt ende med en tilneermel-
sesvist normalfordeling — en klokkekurve, hvor de
fleste fordeler sig omkring en middelvardi og sa af-
tager kraftigt, jo leengere man er fra middelvardien.
Det ved ingeniererne i industrien. Man kan eventuelt
reducere spredningen ved at indfere mere nojagtige
maskiner, og i tilfeeldet med maelk kan det vaere ned-
vendigt at indstille maskinen, s& middelverdien er lidt over de 1000 ml malk, sd det er
sjeldent, at indholdet er under de 1000 ml, som reglerne foreskriver.

Der er mange andre tilfelde, hvor normalfordelingen dukker op, for eksempel er intelli-
genskvotienter 1 befolkningen normalfordelte. En anden er mandlige vernepligtiges hoj-
de ved session. Vi skal se nermere pa sidstnevnte. Ved at analysere hgjderne af 13427
varnepligtige 1 Danmark fra andet halvir af 2006 kan man konkludere, at soldaternes
hejde med meget stor ngjagtighed folger en normalfordeling med middelveaerdi 180,1 cm
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og spredning 6,81 cm. Med disse oplysninger kan besvare en masse sporgsmaél, for ek-

sempel:

a)
b)
©)
d)
e)

Hvor mange procent af de vernepligtige mand har en hejde pa under 170 cm?
Hvor mange procent har en hgjde pd mellem 175 cm og 180 cm?

Hvor mange procent har en hgjde p4 mindst 200 cm?

Hvad kan man sige om de 10% hgjeste vernepligtige mand?

Hvor mange procent har en hgjde pd netop 180 cm?

For at besvare speargsmalene skal vi have fat i integralet i (23). I forste spergsmaél integre-

rer vi fra —oo til 170 (enheden underforstaet):

a)

b)

d)

170
1

P(x<170) = |

e(Tu] dx = 0,0690
21 -0

Knap 7% af de vaernepligtige maend har altsé en hejde under 170 cm.

P(175< X <185) = T (x"u] dx = 0,53713

175\/%0

Omtrent 53,7% af de vernepligtige mand har en hgjde mellem 175 og 185 cm.

P(X >200) = T L. (u] dx = 0,00017

200 \/E'G

Knap 2 promille har altsa en hejde pa mindst 200 cm.

Dette sporgsmaél er lidt svaerere at lose, da vi ikke kender greensen. Opgaven kan dog
loses ved at opstille en ligning, hvor den ubekendte er greensen a :

o0

[ oo

a

[" Hj dx = 0,10

I Maple kan det loses simpelt ved at skrive en so/ve-kommando. Der foregir dog et
meget stort internt regnearbejde, sa det tager et antal sekunder at foretage beregnin-
gen athaengig, hvor kraftig en computer man har. Kaldet af pakken RealDomain
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nedenfor er ikke nedvendig, men den gor, at man undgér at skulle lede efter den reelle

losning blandt en hel masse komplekse losninger.

restart
with(RealDomain) :
= 180.1: o= 6.81:

V2IT-G

a

® 1 fx—
J1 1 2 o
solve —e

2

dc=0.1,a

188.8273661

Problematikken med arealer kan illustreres ved folgende figur:

10%

150 160 170 180

» hgjde (cm)
‘190 200 210

188,83

e) Egentligt er dette spargsmal ikke tilladeligt at stille, nar vi som her har at gore med

en kontinuert fordeling. Der er nemlig uendelig lille sandsynlighed for at en person
har hgjden eksakt 180 cm. Han kunne lige sa godt veere 180,001 cm, og sa ville han

jo ikke skulle telles med. Men der diskretiseres ofte 1 praksis, og sessionslaegen an-

giver kun hejden 1 hele cm. Hvis man derfor med netop 180 cm mener at hgjden
ligger mellem 179,5 cm og 180,5 cm, sa kan spergsmalet besvares efter samme me-

tode som b), og det giver 5,9%.

NB! Svarene pa spergsmalene a) til d) er besvaret ud fra den forstielse at hgjderne regnes
med kommatal. En person med hejden 180,4 cm har altsa hejden 180,4 cm ikke afrundet
til 180 cm! Desuden skal det lige navnes, at der findes diverse indbyggede funktioner i
for eksempel Maple, som gor at man kan lese opgaver med normalfordelingen pé en snild

mdde. Da temaet er integraler her, holder vi os dog til ovenstdende mader at lose det pa!

O
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5. Omdrejningslegemer

Vi skal kigge pa en meget nyttig anvendelse af integralregning, nemlig til at bestemme
rumfanget af nogle serlige tredimensionale figurer, nemlig de sdkaldte omdrejningslege-
mer. Med et omdrejningslegeme menes en figur, som fremkommer ved at rotere grafen
for en funktion f'1 alt 360° grader om en linje. Vi skal specielt kigge pad dem, der frem-
kommer ved at rotere grafen for f omkring x-aksen.

Tegningen ovenfor viser et sddant. Det er ret klart, at man kan tilneerme omdrejningsle-
gemet med en raekke pd 1 alt n cylindriske skiver, der tenkes liggende stablet langs x-
aksen, hver med en tykkelse, som er givet ved Ax =(b—a)/n. I det i'te delinterval langs
x-aksen velges et vilkérligt punkt x;. Funktionsverdien 1 dette punkt er f(x;) og det
bliver radius i den i'te skive. Da rumfanget for en cylinder med radius » og hejde % er
n-r*-h, fas folgende udtryk for summen af cylindernes volumener:

(24) Zn:n-(f(xi))z - Ax
i=1

Nér Ax — 0 vil dette udtryk nerme sig til det segte rumfang V' for omdrejningslegemet.
Samtidigt har vi, at (24) er en middelsum for funktionen g(x)=m- ( f (x))2 . Derfor har vi
ifolge setning 21 folgende:

Seetning 24

Lad f vere en funktion, som er kontinuert pd det lukkede interval [a,b]. Nar den

punktmengde, som i intervallet [a,b] er begraenset af grafen for ' og x-aksen, drejes

360 grader omkring x-aksen, sa fremkommer et omdrejningslegeme med rumfanget:
b

Vo= Tc-J.(f(x))zdx

a

NB! Det bemerkes, at der her ikke er nogen betingelse om, at f'skal vere ikke-negativ!
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Eksempel 25 (Rumfang af kugle)

Et smukt eksempel pa brug af formlen i setning 24 fés ved at dreje en halvcirkel 360°
omkring x-aksen. Den derved fremkomne punktmangde er en kugle! Vi ved at ligningen
for en cirkel med radius » og centrum i (0,0) er x* + y* =*. Hvis vi isolerer y i denne
ligning, far vi y =~/r* —x* , hvor vi kun valger den positive del.

, A
2
V = Tc‘[(f(x)) dx 109

r 2
=T rz—xz) dx B

J r
:njr—xzdx —r x 7>
- n.[ﬁ.x_l.,g]i
= 7'['%‘1"3—(—7[‘%‘7'3
= %-n-’/‘:;

Husk her, at 7> er en konstant, hvorfor dens stamfunktion er r2 - x . Vi har dermed bevist
formlen for kuglens rumfang, som vi sé ofte for har benyttet!

Eksempel 26 (Rumfang af kegle)

En velkendt formel for en kegles rumfang er V' =1-%- 4, hvor & er keglens hojde og 4 er
keglens grundfladeareal. Hvis  er radius i grundcirklen, sa er 4=m-r*. Dermed skal vi
vise,at V' =1-h-7- r*. Det er heldigvis let at vise, for en kegle er et omdrejningslegeme,
som fas ved at dreje en ret linje omkring x-aksen. Som det fremgéar af figuren nedenfor,
er forskriften for den lineere funktion f(x)=r/h-x (bemerk, at linjen gir igennem
punkterne (0,0) og (h,7)). Det giver folgende:

h h 2 y f(x)ZL-x
2 r A h
V =n- dx = w-|| —- d

‘([(f(X)) x =1 ‘!(h xj X

ho2 2 h
= n-J‘—z-xzdx =n— x2dx r

0 0

2 2 > X

_nr 1.3 h mr 123 h
R [3 * Jo 2 h
= %-h-n-rz

hvorved det onskede er vist.
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6. Et svaerere eksempel

Vi skal betragte et lidt vanskeligere eksempel pa anvendelse af integralregning. I dette
eksempel er det hensigtsmaessigt at dele op 1 cirkulare ringe i stedet for i strimler.

Eksempel 27

P& en cirkuler ede o bor en raekke indfedte, som antages jevnt fordelt over @ens areal.
Hver dag skal indbyggerne bevage sig ind til gens midte for at hente vand fra eens eneste
brend. Spergsmalet er hvor langt indbyggerne i gennemsnit ma beveage sig for at na
brenden? Qens radius er 6 km.

Overvejelser:

Det er forholdsvist oplagt, at svaret ma vaere mere end halvdelen af radius, fordi der er
flere indbyggere pé de yderste 3 km af gen, end pé de inderste 3 km. Mere kan man ikke
umiddelbart sige. Hvis problemet bare havde veret af diskret natur, havde det varet ret
nemt: hvis der for eksempel havde veret 5 personer, som boede 4 km fra brenden, 10
personer i afstanden 2 km og 5 personer i afstanden 3 km, sd kunne man fa svaret ved at

udregne det vaegtede gennemsnit af afstandene: 2 -4km+13-2km+=5-5km =3,25km.

Areal = 2mx; - Ax

Losning:

Ovenstaende id¢ vil vi imidlertid fere videre til det kontinuerte problem: Vi inddeler oen
i nogle smalle ringe, hvorom vi kan sige, at folk, der bor heri, alle har omtrent den samme
afstand til brenden i oens centrum. Lad os sige, at afstanden for den i’te ring er x;, som
vist pa figuren. Afstanden skal vaegtes med den brekdel, som ringens areal udger af hele
cirklens areal. Ringens areal er (omtrent) lig med omkredsen gange med tykkelsen, dvs.
2mx; - Ax , mens hele skiven med radius R har et areal pd 7 R”. Den omtalte brokdel er
derfor:

ringens areal  2mx;cAx 1

Arealbrekdel = = —2xAx
R

hele skivens areal n- R?

For at fa en tilneermet verdi for gennemsnitsafstanden X for en gboer, summerer vi over
alle ringene, idet vi vegter afstandene med de tilherende arealbrekdele:
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X = i {Afstand fra i'te ring} . {i'te rings arealbmkdel} ~ ixl. % 2x; Ax

i=1 i=1

Den ubeviste péstand er nu, at hvis man lader inddelingerne blive finere og finere, sa
na&rmer summen sig til et integral og at svaret bliver eksakt:

R R
X = I x'L'Zx dx = lj x’dx = i[lque = i.lR3 = 2R

Den gennemsnitlige afstand indtil eens centrum er altsa 2 af gens radius, altsa 4 km.
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Appendiks A

I seetning 6 blev prasenteret nogle integrationsregneregler. I dette afsnit skal vi kigge pa
en anden regel, som gar under navnet integration ved substitution. Grunden til, at den er
henvist til et appendiks er, at de ikke laengere bliver omtalt pa alle niveauer 1 gymnasiet.

Seetning A1 (Integration ved substitution)

Lad fvere en kontinuert funktion. Lad desuden g vaere en funktion, der er differen-
tiabel med kontinuert afledet g’. Da gaelder

(1) If (g(x))-g'(x)dx = F(g(x))

hvor F er en stamfunktion til f.

Bevis: Som tilfeldet var i setning 6, vil vi bevise satningen ved at differentiere hojresiden
og konstatere at det giver integranden pé venstre side. Vi skal naturligvis gere brug af en
differentiationsregel, her reglen for hvordan man differentierer en sammensat funktion.
Den indre funktion er g(x), mens den ydre funktion er F(y). Man differentierer da den
sammensatte funktion ved at differentiere den ydre funktion og satte den indre funktion
ind samt gange med den indre funktion differentieret:

2) (F(g() = F'(g(x)-g'(x) = f(g(x)-g'(x)

hvilket beviser det gnskede.

Bemaerkning A2

Vi kan omformulere s@tning A1 lidt til:

(3) [ f(g())-g'xrydx = F(t) = [ f()ar

hvor ¢ = g(x) . Denne skrivemdde legger bedre op til den made, vi vil teenke 1 konkrete
opgaver, hvor vi skal integrere ved substitution. Vi skal se et par eksempler.

Eksempel A3

Vi ensker at udregne det ubestemte integral
[ cos(2x—3)dx

Vi kan hverken bruge tabellen med de kendte stamfunktioner pé side 8 direkte eller bruge
nogle af regnereglerne fra setning 6. Vi har at gere med en sammensat funktion! Idéen
er nu, at vi — for at kunne bruge s@tning A1 — gerne vil have integranden cos(2x—3) til
at svare til udtrykket f(g(x))-g'(x) for to funktioner f og g. Typisk satter man “pro-
blembarnet” lig med den indre funktion: Her er det g(x) = 2x—3. Differentialkvotienten
for denne er g'(x)=2. Dermed passer det, hvis vi satter f(¢)=1-cos(f):
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f(g(x))-g'(x) = +-cos(2x—3)-2 = cos(2x—3)

Ifolge (3) har vi derfor:

(4) [cos(2x=3)dx = [L-cos(t)dt = L-sin(t) = L-sin(2x—3)

hvor vi 1 sidste trin er vendt tilbage til den variable x. Den lidt bagvendte metode, som
netop er beskrevet, kan virke underlig for nogle, sa vi skal presentere en anden metode,
som forer til samme resultat:

Vi substituerer ’problembarnet” g(x) =2x—3 med en variabel ¢. Dernest differentierer
vi denne indre funktion med hensyn til x:

(5) %:(2x—3)'=2 & di=2-dv < Lldi=dx

X
Bemerk, at vi her lidt ulovligt "ganger med dx pé begge sider af lighedstegnet™: dt/dx
er egentlig et samlet udtryk, som representerer differentialkvotienten, sa der er ikke tale
om en teller og en nevner. Det virker dog, og der er igennem teorien rygdaekning for, at

man kommer frem til det rigtige resultat:
-2

(6) j cos(2x—3)dx = j cos(r)-1-dt = 1. j cos(t)dt = L-sin(r) = L-sin(2x—3)

Her har vi i forste lighedstegn substitueret med ¢ og udskifter dx med 1 dr. Vi ender med
et ubestemt integral (i den variable ¢), som er nemmere at bestemme. I sidste trin 1 (6) gar
vi tilbage til x igen!

Eksempel A4

Folgende ubestemte integral enskes bestemt:

6x>

Vi seetter ¢ = x> +5 og differentierer denne med hensyn til x:
(8) ﬁ:( +5) =3x° & di=3x"-dx @%dt:dx
dx 3x
Vi indsatter ¢ og udskifter dx med udtrykket fra (8):
6x>
X +5

2
©) [F—dx = j%.ém = 2-]%01: = 2:Inft| = 2:In|x’ +9

Undervejs 1 (9) har vi blandede udtryk med bade x og ¢. Det er imidlertid helt afgerende,
at der kun er den ene variabel ¢ tilbage, for vi begynder at bestemme stamfunktioner.
Heldigvis reducerer udtrykkene med x ud her. Havde telleren i integralet (7) vaeret 6x i
stedet for 6x7, si var vi ikke lykkedes med substitutionen. S skulle helt andre og mere
komplicerede metoder tages i brug!
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At finde stamfunktioner er generelt set en kompliceret sag. Det er blevet udtrykt pa en
smuk made: At differentiere er et handvceerk; at integrere er en kunst. Lad os se pa et
eksempel, hvor et lille trick laser op. Det er kun henvendt til ”feinschmeckeren”.

Eksempel A5 (Til feinschmeckeren)
1

2
X —X

Beregn det ubestemte integral j dx .

Losning: Man kunne méske her overveje at foretage substitutionen # = x* —x , hvilket vil
fore til folgende:

dtjdx=2x-1 < dt=Q2x-1)-dx < %dt:dx.

og derefter:

1 1 1

J.x2 —xdx - J.; 2x-1 'dt
Desvarre reducerer udtrykket med x ikke vaek. Man kunne da evt. overveje at isolere x i
udtrykket ¢ =x” —x for at udskifte x med et udtryk i . Det forer imidlertid til losning af
en andengradsligning, som ikke ger sagen lettere. Vi er endt i en blindgyde. Men der er
en anden vej at ga, nemlig at faktorisere navneren i integranden og derefter splitte op i
sakaldte partialbroker, for vi overhovedet begynder at integrere:

(10) 21 -1 _&,.5
x=x x(x-1) x x-1

hvor der soges konstanter a og b, sa sidste lighedstegn i (10) holder. Hvad a og b skal
vare, kan afgeres ved at s@tte pa felles brokstreg i udtrykket til hojre 1 (10):

N b _ a-(x—1) N b-x  a(x-1)+b-x _ (a+b)-x—a

(11) -
x-1  x-(x-1) x-(x-1) x-(x-1) x-(x-=1)

= |

2. lighedstegn: Vi har forlenget hver brek for at fa samme fellesnevner. 3. lighedstegn:
Der sattes pa fzlles brekstreg. For at (10) holder, skal der geelde (a+b)-x—a =1 for alle
x. Dette betyder, at man mé have, at der bade gaelder a+b =0 og a =—1 (Overvej!). Det
forer til b=1. Vi har dermed godtgjort, at

1 1 1
12) x’—x X x—1

Forst nu integrerer vi. Under brug af sumreglen fra s@tning 6 fés:

J. ! dx = J.(—i + i]dx = —J‘%dx + J‘idx

2
X —X

Det forste integral pa hejre side er ifolge tabellen side 8 lig med 1n|x , mens det andet
integral nemt udregnes ved at foretage substitutionen ¢ = x—1. Detaljerne overlades til

leseren. Alt i alt fas:

J.le_xdx = —1n|x| + 1n|x—1| i
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Eksempel A6
Tilbage til eksempel A4: Hvis vi ensker at udregne det bestemte integral
1 2
6x
13 dx
(13) j X +5

0

sa kan vi bare s@tte grenserne ind 1 den stamfunktion, vi fandt i eksempel A4:

1

(14) [ f’fsdx - [2-ln‘x3+5H:) = 2.1n(6)—2-In(5) = 0,3646
OX

Man kan imidlertid alternativt valge at blive i1 den variable 7 og s @ndre til ¢-graenser:
2(0)=0°+5=5 og g()=1"+5=6.

1 2 x=1 2
6x 6x 1
15 dx = _—
(15) '([x3 +5 X'L) t 3x?

6
dt = 2]% = 2-|:1n|t|:|: = 2-In(6)—2-In(5)
5

Det giver naturligvis det samme.

Eksemplet indikerer, at (3) i bemarkning A2 har felgende version for bestemte integraler:

Seetning A7 (Integration ved substitution)

Lad f'vere en kontinuert funktion. Lad desuden g vare en funktion, der er differen-
tiabel med kontinuert afledet g’. Da gaelder

b g(b)
(16)  [fe)-gdx = [ f@tyde = [FO.) = F(g(b)-F(g(a)
a g(a)

hvor F er en stamfunktion til £.

Bemarkning A8

Som navnt er det generelt set kompliceret at integrere. Der findes integraler, som ikke
kan udtrykkes ved de sedvanlige funktioner. Omvendt findes der ogsa familier af funk-
tioner, som man har bestemt integralerne for. Integralet af funktionen f(x)=+/x>+1
harer séledes til familien af hyperbolske integraler, hvor man mé inddrage nogle sarlige
parameterfremstillinger, for at lose det. Det vil fore alt for vidt at komme ind pa det her.
Lad os blot lade CAS-varktejet Maple lase problemet for os:

V1 + ¢ di= %x\."' 1+ + arcsinh(x)

I--.ill—l
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Seetning A9 (Partiel integration)

Lad f'vaere en kontinuert funktion. Lad desuden g vare en funktion, der er differen-
tiabel med kontinuert afledet g’. Da gaelder

(17) [()-gx)dx = F(x)-g(x)= [ F(x)-g'(x)dx

hvor F er en stamfunktion til .

Bevis: Som sadvanlig viser vi formlen ved at bestemme differentialkvotienten af hejre-
siden og derefter vise, at den er lig med integranden pé venstre side. Vi skal blandt andet
gore brug af reglen for, hvordan man differentierer et produkt af to funktioner.

(FO)- )~ [F()-g'@)dx) = (F(x)g(0)) ~([F(x)- g'()dx)
F(x)g()+ F(x)-g'()~ F(x)-£'(x)
f@)-g()

hvor vi har udnyttet at F er en stamfunktion til £, dvs. F'(x) = f(x).

Eksempel A10

Saetning A7 er en udvidelse af s@tning 6a) side 9. Satning 6a) fortalte os, hvad man kan
gore, nar man har et produkt, hvor den ene faktor er en konstant. S4 kan man satte kon-
stanten udenfor integraltegnet. Reglen for partiel integration satter os i stand til at inte-
grere en hel stribe af nye funktioner. Man skal dog vare opmarksom pé, at der pa hejre
side stdr et integral, s det skal meget gerne vere sddan, at det nye integral pa hojre side
er nemmere at bestemme, end det, man begynder med! Lad os kigge pa eksemplet med
x-sin(x). Vi kan egentlig selv valge hvilken af funktionerne, vi vil kalde for f(x) og
hvilken, vi vil kalde g(x).Men lad os vare lidt forudseende: I integralet pa hejre side 1
formlen i setning A9 indgar g'(x). Valger man at sette g(x)=x, far man g'(x)=1,
hvilket giver en chance for at det nye integral bliver simplere. I s& fald skal vi satte
f(x)=sin(x), som har stamfunktionen F'(x)=—cos(x). Vi far:

[x-sin(x)dx = —cos(x)-x— [ (~cos(x)-1dx

—x-cos(x)+ Icos(x) dx

= —x-cos(x) +sin(x)
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Opgaver

Opgaverne er nummereret séledes, at det forste ciffer angiver det afsnit, opgaven herer
til. Opgave 21 er saledes en opgave 1 i afsnit 2. Opgaver med en stjerne er sverere.

Opgave 20

Afgor rigtigheden af nedenstdende udsagn ved manuelt at gore prove, altsa differentiere.
a) 4x’ er stamfunktion til 8x b) x?+1 er stamfunktion til 2x

¢) x° er stamfunktion til £ x d) e** er stamfunktion til e**

o 2
e) x-2-In |x| er stamfunktion til 1-—  f) 3x—7 er stamfunktion til 3
x

g) x '+5 er stamfunktion til —x*

Opgave 21

Bestem manuelt stamfunktioner til nedenstaende funktioner ved brug af tabellen side 8
og regnereglerne 1 s@tning 6.

3
a) 3x° b) x+1 c) x*—3x d x° e) .
f) 4x7’ g) 5-sin(x) h) & +x i) 1,5 j) 2x*—2x+6
Opgave 22
Benyt et CAS-verktoj til at bestemme stamfunktioner til folgende funktioner:
X
a) 6x>—4x+5 b) 3x* +x ¢) Vx*+7 d) 2 3
X
e) (sin(4x))’ f) x-e** g) 31,7586 h) x*-cos(2x)

Opgave 23*

Nér man skal udregne stamfunktioner manuelt, er det i en raekke tilfelde mest hen-
sigtsmaessigt at omskrive en funktion for man forseger at finde stamfunktionen. I denne
opgave skal vi se pa tilfeelde, hvor den funktion, man ensker at bestemme stamfunktionen
til, blot er en skjult potensfunktion. Eks: x-v/x = x' .x* =x""* = x>. Forst nu finder vi
stamfunktionen ved at benytte den velkendte regel fra side 8, der siger at - x"" er stam-
funktion til x", ndr n# —1. Vi har altsd at ﬁx%” =%x% er stamfunktion til x-+/x .
Bestem stamfunktionerne til folgende funktioner, idet du forst omskriver til en potens-
funktion via de velkendte potensregler:
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a) xiz b) ijc o) 72-Vx  d) Yx e) xz-(1—&)
Opgave 24

I denne opgave er der givet en funktion f(x). Du skal da bestemme den stamfunktion F
til £; hvis graf gdr igennem et givet punkt, P(x,,y,). Regn manuelt.

a) f(x)=4x, P(0,7) b) f(x)=x>+1, P3,5) ¢ f(x)=e™, P(0,2)
d) f(0)=2x+3, P(0.7) ¢ f(x)=2x", PG5 O f(x)=2-cos(x), P(3.0)

Opgave 25

I denne opgave er der givet en funktion f(x). Du skal da bestemme den stamfunktion F
til £, hvis graf gdr igennem et givet punkt, P(x,,y,). Benyt CAS vearkte;.

a) f(x)=+/x, P(L2) b) f(x)=x-e*, P(0,3)  ¢) f(x)=sin(3x), P(0,])
d) f(x)=3x=3x+2, P(2,5) e f(x)=%,P(O,1)
X

Opgave 26*

1

Bestem den stamfunktion til f(x)=2-x", som har y = >

x+35 som tangent.

Hjeelp: Lad os sztte g(x) =1 x+5. Bemark at i den ukendte x-vaerdi x, til tangentens
reringspunkt skal den segte stamfunktion F(x) og g(x) bade have samme funktions-
vardi og differentialkvotient! Man kan begynde med at finde x, ved at lose ligningen
F'(x,) = g(x,), hvilket jo er det samme som at lase f(x,) = g(x,). Nar x, er fundet, kan
man bestemme den arbitraere k-veerdi, sd F(x,) = g(x,) . Tegn situationen for at fi over-
blik.

Opgave 30

a) Beregn arealet under grafen for funktionen f(x)= Jx fra x=1 til x=8.
b) Beregn arealet under grafen for funktionen f(x)=sin(x) fra x=0 til x=m.

Opgave 31

Givet funktionerne f(x)=-x*+8 og g(x)=3-1,5". Tegn graferne for de to funktioner
i samme koordinatsystem. Bestem x-vardierne til skeeringspunkterne mellem de to grafer,
og benyt det til at bestemme arealet af det omrdde, graferne afgraenser.

Opgave 32

a) Pa figurerne nedenfor skal du forsege at sjusse dig frem til arealerne af de skraverede
omrader ved at tzelle tern. Husk at hvert tern pé figurerne kun svarer til .
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6 6
5 5
4 4
3 3
2 2

-2/-1 v 1 2 3\4 4 3 2 1 1 2

b) Det oplyses nu, at forskriften for funktionen herende til grafen pa den venstre figur
er f(x)=—x>+2x+5.Benyt oplysningen til at udregne arealet eksakt, altsa bestem
folgende integral:

3
J-(—xz +2x+5)dx
0

¢) Funktionen herende til grafen pa den hgjre figurer f(x)=2".Benyt denne oplysning

til at bestemme arealet nejagtigt, altsa bestem:
2
J. 2%dx
3

d) Hvad ville du have gjort, hvis du pa den venstre figur skulle have bestemt arealet af
det omrade, der ligger i 1. kvadrant og som er begraenset af de to koordinatakser samt
grafen for funktionen f(x)=—-x*+2x+5?

Opgave 33

Nogle omrader er ubegraensede, men kan 4“
alligevel tilskrives et endeligt areal. Dette

er for eksempel tilfeldet med det marke- 3
rede omrade under grafen for funktionen
f(x)=1/x* . Omradet fortsatter til uen- 2

delig. Bestem arealet ved at udregne fol-
gende integral:

1 0 >
—de 0 1 2 3 4 5 6

— 8

X

Opgave 34

a)

Grafen for funktionen f(x)=+/2x —x afgrenser sammen med x-aksen et omréde,
der er skraveret pa figuren nedenfor til venstre. Bestem arealet af omradet.
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b) Grafen for funktionen f(x)=x”-(3—-2x) afgraenser ssmmen med x-aksen et omra-
de. Det er skraveret pé figuren nedenfor til hojre. Bestem arealet af omrédet.

A

v

~

Opgave 35

Man kan bruge integralregning til at udregne arealer af beromte geometriske figurer som
for eksempel cirklen. Lad os kigge pé et punkt (x,y) pa en cirkel med radius r. Ifelge
Pythagoras lerescetning indses det nemt, at punktets koordinater vil tilfredsstille lignin-
gen x* + y? =r?. Isoleres y heri fis y = £/#> —x* . Der er to losninger, svarende til + i
udtrykket pa hgjre side. En funktion kan hgjst have én y-verdi til hver x-veerdi, sé vi ngjes
1 det folgende med at betragte den overste halvdel af cirklen. Det giver anledning til
funktionen f(x)=+/r>—x" .

a) I det folgende skal du satte » =1, si du arbejder med funktionen f(x)=+/1-x" .
Benyt integralregning til at beregne arealet af halvcirklen med radius 1 og gang med
2 for at f hele cirklens areal. Stemmer det med det du forventer?

b) Nu regner vi generelt, dvs. med radius . Benyt CAS-varktejet til at beregne arealet
af en cirkel med radius r. Fér du den rigtige formel?

A

v
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Opgaver 36

Givet en logistisk vaekst og en linezer funktion:

f(x)= og g(x)=0,5x+2.

1+50-¢'°%
Du skal bestemme arealet af det omrade, der afgraenses mellem de to grafer.

Hjeelp: Bestem grenserne for integralet ved at lose ligningen f(x) = g(x) . Hvis du bruger
Maple, skal du her bruge fsolve-kommandoen til at finde lgsningerne én ad gangen: Kig
pé graferne og veelg en startverdi tet pa den rigtige losning 1 hvert tilfaelde.

84
7
f(x)
6
5 9(x)
4
3
2
1
0 -
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Opgave 37

Figuren nedenfor viser grafen for en funktion f. Det oplyses, at arealerne af de tre omrader
M,, M, og M, der afgrenses af grafen samt x-aksen, henholdsvis er lig med 13,1; 22,1
og 24,4. Bestem folgende integraler idet det oplyses, at a,b,c og d er de punkter, hvor
grafen skerer x-aksen:

b c d
) [fde b)) [fdx o [f(x)dx
a b a

A

fx)
m m R
a ch d
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Opgave 38

Grafen for funktionen f(x)=0,1x’ —1,5x* +6x—6 afgreenser sammen med x-aksen et
omrade beskrevet pd figuren nedenfor med bogstaverne M, og M, . Bestem det samlede
areal af disse to delomrader, idet du ferst bestemmer grafens skeringspunkter med x-
aksen.

A

4

v

10

Opgave 39-1

Udregn nedenstdende bestemte integraler manuelt. Dog er det i orden at bruge en simpel
lommeregner til at sette tal ind og regne ud.

a) jxdx b) i(6x2—2x+3)dx 0) i4dx d) jezxdx
; ; § .

e) J-(l—xz)dx f) J.\/;dx g) J‘cos(x)dx h) J.;dx
0 0 0 1

Opgave 39-2
Udregn nedenstédende bestemte integraler ved hjaelp af et CAS-verktej. Angiv svarene i
form af kommatal.

10 10 4 4
a) J.xfzdx b) J-(x3—12x2+2x—1)dx c) J.x-exdx d) J-x3dx
1 -2 1 0

e) }\/3x+1dx f) jx-(1—e-1~75’C)dx g) jfcos(2x)dx h) ?fdx
1 0 1 X

0
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Opgave 40

Nedenfor er hastighedsdata til forskellige tidspunkter for den jamaicanske lgber Usain
Bolt, da han satte verdensrekord i 100 meterlob 1 2009 i Berlin. Tidspunkterne er fratruk-
ket hans reaktionstid pa 0,146 sekunder siledes, at vi kun tager hejde for den egentlige
bevagelse.

Photo credit: Nick ) Webb / Foter / CC BY

t(s) 0 0,23 ( 0,54 | 1,03 | 1,53 | 2,30 | 3,44 | 487 | 6,46 | 7,92 | 9,43

v(m/s) 0 2,26 | 508 | 696 | 838 | 9,85 | 11,27 | 11,82 | 12,25 | 12,09 | 11,80

a) Benyt Maple til — efter samme menster som i eksempel 22 side 20 — at foretage et fit
af (¢,v)-data med et polynomium. Velg i den forbindelse en passende grad for poly-
nomiet, sd polynomiet er et godt fit til data i det betragtede tidsrum. Prov dig frem
indtil du finder en passende grad.

b) Benyt det approksimerende polynomium til at bestemme en god vardi for, hvor langt
Usain Bolt var naet efter 1 sekunds leb. Hvad er svaret efter 5 sekunders lob?

¢) Som bekendt fas accelerationen ved at differentiere hastigheden. Benyt det approk-
simerende polynomium til at give en vaerdi for accelerationen til ¢ =0,50 sek.
Samme sporgsmal for tidspunktet ¢ = 5,00 sek .

Bemcerkning

Det skal nevnes, at den vurdering af accelerationen, som enskes foretaget i delspergsmal
¢), er noget folsom overfor ungjagtigheder i fittet. Hvis fittet er blot lidt darligt omkring
de angivne tidspunkter, s& kan verdien for accelerationen blive noget forkert. Derfor er
det vigtigt med en visuel inspektion af, hvor godt fittet passer med datapunkterne omkring
tidspunktet! Alternativt kan man benytte sig at numerisk differentiation, hvor haeldningen
af (¢,v)-grafen til det givne tidspunkt bestemmes som haeldningen af den sekant, som gar
igennem to datapunkter (#,v,) og (¢,,v,) fra tabellen. Her skal ¢, og ¢, helst vare pa
hver side af det aktuelle tidspunkt.
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Opgave 41
Nér man drejer grafen for funktionen f(x)= Jx omkring x-aksen, sa fir man en sakaldt
paraboloide. Det er altsa en flade 1 rummet.

a) Bestem hvor stort et rumfang paraboloiden kan rumme fra x =0 til x=4.

b) Idelspergsmaél a) skar vi paraboloiden af ved x =4 . Hvor skal vi foretage afskearin-
gen, hvis vi ensker et rumfang pa 100?

c) Benyt CAS-verktojet Maple til at fa tegnet paraboloiden i 3D. Hjeelp: Hvis du kalder
pakken Student[Calculusl] far du radighed over SurfaceOfRevolution kommandoen.

y
A

)=+

Opgave 42

En kunstner, som samtidig er fritidsmatematiker, har besluttet at lave en serlig tallerken
1 sit keramikverksted. Det indre af tallerkenen skal vare det omdrejningslegeme, som
fremkommer ved at dreje funktionen f(x)=5-exp(0,25-x) omkring x-aksen fra x =0
til x=3,5. Enheden er cm.

a) Hvor meget vand kan der vere i tallerkenen?
b) Benyt dit CAS-varktej til at {4 tegnet et 3D billede af det indre af tallerkenen.
NB! Husk at fa verktejet til at skalere ens pa akserne!

Opgave 43*
Laeseren antages her at vaere bekendt med terminologien fra eksempel 23 fra side 22. Et
vaerksted producerer smé metalplader. Det antages, at tykkelsen af de producerede plader
er normalfordelt med en middelverdi pa 2,50 mm og en standardafvigelse (spredning) pa
0,10 mm. Keberen kraver, at pladernes tykkelse hejst ma afvige med 0,15 mm fra mid-
delvaerdien.

a) Hvor mange procent af metalpladerne ma kasseres?
b) (lidt svaerere) Firmaets kvalitetskontrol ensker at forbedre ngjagtigheden, sa kun 2%
af pladerne skal kasseres. Hvad skal spredningen reduceres til?
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Opgave 44*

Lad os sige, at en professor efter flere ars erfaring har observeret, at point-scorerne i en
bestemt test er normalfordelte med middelverdi 70 og spredning 15. Hvor skal han legge
bestédet-greensen, hvis han ensker at 80% af eleverne skal besta?

Hjeelp: Problemstillingen den samme som i eksempel 23 d).

Opgave 45

Det er velkendt, at jo hgjere temperaturen i en gas er, jo
hurtigere beveger gasmolekylerne sig. Her burde man
egentligt sige: jo hgjere temperatur jo hojere er gennem-
snitsfarten, for molekylerne i en gas med en given tem-
peratur har nemlig meget forskellig fart. I den fysis-
ke/kemiske disciplin termodynamik viser man, at mole-
kylernes fart har en sékaldt Boltzmann-fordeling. Det er

en sandsynlighedsfordeling, som kan beskrives ved en
sakaldt teethedsfunktion, som er defineret for hastigheder
viintervallet [0, 0] .

3/2 mv*
f(v) = 4n (L] / Ve 2T (Maxwell-Boltzmann-fordelingen)
2nkT

hvor m er molekylmassen, k£ =1,380658 - 1072 J/K er Boltzmann-konstanten og T er tem-
peraturen i Kelvin. Grafen for tethedsfunktionen for gassen Ne-20 ved 80°C, dvs. 353 K,
er atbildet pa figuren nedenfor. Hvis taethedsfunktionen integreres fra en fart v, til en
anden fart v,, sd far man, hvor stor en brekdel af molekylerne, som har en fart imellem i
to givne hastigheder.

Maxwell-Boltzmann-fordelingen (T = 353K)

0.0015

0.0010 / \
0.0005 \

0 500 1000 1500 v (m/s)

a) Vis at 29,6% af Ne-20 molekylerne i en gas med temperaturen 353 K har en fart
mellem 400 m/s og 600 m/s. Det oplyses at m = 20,0237 u =3,32502-10 kg ..
b) Hvor stor en brekdel af Ne-20 molekylerne har en hastighed pa over 1000 m/s?
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Opgave 46*

Der findes ogsa en formel for rumfanget af et legeme, som fremkommer ved at rotere en
punktmangde omkring y-aksen. Givet to funktioner f og g, som begge er kontinuerte pa
det lukkede interval [a,b] og som desuden opfylder f(x)> g(x) i hele dette interval.
Antag desuden at a > 0. Da gelder folgende formel for rumfanget af det legeme, som
fremkommer ved at dreje punktmaengden M = {(x, ») |a <x<bangx)<y<f (x)} ialt
360 grader omkring y-aksen:

b
Vo= 2n-jx-(f(x)—g(x))dx

a) Bevis ovenstaende formel.

Hjeelp: Kig pa figuren nedenfor, hvor punktmengden M skares op i tynde lodrette
strimler. Hvordan kommer det til at se ud, nar denne strimmel roteres omkring y-
aksen, og kan du finde en tiln@rmet verdi for rumfanget af den roterede strimmel?
Summer derefter over alle strimlerne og lad Ax — 0.

Y
y

SO oo ”/\/

>

Opgave Al
Benyt integration ved substitution til manuelt at udregne nedenstaende integraler.
a) [sin(5x—4)dx b | f Y ¢) [8x-cos(2x? +7)dx
x°+1
\/;+4

d) [e* e +ldx e) je

dx f) I e dx (k er en konstant)

g) j sin(x) - (cos(x))*dx h) j e sin(e’)dx 1) j (3x>+7)- (x> +7x +8) dx
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Opgave A2

Benyt partiel integration til manuelt at udregne nedenstdende integraler. Hjeelp: Nar du
skal vaelge hvilken funktion, du vil lade vaere f(x) og hvilken funktion, du vil lade veare
g(x), sa tenk pa, at det integral, som kommer ud pa hgjre side i formlen i setning A6
helst skal veere simplere at lase end det integral, du begynder med pa venstre side i form-
len.

a) [x-etdx b) [x*-In(x)dx ¢)  [(2x+5)-cos(x)dx
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