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1. Forord

Geometri er ikke underligt en af de ®ldste grene af matematikken. Det er visuelt og
handler om figurers form og rummets natur. Emnet udsprang fra blandt andet praktiske
problemer fra landmaling, og dets navn er afledt af graeske ord, som betyder jordmadling.
Siden blev emnet udvidet kraftigt til at indeholde selv meget abstrakte problemstillinger.
I denne note skal vi forst se pa trekanter og de forskellige storrelser, som herer til dem.
Blandt andet skal vi give et bevis for den alment velkendte Pythagoras lcerescetning for
retvinklede trekanter. Dernast skal vi indfere de trigonometriske funktioner sinus, cosi-
nus og tangens og bevise cosinus- og sinusrelationerne, som kan bruges til at bestemme
sider og vinkler i generelle trekanter. Beviserne kan eventuelt tjene som glimrende ek-
sempler for en gymnasieelevs forste mede med begrebet bevis, da emnet er sa konkret og
visuelt. Undervejs i noten skal vi ogsa se lidt pa konstruktion af trekanter med passer og
lineal, da det er nyttigt i forbindelse med at forstd hvor mange oplysninger, der er tilstrack-
kelige til at bestemme en trekant entydigt — dvs. op til kongruens.

2. En trekant og dens storrelser

En trekant bestar blandt andet af tre punkter, som ikke ligger pa linje. Disse punkter kal-
des trekantens hjorner eller vinkelspidser, og disse er indbyrdes forbundet med linjestyk-
ker, som kaldes trekantens sider. Vinklerne 1 hvert hjerne angives normalt med store bog-
staver, fx 4, B og C. Siderne overfor hver vinkel betegnes normalt med de tilsvarende
smd bogstaver a, b og c. De kaldes undertiden ogsa for henholdsvis BC, AC og AB.

B

A b C
Til en trekant horer ogsa hajder, medianer og vinkelhalveringslinjer. Fra hvert hjorne kan
man tegne en hgjde, som er en det linjestykke, som udgér fra hjernet og star vinkelret pa
den modstéende side. P4 figuren herunder til venstre er vist hgjden 4, fra B vinkelret ned
pé siden b. Den hejre del af figuren viser, at hejden £, falder udenfor trekanten. Man
forleenger siden BC lidt, s4 man kan tegne hgjden vinkelret ned pa denne linje.
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Bemerk, at vi i1 daglig tale ofte vil identificere en side i en trekant med dens lengde, sa
hvis vi for eksempel siger, at ’siden a er 57, sd mener vi, at leengden af siden a er 5.

Nu til medianerne: Fra ethvert hjorne 1 en trekant gar der et linjestykke ned pa midtpunktet

af den overforliggende side. Disse kaldes trekantens medianer. Figuren nedenfor viser
medianerne m, og m, ned pd henholdsvis siderne a og b.

m

De sma dobbelt-streger indikerer, at linjestykket deler siden i to lige store dele.

Sa er der vinkelhalveringslinjerne: Hver vinkel i en trekant har en vinkelhalveringslinje,
som er den halvlinje, som deler den padgaldende vinkel i to lige store dele. Det er vist med
de to dobbeltstreger.

En normal n til en linje / er en linje, som star vinkelret pa /. Vi siger ogsa, at n og [ er
ortogonale. Specielt har vi ogsa begrebet en midtnormal n til et linjestykke 4B. Hermed
menes den linje n ,,, som stdr vinkelret pd linjestykket AB og som gér igennem linjestyk-
kets midtpunkt.

Dermed kan vi ogsa betragte midtnormaler til siderne i en trekant.

Der galder en raekke smukke s@tninger for hgjderne, medianerne, vinkelhalveringslin-
jerne og midtnormalerne i en trekant. Vi skal angive dem uden beviser; blot illustrere med
eksempler. Beviser: Se opgaverne 8.15, 8.16, X3 og X4.
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Sezetning 1 (Hejder)

Hojderne i en trekant gir igennem det samme punkt.

Seetning 2 (Medianer)

Medianerne i en trekant gar igennem det samme punkt M, og dette punkt deler hver
af medianerne 1 forholdet 2:1 regnet fra vinkelspidsen.

Seetning 3 (Vinkelhalveringslinjer)

Vinkelhalveringslinjerne 1 en trekant gar igennem det samme punkt 7, og dette punkt
er samtidigt centrum for trekantens indskrevne cirkel.
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Seetning 4 (Midtnormaler)

Midtnormalerne til siderne i1 en trekant gir igennem det samme punkt N, og dette
punkt er samtidigt centrum for trekantens omskrevne cirkel.

Laeseren opfordres til at eksperimentere lidt med disse nye begreber i opgavesektionen.
Programmet GeoGebra er her meget velegnet, hvis man da ikke lige har en fysisk passer
og en lineal.

3. Flere begreber i geometrien

Vi har brug for at indfere flere begreber i geometrien. Forst er der vinkler. En vinkel
kaldes spids, stump eller ret, alt efter om vinklen er mindre end 90°, storre ens 90° eller
lig med 90°.

Spids vinkel: v < 90° Stump vinkel: v > 90° Ret vinkel: v = 90°

Ofte vil vi angive en vinkel ved hjernets store bogstav, fx 4, B eller C, men nogle gange
kan der opsté tvetydigheder, som pa figuren gverst pa naste side. Hvis man vil referere
til vinklen v angivet med en vinkelbue, kan man enten direkte indtegne denne bue, eller
man kan angive vinkelbenene med vinkelspidsen 1 midten: ZDAB, eller ogsa kan man
fortaelle hvilken trekant, man arbejder i: Vinkel A4 i trekant ABD.
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A B

En polygon er en mangekant, hvor en trekant blot er et eksempel med tre hjerner. Iblandt
firkanter er der nogle forskellige typer:

[ ] L] ] L]
[ ] [ ] [ | [
Rektangel Kvadrat
Parallelogram Rombe Trapez

Generel firkant

Et rektangel er en firkant, hvor alle vinkler er rette. Specielt er modstaende sider i et
rektangel parallelle og lige lange. Et kvadrat er et rektangel, hvor alle sider er lige lange.
Et parallelogram er en firkant, hvor modstiende sider er parallelle. Specielt er modsta-
ende sider lige lange. En rombe (eller rhombe) er et parallelogram, hvor alle sider er lige
lange. Et trapez er en firkant, hvor mindst to af de modstaende sider er parallelle. Endelig
er vist en generel firkant uden specielle egenskaber.

Blandt trekanterne er der et par specielle tilfeelde, som figuren pa neste side viser. Der er
den ligebenede trekant, hvor to sider er lige lange. Her vil hgjden fra det hjerne, som
stader op til de to lige lange sider, dele den modstiende side i to lige store dele. De to
hosliggende vinkler for denne side vil desuden veare lige store. En ligesidet trekant er en
trekant, hvor alle sider er lige lange. Specielt vil alle vinkler i trekanten vere 60°. En
spidsvinklets trekant er en trekant, hvor alle vinkler er spidse. En stumpvinklet trekant er
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en trekant, hvor en af vinklerne er stump. Endelig er der den retvinklede trekant, hvor en
af vinklerne er ret, altsa 90°.

oo\

v 1l 1 v 600 1 600
Ligebenet trekant Ligesidet trekant
yA—
Spidsvinklet trekant Stumpvinklet trekant Retvinklet trekant

Mens vi er i gang, kigger vi desuden pa cirklen. Her har vi begreber som diameteren, der
er det linjestykke (eller lengden deraf), som forbinder to punkter pa cirkelperiferien og
som gar gennem centrum C. En korde derimod behover ikke ga igennem centrum. En
sekant er en linje, som gar igennem to forskellige punkter pé cirklen. En fangent til en
cirkel er en linje, som rerer cirklen i netop ét punkt P, og det kaldes roringspunktet.
Tangenten har den smukke egenskab, at den star vinkelret pa linjen (radius) CP.

Tangent

Korde

Diameter

Sekant
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4. Kongruens og ligedannethed

I dette afsnit skal vi betragte begreber, som involverer to eller flere geometriske objekter.

Definition 5 (Kongruens)

To geometriske figurer siges at vaere kongruente, hvis de ved en flytning kan bringes
til at deekke hinanden.

En “flytning” betyder her, at man md anvende en eller flere af folgende operationer pa
figuren: Rotation, refleksion og translation (parallelforskydning). For polygoner generelt
betyder det, at i to kongruente polygoner vil alle sider og vinkler vare parvis ens. Pa
figuren er det illustreret for trekanter.

NN [

Begrebet kongruens skal vise sig vigtig 1 forbindelse med at bevise sammenhange, som

vi snart skal se (se afsnit 8). Nu til et andet begreb.

Definition 6 (Ligedannethed)

To geometriske figurer siges at veere ligedannede, hvis man kan fa den ene figur fra
den anden ved en flytning og en skalering. Vi siger, at de to figurer har samme form.

~ By

Herover ses to ligedannede plane geometriske figurer, hvor den til hojre er skaleret med
skaleringsfaktoren k =2 1 forhold til figuren til venstre. Det betyder, at alle afstande er
ganget op med 2. Figuren til hejre har derimod 4 gange sé stort areal som figuren til
venstre. Der gelder folgende satning, som vi ikke beviser:

Sezetning 7

Lad K og L veare to ligedannede plane figurer, hvor L er skaleret med skaleringstfak-
toren k i forhold til K. Da fas arealet af L ved at gange arealet af K med &°.
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5. Grundlzeggende regler

Omkring 300 &r for Kristus nedskrev grake-
ren Euklid i sine beremte 13 bager med titlen
Elementerne et grundlag for den geometri,
man hidtil var naet frem til. Det var en deduk-
tiv teori, som byggede pa nogle fa aksiomer
eller postulater, som er grundantagelser, der
ikke skal bevises. De opfattes som selvind-
lysende. Man er nedt til at begynde et sted!
Ud fra disse postulater beviste Euklid en lang
rekke s@tninger. Vi skal selvfolgelig ikke ga
sa systematisk til veerks. Der er imidlertid fire

pastande/satninger, vi vil tage for givet og

udnytte 1 de efterfolgende afsnit.

Topvinkler Ensliggende
erlige store vinkler

(R1)  Lad/ vere en linje og P et punkt, som ikke ligger pa /. Igennem P gar der da
netop en linje, som er parallel med /.

(R2)  Topvinkler er lige store.

(R3)  Hyvis to parallelle linjer skeres af en tredje linje, si er ensliggende vinkler lige
store.

(R4)  Hoyvis to linjer skeres af en tredje linje og et par af ensliggende vinkler er lige
store, sd er de to oprindelige linjer parallelle.

Reglerne (R3) og (R4) er i en vis forstand omvendte af hinanden. Af (R2) og (R3) har
man desuden, at hvis en linje skerer to parallelle linjer, sd vil de indre vinkler vaere ens:

/
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6. Vinkelsummen i en trekant

De fleste elever fra grundskolen kender satningen nedenfor.

Seetning 8 (Vinkelsummen 1 en trekant)

Summen af vinklerne i en trekant er 180°.

Bevis: Vi skal gore brug af de grundlaeggende regler fra forrige afsnit. Ifelge (R1) findes
der netop ¢én linje, som gar igennem hjernet P og som er parallel med grundlinjen. Ifolge
(R2) og (R3) kan vi derfor genfinde vinklerne u og v oppe ved hjernet P, som det er vist
pé den hejre del af figuren herunder. Da den bla linje gennem P danner en 180° vinkel
med P som centrum, har vi umiddelbart, at u + v+ w =180°. Dermed er det gnskede vist.

Eksempel 9
Betragt de to trekanter pa figuren nedenfor.

a) Bestem den ukendte vinkel C i trekant 1.
b) Bestem et udtryk for vinklen u udtrykt ved vinklen v 1 den retvinklede trekant 2.

Trekant 1 C Trekant 2

Losning:
a) C=180°-4-B=180°-35°-75°=70°.

b) u=180°-90°-v=90°—v. Dette er klart nok, for der er 90° til u og v tilsammen.
O
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7. Ensvinklede trekanter

Vi skal se pé et begreb, som er ganske nyttigt i mange sammenhange:

Definition 10 (Ensvinklede trekanter)

To trekanter siges at vaere ensvinklede, hvis trekanternes vinkler er parvis lige store.

Seetning 11 (Ensvinklede trekanter)

For to ensvinklede trekanter 4,B,C, og 4,B,C, galder, at forholdet mellem enslig-
gende sider er det samme, dvs.

b
(1 h

hvor k er en konstant. Det kan alternativt formuleres ved at sige, at man far siderne 1
trekant 4,B,C, ved at gange de respektive sider 1 trekant 4,B,C, med k :
2) a,=k-a, b,=k-b og c,=k-c

k kaldes her for skaleringsfaktoren, skalafaktoren eller forstorrelsesfaktoren.

Med ensliggende sider menes her sider, som ligger overfor de vinkler, som er parvis ens.
Saetning 11 er overraskende sver at bevise, sa det undlader vi. Det generelle tilfaelde han-
ger pa konstruktionen af de reelle tal. I ovrigt er ensvinklede trekanter ligedannede og
omvendt, jf. afsnit 4. I opgave X2 ser vi pa den omvendte setning til saetning 11.

Vi skal se pd nogle eksempler pd anvendelser af ensvinklede trekanter.
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Eksempel 12

De to trekanter nedenfor oplyses at vaere ensvinklede. De kendte sider er indtegnet pa
figuren. Bestem de to ukendte sider i de to trekanter.

Cl AZ C2

Losning: Vi leder efter et par af ensliggende sider, som begge er kendte. Vi ser, at det er
tilfeeldet for ¢, og c,. Det satter os 1 stand til at bestemme skaleringsfaktoren k.

k=2 -3 _ 45
G 2

Naér vi gér fra den venstre til den hejre figur skal vi altsd gange med 1,5 og dividere med
1,5, nér vi gér den anden vej. Dette giver folgende verdier for de to ukendte sider:

by, = k-b =155 =175
a, _ 6

a1=—= =4
k 1,5

Eksempel 13

Hgjden £ af et tree enskes bestemt. Hvis man vil undga at skulle kravle op i traeet med et
malebénd, er det en smart idé at legge sig ned pa jorden og anbringe en stok med kendt
leengde 1 en afstand, sa toppen af stokken flugter med toppen af traeet set fra personen,
som ligger ned. Derefter méles de vandrette afstande fra personens gje hen til stokken og
fra gjet hen til midten af treestammen. Sa vil regning i ensvinklede trekanter kunne give

et rimeligt godt estimat for treeets hojde. Figuren viser nogle konkrete vaerdier.

E

A 75mB D

46,1m

For det forste indser vi, at trekanterne ABC og trekant ADE er ensvinklede. At vinkel C
og vinkel E er ens indses for eksempel ved at betragte linjen AE, som skerer de parallelle
linjer BC og DE. Her kan regel (R3) fra afsnit 5 benyttes. Vi har altsa felgende situation,
ndr vi adskiller de to trekanter:
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E

C

A&Om

A 75m B A 46,1m D

Vi kender to ensliggende sider, sd vi kan bestemme skaleringsfaktoren, hvorefter hgjden
h=|DE| af treeet kan bestemmes:

_|4D] _461m _ 6.147
|4B]  7,5m
h = |DE| = k-|BC| = 6,147-3,0m = 18,4m

Eksempel 14

Lad os kigge pa et lidt mere kompliceret eksempel. Betragt figuren nedenfor til heojre,
hvor de enkelte kendte leengder er indtegnet. Det oplyses, at AB og DE er parallelle og at
|AE | = 6. Bestem de resterende sider i trekanterne ABC og CDE.

D 5,6

Losning: Der er klart tale om to ensvinklede trekan-
ter, som det fremgar af reglerne (R2) og (R3) 1 afsnit
5. Lad os kalde l&engden af AC for x. Dermed har vi
|CE| =6 —|AC| = 6—x. Herefter drejes den overste
trekant CDE 180 grader, sé ensliggende sider kom-
mer til at ligge over for hinanden. Det er vist pé fi- C
guren nederst. Skaleringsfaktoren & kan vi nu be-
regne k =|EDI/|4B|=5,6/32=1,75.

X 239

A 32 B E 56 D

Vi kan bestemme x ved at lose folgende ligning:
k-x=6—-x < 175-x=6—-x < 275-x=6 < x=2;675=2,1818

Det overlades til leeseren at bestemme de ovrige leengder. i
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8. Konstruktion med passer, lineal og vinkelméler

I dette afsnit skal vi se pd konstruktion med passer, lineal og vinkelméler. Udover at det
er ganske forngjeligt at konstruere geometriske figurer pa denne made, giver det ogsa et
godt overblik over, hvor mange oplysninger der skal til for at bestemme en trekant enty-
digt. Forst skal vi praecisere reglerne for konstruktion med passer, lineal og vinkelmaler.

o R
St o, peL OF "ok
< oe g |t o

Ty A
by Rl \\ s
/”fﬁ;ﬁ‘rlﬂu'uu.‘m|‘Hu\\w\\"\\\\‘\\\\

2 &tAEDT LER

I grundskolen i Danmark er det vel folgende regler, der gelder:

Start

e Man ma starte med at tegne to punkter et vilkarligt sted pa papiret.

Lineal med mal

e Linealen m4 bruges til at tegne rette linjer gennem to punkter.
e Linealen ma bruges til at méle og markere specifikke laengder direkte pé papiret.

Passeren

e Passeren ma bruges til at tegne cirkler eller cirkelbuer med en given radius, hvor
centrum er et eksisterende punkt.

e Passeren ma bruges til at overfore leengder ved at male afstanden mellem to
punkter og markere denne afstand et andet sted.

Vinkelmaleren

e Vinkelméleren ma bruges til at méle eksisterende vinkler.

e Vinkelmédleren ma bruges til at konstruere pracise vinkler med udgangspunkt i
en eksisterende linje med et punkt pa. Punktet skal vaere vinkelspidsen og linjen
det ene ben.
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Bemerk: Det vil blive betragtet som for uprecist at tegne en linje gennem et punkt, som
tangerer en given cirkel. Typisk vil sddanne linjer 1 ovrigt kunne konstrueres pa anden vis
via de ovrige regler.

Er tre oplysninger i en trekant nok til at bestemme den entydigt?

Vi skal besvare dette spergsmal gennem anvisningen af nogle konstruktioner. Der viser
sig at veere 6 egentligt forskellige tilfeelde at overveje. De er illustreret pa naeste side.

Tilfzelde 1: Tre sider (SSS)

Et linjestykke 4B svarende til den ene kendte side tegnes. Med centrum i hvert endepunkt
A og B tegnes to cirkler med radier lig med de to evrige siders laengde. Skaringspunktet
mellem cirklerne giver det sidste hjerne C i trekanten.

Tilfzelde 2: En vinkel og to hosliggende sider (SVS)

Et linjestykke AB svarende til den ene kendte side tegnes. Med centrum i endepunktet A
benyttes vinkelméaleren til at afsatte et ben, som danner den kendte vinkel med siden AB.
Med centrum i1 4 tegnes en cirkel med en radius lig med leengden af den sidste kendte
side. Cirklens skeringspunkt med vinkelbenet definerer et punkt C. Punkterne C og B
forbindes med et linjestykke.

Tilfzelde 3: En side og to hosliggende vinkler (VSV)

Et linjestykke AB svarende til den kendte side tegnes. Med centrum i endepunktet 4 be-
nyttes vinkelmaleren til at afsette et ben, som danner den ene kendte vinkel med siden
AB. Det tilsvarende gores med den anden kendte vinkel i punktet B. De to vinkelbens
skeeringspunkt definerer det sidste hjerne C.

Tilfzelde 4: En side, en hosliggende vinkel og en modstaende vinkel (SVV)
Den sidste vinkel beregnes via s@tningen om vinkelsummen i en trekant. Herefter kan vi
benytte konstruktionen fra tilfelde 3.

Tilfeelde 5: En vinkel, en hosliggende side og en modstaende side (VSS)

Et linjestykke AB svarende til den ene kendte side tegnes. Med centrum i endepunktet A
benyttes vinkelmaéleren til at afsette et ben, som danner den kendte vinkel med siden AB.
Med centrum i B tegnes en cirkel med en radius lig med leengden af den sidste kendte
side. Det kan undertiden give to muligheder, som figuren viser: Trekant ABC og ABD.
Det ses ogsa, at D vil vare supplementvinkel til C, dvs. D =180°-C.

Tilfzelde 6: Tre vinkler (VVV)

Her er abenlyst uendelig mange muligheder, hvis vel at marke summen af vinklerne giver
180°. Alle vil vaere skaleringer af hinanden, jf. afsnittet med ensvinklede trekanter. Hvis
man selv velger en sideleengde, kan man benytte konstruktionen i tilfelde 3.

| tilfeldene 1-4 er trekanten bestemt entydigt op til kongruens!
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Greaesk kultur og konstruktion med passer og lineal

Oldtidens Grakenland bliver af mange historikere regnet for at
vaere den vigtigste grundlaeggende kultur for den vestlige civi-
lisation. Ligesom Romerriget var kraftigt pavirket af den gree-
ske kultur, har den europaiske kultur ogsa veret det. Begrebet
Demokrati (Folkevelde) stammer fra Greekenland, og vi kender
alle de greeske symboler, som i dag bruges i1 naturvidenskab: m,
a, B, vy etc. Greekerne var de forste til at bevise matematiske pé-
stande. Is@r var graekerne store i geometri. De arbejdede ogsa
med konstruktioner, men det skal pointeres, at deres konstruk-
tioner med passer og lineal adskiller sig fra grundskolens kon-
struktionsregler derved, at man ikke ma anvende en vinkel-
maler, og man ikke md anvende mal pa linealen. Det viser sig,
at disse begrensende faktorer giver anledning til nogle hojst
interessante resultater. De gamle grackere forsegte for eksempel
1 drhundreder at finde metoder at tredele en vinkel. Forst 1 det
19. drhundrede blev det bevist, at opgaven generelt set er umu-
lig! (se [1] og [2] med link til online dokument).

9. Centervinkler og periferivinkler

WA

|G]5] G] 616

NZNZNZ

En centervinkel er en vinkel, som har vinkelspids i centrum af en cirkel, mens en periferi-

vinkel er en vinkel, der har vinkelspids pé periferien af en cirkel. Vi skal bevise en smuk

setning om sammenhangen mellem dem.

Seetning 15

En centervinkel, som spander over den samme bue i en cirkel som en periferivinkel

gor, er dobbelt sa stor som periferivinklen: u =2v .
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Bevis: Situationen er vist pa figuren ovenfor,
hvor den omtalte bue er markeret med redt.
Beviset deles op i tre tilfaelde alt efter, om cen-
trum C ligger imellem periferivinklens ben,
udenfor dem eller pa det ene ben af periferi-
vinklen. Vi giver kun et bevis for det forst-
navnte tilfelde. De to evrige tilfelde overla-
des til laeseren i opgave 9.1.

Vi kalder de relevante hjerner 4, B, C og D,
som det fremgér af figuren til hejre, og tegner
en stiplet linje fra C'til D. Da trekanterne ACD
og trekant BCD hver is&r har to radier som

sider, s& konkluderer vi, at de begge er ligebenede. Specielt betyder det, at vinklerne B og
D i trekant BCD ens. Vi kalder vinklerne for x. P4 samme made er vinklerne 4 og D i
trekant ACD ens. Vi kalder dem y. Da vinkelsummen i en trekant er 180°, konkluderer vi,
at vinkel C i trekant BCD og trekant ACD er henholdsvis 180°—2x og 180°—2y . Sum-
men af vinklerne omkring centrum C giver 360°, s vi har:

180°—2x+180°—2y +u = 360° < wu=2x+2y=2-(x+y)=2v

hvilket viser det onskede. O

En interessant konsekvens af s@tning 15 er, at en periferivinkel, som spa&nder over en bue
pa 180°, automatisk vil vere et ret vinkel.

73

Ikke nok med det: Der findes ikke andre punkter i planen end dem pa cirklen, hvorfra
linjestykket AB vil ses under en 90 graders vinkel (overvej!). I opgave 9.2 kan du studere
en anden interessant anvendelse af saetning 15. Den sakaldte synsvinkelkonstruktion har
nemlig rod i setning 15.
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10. Pythagoras’ satning

Den mest kendte matematiske satning af alle i
grundskolen er vel Pythagoras’ scetning. Setnin-
gen var allerede kendt i Babylonien ca. 1800 f.Kr.,
men den blev muligvis bevist af graekeren Pytha-
goras, som levede omkring 570-490 f.Kr. De ld-
ste kendte beviser for s@tningen findes i Fuklids
Elementer, som er fra ca. 300 f.Kr. Pythagoras
grundlagde et broderskab kaldet pythagoreeerne i
den graske koloni Kroton i det nuvarende Syd-
italien (Crotone). Deltagerne i broderskabet be-
skeeftigede sig med naturvidenskab, matematik,
filosofi, religion og talmystik. I matematik stude-
rede de is@r aritmetik og algebra. Disse tenkere ~
fik senere stor indflydelse pa den store filosof Pla- PIT \G OH A
ton (ca. 428 £ Kr.—348 f.Kr.), der betragtede mate- : -

matikken som verende et essentielt redskab for en 4

o

filosof'til at skaerpe sindet med henblik pa at forsta
de abstrakte, sande, evige og uforanderlige idéer.

Sztning 16 (Pythagoras’ s@tning)

I en retvinklet trekant ABC, hvor C er den rette vinkel, geelder folgende sammenhang
mellem siderne: a” +b* =¢*.

Bevis: Der findes utallige beviser for denne smukke s&tning. B
Vi skal betragte et, som ger brug af arealer. Betragt gverste
figur pd neste side: Et kvadrat med sidelengden a+5b er af-
bildet med marker, der adskiller lengderne a og b pd hver
eneste side. Markerne forbindes med linjer. Det giver anled- a ¢
ning til fire retvinklede trekanter og en firkant i midten, som
det ses pa den nederste figur pa naeste side. De fire trekanter
har en ret vinkel og to hosliggende sider ens. Vi er altsa i til-

feelde 3 1 afsnit 8, hvilket betyder, at trekanterne er kongruente. C H b A
Specielt er hypotenuserne i de retvinklede trekanter ens. Vi

kalder dem c. Firkantens sider er dermed alle c. Spergsmaélet er om firkanten er et kvadrat
eller blot en rombe? Dette afklarer vi ved at regne pd vinkler. I trekant 4BC nederst til
venstre kalder vi vinkel B for v. Da C er ret, giver vinkelsummen i en trekant os, at vinkel
A i trekant ABC ma vaere lig med 90°—v . Alle trekanterne er som navnt kongruente, s
vi kan overfere vinklen 90°—v til vinklen B i trekanten lige over trekant ABC. Hvis vi
kalder vinklen B i firkanten for u, kan vi opskrive felgende ligning:

v+u+(90°-v) = 180° < u=90°
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Vinklen B i firkanten er med andre ord ret. Af symmetrigrunde fas det samme for alle
vinkler 1 firkanten. Dermed er det godtgjort, at firkanten er et kvadrat! Arealet af det store
kvadrat er lig med summen af arealerne af det lille kvadrat og de fire trekanter. Trekan-
terne har hver areal 1-a-b . Det giver en ligning at lose:

(3) (a+b)y =c*+41ab o d+b+2ab = c+2ab < a’+b =

hvor vi har brugt en kvadratsaetning. Dermed er s@tningen bevist.

Bemeerkning 17

I beviset ovenfor kan man godt slippe for at argumentere med vinkler, hvis man registre-
rer, at de fire trekanter er kongruente, og at man givet trekanten i nederste venstre hjerne
kan fa de evrige ved gentagne drejninger med 90° efterfulgt af parallelforskydninger.
Beviset med vinkler er dog anvendst, fordi det er en mere “’sikker vej”. Det skal ogsé nev-
nes, at man kan undgé de algebraiske regninger i (3), hvis man snedigt foretager nogle
parallelforskydninger i figuren. Se opgave 10.1.

Bemerkning 18

I matematikbeger ser man ofte Pythagoras’ s&tning illustreret ved, at man anbringer kva-
drater pa siderne i trekanten. Dette er gjort pa figuren pé forsiden af denne note! Denne
figur indeholder imidlertid ogsa andre pointer.

Definition 19

I en retvinklet trekant kaldes de to sider, som stoder

%)
Jfoo,«@
op til den rette vinkel, for kateter, mens den lange /7‘/&@

Katete

side overfor den rette vinkel kaldes for hypotenusen.

Katete

Eksempel 20

Bestem de ukendte sider 1 nedenstaende to trekanter.

B Trekant 1 Trekant 2
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Losninger: 1 trekant 1 kender vi kateterne a og b og skal finde hypotenusen c. Vi omskri-

2 o e=Na®+b*.

ver forst Pythagoras® formel, for vi indsaetter: o +b* =c

= Jab+b? =32 +42 = 25 = 5

I trekant 2 kender vi hypotenusen ¢ og kateten a. Derfor skal formlen omskrives lidt an-
derledes: a* +b* =c* < b*=c*—a®> & b=~c*-a’.

b =N —a® = 6222 = J36-4 = 32 = 5,66

Bemerk at trekant 1 vel er det mest anvendte eksempel pé brug af Pythagoras’ s&tning.
3—4-5 trekanten er velkendt, fordi der er tale om hele tal. Der er faktisk uendeligt mange
andre eksempler med hele tal, som passer i formlen. Man kalder heltalslesninger for py-

thagoreeiske tripler. En 5-12-13 trekant er et andet eksempel, men 3—4-5 trekanten er den
simpleste. Der galder ogsa omvendt, at har man en trekant med disse sider, sa er der en
ret vinkel overfor siden 5. Dette kan handvarkere bruge i praksis til at udméale precise
rette vinkler. Se senere 1 s&tning 37 og eksempel 38.

Eksempel 21 (Pythagoras anvendt i 3D)

Vi vil bestemme diagonalen i den rektangulare kasse med l&ngden 120 cm, bredden 100
cm og hgjden 90 cm. Hertil kan vi benytte Pythagoras’ formel to gange. Forst i bunden
til at bestemme diagonalen c, derefter i den lodrette flade til at bestemme diagonalen d:

Bunden: ¢ = v120% +100> = 156,20. Lodret flade: d = +/156,20° + 90> = 182.3

Diagonalens leengde er altsa 182,3 cm.

—

Diagonal i bund

Diagonal i lodret flade
h 100 cm d 90 om
100 cm 120 cm ¢
Eksempel 22 (Afstand mellem punkter) X
A
En formel for afstanden mellem to punkter i pla- Py(x,))

nen kan udledes ved hjelp af Pythagoras’ satning:

d = \/|x2—x1|2+|y2 _y1|2

= \/(xz _Xl)2 +(¥, _yl)2

v
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11. Trigonometri via retvinklede trekanter

Vi har hidtil kun kunnet regne pé siderne i en ret-
vinklet trekant, men hvad med vinklerne? Hertil
kreeves trigonometri. Ordet kommer fra oldgrask
og betyder noget i retningen af at méile 1 en trekant.
Historisk set konstruerede den graeske astronom

Hipparchos ca. 150 f.Kr. en kordetabel, som ligner
meget en sinustabel 1 dag. Tabellen er gaet tabt.
Derimod har man bevaret det meget beremte vaerk
Almagest af Claudius Ptolemceus (ca. 100 - ca. 170)
fra Alexandria. Varket er skrevet omkring 150
e.Kr. og indeholder blandt andet en kordetabel med
en forklaring pé, hvordan den blev udregnet. In-

derne betragtede herefter en slags halv-kordetabel.
Larde muslimer oversatte dette arbejde til arabisk.
Endelig kom tabellerne til europaerne omkring 1100-tallet. Her brugte man betegnelsen
sinus, som betyder “bugt” eller ”fold” pa Latin. Det var dog forst i 1400-tallet, at den
videnskabelige trigonometri for alvor kom i gang i Europa med Regiomontanus (1436-
1476), som skrev den vigtige bog De triangulis omnimodis om trekanter og trigonometri.
Han udregnede ogsa tabeller for, hvad vi 1 dag med sma @ndringer vil sige svarer til en
sinus-tabel. Senere i det 16. drhundrede udviklede trigonometri sig fra at vere en ren
geometrisk disciplin til en algebraisk-analytisk disciplin. Nok om historien her.

Forst skal vi have indfert de trigonometriske funktioner sinus, cosinus og tangens i en
retvinklet trekant. Funktionerne forkortes sin, cos og tan. Tangens ses dog ogsé under-
tiden at blive forkortet tg. Vi bruger tan her. Med betegnelserne fra Definition 19:

Definition 23

I en retvinklet trekant er de trigonometriske funktioner defineret pa folgende méde,
hvor v ikke er den rette vinkel:

. modstdende katete
sin(v) =
hypotenusen
o7 = hosliggende katete
hypotenusen
modstiende katete
tan(v) = -
hosliggende katete
v [
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Bemearkning 24 (veldefineret)

Definition 23 ville ikke give mening, hvis for ek- E
sempel sin(40°) giver noget forskelligt alt efter
hvilken retvinklet trekant med en vinkel pa 40°,
som man matte bruge. Heldigvis er det ikke til- B
feeldet, for alle retvinklede trekanter, hvor den
ene vinkel er 40°, vil vare ensvinklede. Dette er
illustreret med trekanterne ABC og ADE pa figu-

ren. Lad os forst kigge pé sinus. Ifelge setningen 4 v ]
om ensvinklede trekanter 1 afsnit 7, har vi umid- C D
delbart, at

|BC| _ |DE]

[4B] ~ [4El

Det betyder, at sinus vil give det samme uanset, om vi benytter trekant ABC eller trekant
ADE til at udregne sin(40°) . Noget tilsvarende fés for cosinus og tangens.

Saetning 25

For enhver vinkel v, som opfylder 0 <v<90°, gelder: tan(v) = sin(v)

cos(v)

Bevis: Vi starter med hejresiden og bruger definition 23, idet vi anvender forkortelserne
”mod” for modstéende katete, hos” for hosliggende katete og ’hyp” for hypotenusen:

mod
sin(v) _ hyp _ mod hyp modhyp  mod

4) = tan(v)

cos(v) hos hyp hos hyp - hos hos
hyp
2. lighedstegn: Man dividerer med en brok ved at gange med ’den omvendte”. 3. ligheds-

tegn: Man ganger to breker med hinanden ved at gange teller med teller og n@vner med
navner. 4. lighedstegn: hyp forkorter vaek i teller og nevner.

Nér vi skal bruge de trigonometriske funktioner i en retvinklet trekant, vil vi stille os 1
en vinkel”, og det skal aldrig veere den rette vinkel. Nar vi str i en vinkel, vil vi betegne
den katete, som ligger overfor vinklen, for den modstdende katete, mens den katete, som
stader op til den vinkel man “’star i”, betegnes den hosliggende katete. Om en katete er
modstdende eller hosliggende athenger siledes af, i hvilken vinkel “man stir”. Det er
illustreret pd de to figurer overst pd n®ste side. Vi benytter de samme forkortelser som
anvendt i beviset for s@tning 25.
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B B
h
hyp mod ” hos
4 [ [ ]
hos C A mod C

Nér man skal lose opgaver “stiller man sig i1 den vinkel”, som kendes eller skal findes.
Dernast sperger man sig selv om hvilke sider, som er involveret. Hermed menes de sider,
som kendes eller skal findes. Herudfra vaelges den relevante trigonometriske funktion.
Hvis den hosliggende katete og hypotenusen for eksempel er involveret, sa er det cosinus,
som skal benyttes. Hvis de to kateter er involveret, er det tangens, der valges, etc. Vi
kigger pa to eksempler.

B
Trekant 1 B Trekant 2
65°
34,7
86
[] [ ]
4 C C 203 4

Eksempel 26

I trekant 1 vil vi bestemme siden 4. Da vi kender vinkel B, stiller vi os der. De involverede
sider er dermed den hosliggende katete, der kendes, og den modstédende katete, som skal
findes. Da tangens involverer begge kateter, er det den vi skal benytte:

tan(65°) = IETO: = %

Den ukendte side fas ved at gange med 86 pa begge sider af lighedstegnet:
b = 86-tan(65°) = 184,4

Eksempel 27

I trekant 2 vil vi bestemme vinklen 4. Da vi skal finde A, stiller vi os der. De involverede
sider er dermed den hosliggende katete og hypotenusen, som begge kendes. Da cosinus
involverer netop disse sider, skal vi benytte cosinus:

cos(4) = hos = 203

= 0,5850
hyp 34,7
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Vi ved altsa hvad cosinus til den ukendte vinkel 4 er lig med, nemlig 0,5850. For at finde
A selv, ma vi benytte den omvendte funktion til cosinus, som betegnes cos' . Funktionen
kan ogsé findes pa lommeregneren. Vi far:

A = cos'(0,5850) = 54,2°

Bemark, at man ber benytte mindst fire decimaler, nar man regner med de trigonometri-
ske funktioner — for at undga, at fejl bliver for store. Benyt gerne alle decimaler i mellem-
regninger!

O
Eksempel 28 B
I trekant 3 vil vi bestemme hypotenusen c. Vi ken- Trekant 3
der vinklen A, sa vi stiller os der. De involverede
sider er da den modstadende katete og hypotenu- 16,4
sen. Vi benytter derfor sinus:

$in(36°) = mod _ 16,4 4 36° .

hyp c

Da den ukendte side c stir i ne@vneren 1 ligningen, ma vi foretage et par omskrivninger.
Forst ganger vi pa begge sider med navneren c. Derefter dividerer vi med sin(36°) pa
begge sider af lighedstegnet:

c-sin(36°) = 164 < ¢ = ﬂ = 27,9
sin(36°)

Bemarkninger 29

Det er klart, at vi 1 alle tre eksempler ovenfor kunne have benyttet solve 1 vores CAS-
vaerktej til at bestemme den ubekendte, si snart den trigonometriske ligning var blevet
opstillet. Eller vi kunne sagar have fodret CAS-vearktejet med oplysningerne og sa faet
CAS-programmets indbyggede kommandoer til direkte at give alle ukendte storrelser 1
trekanten. Det sidste ville ikke have givet megen indsigt. Men det er et valg, man ma tage.

Kender man i en retvinklet trekant udover den rette vinkel enten to sider eller en side og
en vinkel, kan man altid bestemme en hvilken som helst anden side/vinkel ved hjelp af
de trigonometriske funktioner. Tilfeeldet, hvor man kun kender tre sider, er ikke interes-
sant, for tre vinkler er som bekendt ikke tilstraekkelig til at fastlegge trekanten entydigt,
som det fremgar af afsnit 8. Hvis man yderligere tager to andre verktejer i brug, nemlig
at vinkelsummen i en trekant er 180° og Pythagoras’ seetning: a* +b* = ¢, kan man altid
bestemme en hvilken som helst ukendt side/vinkel i et hug. Vi holder os dog til de trigo-
nometriske funktioner her.
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12. Trigonometri via enhedscirklen

I forrige afsnit definerede vi de trigonometriske funktioner sinus, cosinus og tangens via
retvinklede trekanter. I den forbindelse skal vinklen v ligge mellem 0 og 90°. I dette afsnit
vil vi udvide definitionen, s4 man ender med at kunne tage sinus og cosinus til ethvert
reelt gradtal og tangens til nasten alle gradtal. Ferst skal vi forklare, hvad vi mener med
negative vinkler og vinkler, som er sterre end 360°. For det forste vil vi altid forestille os,
at vinklens ene ben er pa x-aksens positive del. Den er her markeret med redt pd figuren
herunder. Vinklens andet ben er atbildet med blét. Hvis man drejer mod uret, regnes vink-
len positiv; hvis man drejer med uret, regnes vinklen negativ. Til venstre har vi en positiv
vinkel pa 120°, i midten en negativ vinkel pa -70° og til hgjre en vinkel pa 420° (her er
drejet mere end en omgang i positiv omlebsretning: 420° =360°+60°).

y y y
4

A
I ‘ \ ‘ / /o ‘
) w ) )

N

y
Udgangspunktet for vinklen er alt- 4

sd altid x-aksens positive del, og \

vinklen regnes positiv i positiv om-

lobsregning, som er imod uret og G S P
markeret med en red bue med pil pa 1

figuren til hejre. Derudover fore-

stiller vi os tegnet en enhedscirkel v i > x
med centrum i (0,0) i koordinatsy- o cos(v)
stemet. En enhedscirkel er en cirkel

med radius 1. Til en vinkel v indfo- 1

rer vi et sdkaldt retningspunkt P,,

som er skaringspunktet mellem

vinklens bld ben og enhedscirklen.

Retningspunktet er udgangspunkt for definitionen af co-

sinus og sinus til v. Vi vil nemlig definere sin(v) som x- 1

koordinaten til P, og cos(v) som y-koordinaten til P,. At sin(v)
det er en fornuftig udvidelse af sinus og cosinus kraever v

dog, at den nye definition stemmer overens med den gam- cos(v)

le, nar 0 <v<90°. For en sadan vinkel har vi i enheds-
cirklen trekanten til hojre at regne pé.
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Hvis vi et gjeblik kalder den gamle definition af sinus og cosinus for henholdsvis sin, (v)
0g c0S; (v), sd har vi ifelge definition 23:

. modstéende katete  sin(v) )
sing, (v) = = = sin(v)
hypotenusen 1

5
) hosliggende katete _ cos(v)

cosg (V) = = cos(v)

hypotenusen 1

Sa den nye definition af sinus og cosinus stemmer altsd overens med den gamle for vinkler
mellem 0 og 90°. Samtidigt definerer vi tan(v) som sin(v)/cos(v), og her vil setning 25
sikre os, at den nye definition ogsé stemmer overens med den gamle, nir 0 <v <90°. Det
bemarkes, at tan(v) ikke er defineret, nar naevneren er 0, dvs. nar cos(v) =0. Det sker
ndr v er lig med 90° plus/minus hele multipla af 180°.

Definition 30

For en vinkel v og dens tilherende retningspunkt P, definerer vi:

cos(v) = x-koordinaten til P,

sin(v) = y-koordinaten til P,

tan(v) = S0, 29004 p-180° for p € Z)
cos(v)
y
A
Reor-v / SIN(180°~v)  sin(v) '\ R,
| 180°-v .
| /_ 1
! v ! .
cos(180°-v) cos(v) X

Seetning 31 (Regler for supplementvinkler)

For alle vinkler v gaelder:

(6) cos(180°—v) = —cos(v)
(7 sin(180°—v) = sin(v)
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Bevis: Vi sammenligner retningspunkterne for vinklerne v og 180°—v pa figuren pa for-
rige side. Symmetrien giver os, at x-koordinaten til retningspunktet Fg,._, giver det sam-
me som x-koordinaten til retningspunktet for P, bare med modsat fortegn. Derfor har vi
ifelge definition 30, at cos(180° —v) = —cos(v) . P4 samme made ser vi, at y-koordinaterne
for de to retningspunkter er lige store, dvs. sin(180°—v) =sin(v).

To vinkler siges at vaere hinandens supplementvinkler, hvis de tilsammen giver 180°. Det
er tilfeeldet for v og 180°—v. Symmetrireglerne for de trigonometriske funktioner for
supplementvinkler fra saetning 31 skal vi gere brug afi afsnit 14, hvor vi studerer generel-
le trekanter. For bedre at forsta sinus og cosinus pé enhedscirklen opfordres leeseren til at
lose opgave 12.1, som handler om at aflese tilnermede vaerdier for cos(v) og sin(v). Det
giver samtidigt en god fornemmelse for de forskellige symmetrier, som disse funktioner
har. Nu til en vigtig relation mellem cosinus og sinus.

Seetning 32 (Grundrelation for trigonometriske funktioner)

For alle vinkler v gaelder:
(8) (cos(v))* + (sin(v))* =1

Bevis: Benyt Pythagoras’ s@tning pé trekanten pa den nederste figur pa side 30. Sztnin-
gen gaelder ikke bare for vinkler mellem 0 og 90°. Det overlades til leeseren at overbevise
sig om det ved at kigge pé definition 30.

13. Vinkler i radianer

Vi er sd vant til at regne vinkler i grader; at der er
360° hele vejen rundt. Men dette tal er menneske-
skabt. Muligvis stammer det fra babylonierne, som
regnede i et 60-talssystem. En mere naturlig og ma-
tematisk méade at definere en vinkel pd kan vere at v

angive vinklen ved lengden af den bue, som vink-
lens ben spaender over pa enhedscirklen. Pa figuren
er buen vist med rodt. 360° kommer da til at svare

til omkredsen af en cirkel med radius 1, hvilket er
2nr=2mn-1=2mn. Vikalder buens leengde for vink-
lens radiantal. Har man en vinkel angivet ved et gradtal, sa fis vinklen i radianer ved at
gange med 27/360 eller /180 . En ret vinkel er for eksempel 90-7/180 = /2. I opgave-
sektionen far leeseren lejlighed til at foretage omregninger af vinkler mellem gradtal og
radiantal. Til slut skal det naevnes, at nir man arbejder med cosinus, sinus og tangens som
funktioner betragtet, sé er det nasten altid radianer, man regner i.
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14. Cosinusrelationerne og sinusrelationerne

Vi er nu endelig naet frem til at betragte generelle trekanter. Vi er klar til det, efter 1 afsnit
12 at have udvidet de trigonometriske funktioner til ogsa at geelde vinkler, som er storre
end 90 grader. Vi skal stifte bekendtskab med cosinusrelationerne og sinusrelationerne.

Sezetning 33 (Sinusrelationerne)
I en vilkarlig trekant ABC geelder sinusrelationerne:

a b c

©) . = - ol
sin(4) sin(B)  sin(C)

som alternativt kan skrives sdledes, hvor nevner og teller er byttet om:

sin(4)  sin(B)  sin(C)
a b ¢

(10)

Bevis: Forst antager vi, at 4 og B er spidse vinkler. Vi tegner hgjden /4, fra C ned pé siden
c. Det opdeler trekanten i to retvinklede trekanter ACD og BCD. Herefter kan vi bruge
definition 23 pa hver af de to retvinklede trekanter:

I AACD:

sin(4) = 20 _ R oy inay=n,
hyp b

I ABCD:

sin(B) = 24 _ R o 4 in) =4,
hyp a

Vi har altsd faet to forskellige udtryk for hgjden 4, . Dem satter vi lig med hinanden:

b-sin(4) a-sin(B) - b a

(11) b-sin(4)=a-sin(B) < — - =— - - = —
sin(A4)-sin(B) sin(A4)-sin(B) sin(B)  sin(A)

hvor der 1 2. trin er blevet divideret med sin(A4)-sin(B) pa begge sider af lighedstegnet.
Vi mangler at se pa det tilfeelde, hvor enten A4 eller B er en stump vinkel (begge kan ikke
veere det!). Lad os sige, at det er B, som er stump.
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Vi har igen to retvinklede trekanter ACD og BCD:

[AACD:  sin(4) = 24 B oy ginay=n,
hyp b
mod £

I ABCD: sin(180°-B) = =< & a-sin(180°-B)=h,
hyp a

men ifelge (7) 1 setning 31 er sin(180° — B) =sin(B) . Derfor ender vi med at have ngjag-
tigt de samme to udtryk for hejden /. som i det spidse tilfelde. Det betyder sa ogsé, at
(11) vil veere gyldig her. Vi har dermed bevist, at b/sin(B) = a/sin(A4) . Af symmetrigrun-
de vil der ogsa galde for eksempel b/sin(B) = ¢/sin(C) . Setningen er dermed bevist.

Seetning 34 (Arealer)

I en vilkérlig trekant ABC gzlder folgende tre formler for arealet af trekanten:

(12) T =1-a-b-sin(C)
(13) T = %-a-c-sin(B)
(14) T = 1-b-c-sin(4)

Bevis: 1 beviset for s@tning 33 fandt vi felgende udtryk for hejden fra hjernet C ned pé
siden c: h, = b-sin(A4) . Men helt tilbage fra grundskolen vides det, at ”arealet af en trekant
er en halv hgjde gange grundlinje’:

(15) T =1 hg=3h-c=7bsind)c

Da faktorernes orden er ligegyldig, folger (14). De ovrige folger af symmetrigrunde.

Seetning 35 (Cosinusrelationerne)

I en vilkérlig trekant ABC galder cosinusrelationerne:

16 ¢t = a*+b*-2-a-b-cos(C
(16) ©)
(17) b* = a*+c¢*—2-a-c-cos(B)
(18) a’ = b*+c¢*=2-b-c-cos(A)

Bevis: Igen antager vi forst, at bdde 4 og B er spidse vinkler. Herefter tegner vi hgjden £
fra hjernet C ned pé siden c. Derved deles siden i to dele: x og ¢ —x . Betragt figuren pa
naeste side. Vi kan fa et udtryk for x ved at regne i den retvinklede trekant ACD:

(19) cos(d) = 195 _ X pcos(A)=x
hyp b

hvor vi har ganget med b pa begge sider af lighedstegnet. Vi skal bruge dette senere.
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AACD og ABCD er begge retvinklede tre-
kanter, s& vi kan bruge Pythagoras’ s@tning
pa hver af dem. Idéen er at opstille et udtryk
for 4% fra hver af de to trekanter, s& vi kan

skaffe os af med /.

I AACD:

R+xt =b> < h =p-x2

I ABCD:

P+c-x)? =d> o MR+l +x*-2cx=d> & W =da-*-x*+2-cx

hvor en kvadratsetning er brugt i trin 2. De to udtryk for 4 settes lig med hinanden:
-t —x*+2-cx = b -x* o a*=b"+c*-2-cx
Nu indsetter vi udtrykket for x fra (19):
a>=b*+c*=2-c-b-cos(A)

hvorved (18) er vist for det spidse tilfeelde. At det ogsé galder, hvis en af vinklerne er
stump, overlades det til laeseren at studere i opgave 14.1. Af symmetrigrunde har vi igen,
at de gvrige relationer (16) og (17) ogsé er rigtige.

Da vi ofte skal benytte cosinusrelationerne til at bestemme vinkler med, formulerer vi en
nyttig variant af saetning 35, som fremgér direkte af setning 35 ved omskrivning:

Seetning 36 (Anden version af cosinusrelationerne)

I en vilkérlig trekant ABC galder cosinusrelationerne:

2 2 2

a +b°—c

20 cos(C) = ————
(20) ©) >ab

2, 2 32

Q1) cos(B) = at+c b
2ac

b*+c* —d?

22 cos(4) = ———
(22) (4) he

Tilbage 1 afsnit 10 sd vi, at 1 en retvinklet trekant ABC, hvor C er den rette vinkel, gelder
Pythagoras’ seetning: a” +b” = ¢*. Men faktisk gzlder s@tningen ogsa den modsatte vej,
dvs. at hvis a” +b* =¢?, s& er vinklen C ret.
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Sezetning 37 (Omvendt Pythagoras’ s&tning)

I en trekant ABC, hvor siderne opfylder a® +b* = ¢, vil vinklen C vare ret.

Bevis: Vi kan omskrive cosinusrelationen (16), som gaelder i enhver trekant:
¢ =a’+b*-2-a-b-cos(C) & c*—a*-b* = -2-a-b-cos(C)

Men hvis a” +b* =¢*, sa er venstresiden i den sidste ligning 0. Den eneste made hvorpa
hejresiden kan vare 0, er hvis cos(C)=0. Da vinklen skal ligge mellem 0° og 180°, er
den eneste mulighed ifelge enhedscirklen, at C =90°, hvorved det enskede er vist.

Eksempel 38

Den omvendte Pythagoras’ s@tning kan L |
aktivt bruges af bygningshdndvarkere,

nar der skal udmales et rektangulaert fun-

dament. Er l&engden 12 m og bredden 10 12.00 m

m, kan man med en spandt snor serge for
at diagonalen far leengden

J(12,00m)* + (10,00 m)> =15,62m

Pé den made kan man med stor precision
lave en vinkel pé 90°.

Eksempel 39

Givet en trekant med de tre oplysninger, som fremgér C

af figuren. Disse tre oplysninger er tilstraekkelige til

at fastlegge trekanten fuldstendigt (vi er i tilfelde 4,

jf. afsnit 8). Nar man skal bruge sinusrelationen, skal 4,2

man lede efter to par af vinkel og overfor liggende

side, hvor kun en af sterrelserne er ukendt. I dette til-

feelde har vi parrene 4-a og B-b, hvor kun a er ukendt. A 62° S0° B

Den bestemmer vi sé. Ifelge (9) haves:

.a = ,b < a = sin(4)-—
sin(4)  sin(B) sin(B)

Ved indsattelse fas folgende:
4,2

- - - 4,84
sin(50°)

a = Sin(A).sinL(lﬂ = sin(62°)-

Den sidste vinkel C kan findes ved at udnytte vinkelsummen i en trekant:
¢ = 180°-62°-50° = 68°
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Den sidste side kan findes ved brug af sinusrelationen. Vi overlader det til leeseren. Men
lad os ogsé lige beregne arealet af trekanten. Vi kender nu a og b, sé det vil vere passende
at bruge formlen (12) i s@tning 34:

T = Z-a-b-sin(C) = 1-4,8409-4,2-5in(68°) = 9,43

hvor vi har brugt ekstra mange cifre i den beregnede side a, fordi der er tale om en mel-
lemregning, hvor fejl kan forsterres. Arealet af trekanten er altsd 9,43.

Eksempel 40

Givet en trekant med folgende tre oplysninger: 4 =37°,b=79 og c¢=167. Vi har altsd
givet en vinkel og to hosliggende sider, som er nok til at bestemme trekanten entydigt op
til kongruens (tilfaelde 2 fra afsnit 8). Vi skal bestemme de resterede sterrelser i trekanten.

Losning: Ferst benytter vi cosinusrelationen (18) til at beregne den sidste side a, idet vi
ogsd tager kvadratroden pa begge sider:

@ = b +*—2-b-c-cos(A) = \[79° +167>—2-79-167-cos(37) = 114,27
For at bestemme C benytter vi cosinusrelation (20):

a’+b°—c* 11426817 +79° 167"

cos(C) =
2ab 2-114,2681-79

= —0,4758

C = cos '(—0,4758) = 118,4°
Endelig fas den sidste vinkel ved at udnytte vinkelsummen i en trekant:
B = 180°-37°-118,4° = 24,6°

Dermed har vi alle vinkler og sider i trekanten.

Bemearkning 41 (Om at bruge sinusrelationen)

I eksempel 40 benyttede vi en cosinusrelation til at bestemme vinklen C. Man kunne
eventuelt ogsd have fundet pa at bruge sinusrelationen, da C er den eneste ubekendte 1
parrene 4-a og C-c. Vi skal imidlertid se, at det ville have givet problemer.

Sinusrelationen (10) omskrives:
sin(A4) _ sin(C) - sin(4)

a C a

¢ = sin(C)

Vi indsatter og benytter igen ekstra mange cifre i mellemregninger:
sin(A) o = sin(37°)

sin(C) = =
© 114,2681

167 = 0,8795

C = sin'(0,879538) = 61,6°
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Problemet ved denne metode er, at der er to lesninger til ligningen sin(C) = 0,8795, nem-
lig 61,6° og supplementvinklen 180°—61,6°=118,4°, som det fremgar af enhedscirklen
pa venstre del af figuren herunder. Vi kan ikke vide, hvilken vinkel, der er den rigtige,
medmindre vi inddrager oplysningen b =79, som ikke er i spil ovenfor. Hejre del af fi-
guren viser ogsd problematikken, nér vi forseger at konstruere trekanten ud fra de oplys-
ninger, som er i spil, dvs. 4=37°,a=114,2681 og c=167.

0,8795

167

At der ikke opstéar noget problem i tilfeeldet med ligningen cos(C)=-0,4758 skyldes, at
denne ligning kun har en lesning i intervallet fra 0° til 180°. Det overlades til leseren at
overbevise sig om dette ved at kigge pa enhedscirklen. Vores lering er herefter:

Undga sa vidt muligt at bruge sinusrelationerne til at bestemme vinkler med!

Der er dog tilfzelde, hvor man er nedsaget til at bruge sinusrelationen. Det kan veare, at
man har en ekstra oplysning, for eksempel af vinklen er spids eller stump.

Eksempel 42 (Firkanter)

Betragt firkanten nedenfor til venstre. Oplysningerne i firkanten er nok til at bestemme
den fuldstendigt, hvilket man kan overbevise sig om ved at konstruere den med passer,
lineal og vinkelméler eller GeoGebra. Vi skal bestemme de ukendte sider og vinkler.

B B
b 7,1 W 7,1
4.6 C 4.6 C
A A
3,3 3,3
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Idéen er at opdele =mABCD 1 to trekanter: AABC og AACD . Der er en vinkel 4 i begge
trekanter, sd det er vigtigt at gore sig klart hvilken trekant, man arbejder i.

I AABC:
Forst bruger vi cosinusrelationen (17) til at bestemme siden b:

b =a*+c*—2-a-c-cos(B) = /7,1’ +4,6° —2-7,1-4.6-cos(77°) = 7,541630933
Dernest bruges cosinusrelation (22) til at bestemme vinkel 4:

b*+c*—a®  1,54163 +4,6°-7,1°
2bc 2-7,54163-4,6

cos(A4) = = 0,39817

idet vi benytter mange decimaler i mellemregninger. Herefter bruges funktionen cos™ :

A = cos'(39,817) = 66,536°
Endelig giver vinkelsummen i en trekant den sidste vinkel C:

C =180°-4—-B = 180°-66,536°-77° = 36,464°

I AACD:
Vi far brug for at udregne vinkel 4 i AADC . Den fés ved at treekke 4 i1 AABC fra den
store vinkel A1 =@ ABCD , altsa 128°.

A = 128°-66,536° = 61,464°

Siden a findes ved at benytte en cosinusrelation:

a =\ +d*—2-c-d-cos(A)

= \/3,32+7,541632+2-3,3-7,54163-cos(61,464°) = 6,63235

Derefter igen en cosinusrelation for at bestemme vinkel D:

a’+c*—d®  6,63235+3,3° —7,54163
2ac 2-6,63235-3,3

cos(D) = = —0,04565

og hermed:
D = cos '(-0,04565) = 92.616°

Vinkelsummen i den betragtede trekant giver vinkel C:
C =180°-A4-D = 180°-61,464°-92,616° = 25,920°

[ =ABCD:
For at f& vinkel C i firkanten, legger vi vinklerne C fra hver af de to trekanter sammen:

C = 36,464°+25,920° = 62,384°
Vi opsummerer med en vis afrunding:
A=128° B=77°C=62,4° og D =92,6°
|4Bl=4.,6; |BC|=7.1; |CD|=6,63 og |4D| =33
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Opgaver

I opgavesektionen vil opgaverne blive nummereret, sd det, der stir foran punktummet,
angiver det afsnit, opgaven herer til. Opgaver, som vurderes som lidt sverere end de ov-

rige, markeres med en stjerne *.

Opgave 2.1

Benyt en vinkelmaler med lineal til nedenstdende.

a) Afset de tre medianer i hver af trekant 1 og 2. Skerer de i samme punkt?
b) Afsat de tre hajder 1 hver af trekant 3 og 4. Skarer de 1 samme punkt?
c) Afset de tre vinkelhalveringslinjer 1 trekant 5 og 6. Skerer de i samme punkt?

Trekant 1
c a
A b C
Trekant 3 B
c
a
A b C
Trekant 5
B
c a
A C

Trekant 2
B
c a
A b C
Trekant 4 B
c a
A b C
Trekant 6
B
c
A
a
b
C
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Opgave 2.2
Benyt en vinkelméler med lineal til nedenstdende. Afsat de tre midtnormaler 1 hver af
trekant 7 og 8. Skearer de 1 samme punkt?

Trekant 7 B Trekant &
B
c a
a
c
[ |
A b C A b C
Opgave 3.1

Betragt de 6 trekanter i opgave 2.1. Hvilke vinkler er spidse, hvilke er stumpe og hvilke

er rette?

Opgave 4.1 (Ligedannethed)

Trekanten til hejre er ligedannet med trekanten til venstre. Skaleringsfaktoren er 1,5.
Hvad kan man sige om arealet af den hejre trekant 1 forhold til arealet af trekanten til

venstre?

Trekant 2
Trekant 1

Opgave 4.2 (Ligedannethed)

Nedenfor er afbildet en tredimensional kasse. Hvis man skalerer kassen med en faktor 2,
dvs. ganger alle sider med 2, hvor mange gange sterre vil rumfanget af den nye kasse sa
blive? Sat eventuelt tal pa siderne, hvis du er i tvivl.
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Opgave 5.1
I det folgende skal du bruge grundleeggende regler fra afsnit 5.

a) Vis at vinkler, der ligger overfor hinanden i et parallelogram, er lige store.
b) Betragt figuren med rektanglet. Vis at v=2u .

[ )

Opgave 6.1 (Vinkelsum i trekant)

Benyt satningen om vinkelsummen i en trekant til at bestemme den ukendte vinkel 1 hver
af trekanterne nedenfor.

B
460 300 /
4 C 4 [

Opgave 6.2% (Vinkelsum 1 polygon)

B

a) Hvad er vinkelsummen 1 en firkant? Tegn og argumenter!

b) Kan du udvide til en formel for vinkelsummen i en vilkérlig n-kant? (Sveer at bevise,
men det kan gores ved induktion). Bemerk, at en n-kant eventuelt kan vere konkav,
dvs. den kan eventuelt have mindst en kant, som ”vender indad”, svarende til at der er
en vinkel p&d mere end 180°. Formlen for vinkelsummen athanger dog ikke af det.

Opgave 7.1 (Ensvinklede trekanter)

Nedenfor er vist to ensvinklede trekanter. Beregn forst skaleringsfaktoren & og bestem
derefter de ukendte sider i de to trekanter.

B2
B 70 44
//j
T 4 C,
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Opgave 7.2 (Ensvinklede trekanter)

a)
b)
©)
d)

A

Bestem de ukendte sider i de ensvinklede trekanter 1 og 2.
Bestem de ukendte sider i de ensvinklede trekanter 3 og 4.
Bestem de ukendte sider i de ensvinklede trekanter 5 og 6.
Bestem de ukendte sider i de ensvinklede trekanter 7 og 8.

Trekant 1 B, Trekant 2
6 B,
2N
A 10 C 4, 5 G

1

Trekant 3 Trekant 4 B,
B 1
75 90
60
4 70 < 4 <
Trekant5 G Trekant 6
C12
45 65
27

4, B, 4, 30 B

Trekant 7 Trekant &

¢, B 16 ,
2 2
13
8
20 B, C

1
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Opgave 7.3* (Ensvinklede trekanter)

a) Betragt figur 1. Linjestykkerne AB og CD oplyses at vare parallelle. Argumentér for,
at trekanterne ABE og CDE er ensvinklede og tegn dem hver is@r side om side, si
ensliggende sider ligger overfor hinanden. Brug det til at bestemme de ukendte sider
i de to trekanter.

b) Betragt figur 2. Linjestykkerne 4B og DE oplyses at vere parallelle. Argumentér for,
at trekanterne ABC og CDE er ensvinklede og tegn dem hver isar side om side, sé
ensliggende sider ligger overfor hinanden. Brug det til at bestemme de ukendte sider
1 de to trekanter.

Figur 1 Figur 2 15.0

E 14,8

64 ﬂn c
¢ D

20 323

50 23,0

Opgave 7.4 (Ensvinklede trekanter)

Hojden £ af et tree onskes bestemt. En person leegger sig fladt ned pa jorden med hovedet
1 et punkt A4, sa toppen af stokken ser ud til at flugte med toppen af treeet. Afstanden fra
personens @jne til midten af treestammen er 62,1 m, mens afstanden til stokken er 7,7 m.
Stokkens hejde er 3,2 m. Lengderne er tegnet ind pa figuren herunder. Argumenter for,
at trekanterne ABC og ADE er ensvinklede og tegn dem side om side, sa ensliggende sider
ligger overfor hinanden. Brug det til at bestemme hejden af traeet: /= |DE | .

E

(J
A 77mB D

62,1 m
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Opgave 7.5 (Ensvinklede trekanter)

En person legger sig fladt ned pa ryggen med hovedet i et punkt 4, s personen ser toppen
af en eksisterende 12 meter hoj pel flugte med toppen af det ene tarn pé et slot. P4 figuren
er anfort mal for afstanden fra 4 til palens bund B og afstanden fra palens bund B til
midten af tarnets bund D. Benyt disse oplysninger og teorien for ensvinklede trekanter til
at bestemme térnets hojde 4 = |DE | .

247 m 62,8 m

Opgave 8.1 (Konstruktion af trekant ud fra 3 sider)

Benyt enten et godt gammeldags s&t med passer, lineal og vinkelmaler eller GeoGebra
til at konstruere en trekant med siderne 8, 7 og 4.

Passer, lineal og vinkelmaler

1. Etlinjestykke AB med lzengden 8 tegnes.

2. Med centrum i A og med leengden 4 i passeren tegnes en cirkel med radius 4.

3. Med centrum i B og med lzengden 7 i passeren tegnes en cirkel med radius 7.

4. Idet det gverste skaeringspunktet mellem de to cirkler betegnes C, tegnes linjestykkerne AC og BC.

5. Mal derefter starrelsen af vinklerne med vinkelmaleren.

GeoGebra

1. Frastarten kan det vaere en god idé at fjerne det forstyrrende koordinat-
system ved at klikke pa den lille trekant til venstre for Tegneblok, sa to - Tegneblok
veerktgjer komme til syne: Klik pa badde Show or hide the axes og Show *
or hide the grid som vist pa figuren.

2. Veelg veerktgjet Linjestykke med given leengde og klik et sted pa teg- T T
neblokken. Et punkt A vises og en boks dukker op, hvori man skriver

leengden 8. Afslut med OK.

3. Veelg veerktigjet Cirkel ud fra centrum og radius og klik pa punktet A og indtast 4 i feltet for radius.
Tryk OK. Sa er cirklen med radius 4 og centrum i A tegnet.

4. Veelg veerktgjet Cirkel ud fra centrum og radius og klik pa punktet B og indtast 7 i feltet for radius.
Tryk OK. Sa er cirklen med radius 7 og centrum i B tegnet.

5. Veelg Skeeringsveerktagjet og klik pa henholdsvis den ene cirkel og den anden cirkel. Herved vil de
to skeeringspunkter mellem cirklerne blive tegnet. Vi vil kun bruge det gverste skaeringspunkt C.

6. Veelg veerktajet Polygon og klik pa punkterne A, B, C og igen A i naevnte reekkefglge. Derved er
trekanten ABC fremheaevet med en delvis transparent farve.

7. Veelg veerktgjet Vinkel og klik pa de to sider, der stader op til hjgrnet A. Ggr det samme med hjgrnet
B og C. Bemeerk, at reekkefalgen ger noget! Dermed vises alle vinkler i trekanten.
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Opgave 8.2 (Konstruktion af trekant ud fra vinkel og to hosliggende sider)

Benyt enten passer, lineal og vinkelmaler eller GeoGebra til at konstruere en trekant med
folgende oplysninger: 4 =38°, b =6 ogc =8.

Passer, lineal og vinkelmaler

1.

Linjestykket AC = b med laengde 6 tegnes.

2. Med centrum i endepunktet A benyttes vinkelmaleren til at afseette et vinkelben, som danner vinklen
38° med AC.

3. Med centrum i A tegnes en cirkelbue med radius 8 til skaering med vinkelbenet fra punkt 2.
Skeeringspunktet betegnes med B.

4. Punkterne A, B og C forbindes med linjestykker til at danne trekanten ABC.

GeoGebra

1. Fjern koordinatsystemet som vist under punkt 1 i opgave 8.1.

2. Veelg veerktgjet Linjestykke med given laeengde og Klik et sted pa tegneblokken. Et punkt A vises og
en boks dukker op, hvori man skriver la&engden 6. Afslut med OK. Linjestykket AB er nu tegnet.

3. Hajreklik pa punktet B i Algebra vinduet eller punktet pa tegnefladen og veelg i kontekstmenuen
Egenskaber, hvorefter navnet B kan omdgbes til C i boksen til hgjre. Husk at trykke Enter her. Du
kan eventuelt lukke vinduet med Egenskaber igen, hvis du gnsker mere plads.

4. Veelg veerkigjet Vinkel med given starrelse og klik pa punktet C og derefter A og skriv 38 i feltet for
vinklens gradtal (mod uret). Tryk OK. Det vil skabe en delvist markeret vinkel med et nyt punkt C".

5. Veelg veerktgjet Halvlinje og klik farst pa hjgrnet A efterfulgt af den nye punkt C’. Herved vil der
blive tegnet en halvlinje ud af vinkelbenet.

6. Veelg veerktejet Cirkel ud fra centrum og radius og klik pa punktet A og indtast 8 i feltet for radius.
Tryk OK. Sa er cirklen med radius 8 og centrum i A tegnet.

7. Veelg Skaeringsveerktgjet og klik pa henholdsvis halvlinjen og cirklen fra punkterne 5) og 6). Herved
vil skeeringspunktet mellem cirklen og halvlinjen blive tegnet. Det skal vaere trekantens hjgrne B.

8. Brug veerktgjet Linjestykke til at forbinde punkterne A og C med et linjestykke.

9. Veelg veerktajet Polygon og klik pa punkterne A, B, C og igen A i naevnte reekkefglge. Derved er
trekanten ABC fremhaevet med en delvis transparent farve.

10. Bemaerk, at du i Algebra-vinduet kan klikke pa de sma cirkler til venstre for hvert element i vinduet

og derved ggre elementet usynligt/synligt. Navne kan desuden fijernes i vinduet Egenskaber under
fanen Basis: vis navn kan slas fra/til. Prgv noget af dette for at fa tegningen til at fremsta paen.

Opgave 8.3 (Ligebenet trekant)

Nederst side 9 1 afsnit 3 blev der fremsat nogle pastande om
en ligebenet trekant. Du skal nu bevise dem og andre ved
hjaelp af analysen af de 6 forskellige situationer med tre op-
lysninger i en trekant fra afsnit 8, specielt de fire forste til-

feelde, hvor trekanten er entydigt bestemt op til kongruens. m,

Givet en ligebenet trekant ABC pa figuren til hejre. Her er
benene a og b lige store. Nu tegnes en median m, ned pa

A B

siden c. Fodpunktet kaldes D. D

a) Vis at vinklerne 4 og B er ens. Hjeelp: Argumenter for, at trekanterne ACD og BCD
er kongruente. Hvilke tre oplysninger er ens i de to trekanter?

b) Argumenter for, at hejden 4. og vinkelhalveringslinjen v, er sammenfaldende med
medianen m, i trekant ABC. Hjeelp: Hvis trekanterne ACD og BCD er kongruente,
hvor stor er vinklen D 1 hver af dem sa nedt til at vaere?
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Opgave 8.4 (Konstruktion af trekant ud fra en side og to hosliggende vinkler)

Benyt enten passer, lineal og vinkelmaler eller GeoGebra til at konstruere en trekant med
folgende oplysninger: A = 67°, ¢ =7,2 og B =33°.

Passer, lineal og vinkelmaler

1. Linjestykket AB = ¢ med leengde 7,2 tegnes.

2. Med centrum i endepunktet A benyttes vinkelmaleren til at afseette et vinkelben, som danner vinklen
67° med AB.

3. Med centrum i endepunktet B benyttes vinkelmaleren til at afsaette et vinkelben, som danner vinklen
33° med AB.

4. Skeeringspunktet mellem de to vinkelben konstrueret i punkt 2) og 3) forbindes og kaldes C. Der-
med er trekanten ABC konstrueret.

GeoGebra

1. Fjern koordinatsystemet som vist under punkt 1 i opgave 8.1.

2. Veelg veerktgjet Linjestykke med given laeengde og Klik et sted pa tegneblokken. Et punkt A vises og
en boks dukker op, hvori man skriver laengden 7,2. Afslut med OK. Linjestykket AB er nu tegnet.

3. Veelg veerktejet Vinkel med given starrelse og klik pa punktet B og derefter A og skriv 67 i feltet for
vinklens gradtal (mod uret). Tryk OK. Det vil skabe en delvist markeret vinkel med et nyt punkt B’.

4. Veelg veerktgjet Halvlinje og klik farst pa hjgrnet A efterfulgt af det nye punkt B’. Herved vil der blive
tegnet en halvlinje ud af vinkelbenet.

5. Veelg veerktejet Vinkel med given starrelse og klik pa punktet A og derefter B og skriv 33 i feltet for
vinklens gradtal. Huske her at vaelge med uret! Tryk OK.

6. Veelg veerktajet Halviinje og klik farst pa hjernet B efterfulgt af det nye punkt A’. Herved vil der blive
tegnet en halvlinje ud af vinkelbenet.

7. Veelg Skeeringsvaerktojet og klik pa de to halvlinjer fra punkt 4) og 6). Herved vil skeeringspunktet
mellem de to halvlinjer blive tegnet. Det skal vaere trekantens sidste hjgrne C.

8. Veelg veerktajet Polygon og klik pa punkterne A, B, C og igen A i naevnte reekkefglge. Derved er
trekanten ABC fremhaevet med en delvis transparent farve.

9. Fjern irrelevante elementer fra den endelige tegning pa den made, der er omtalt under punkt 10 i
opgave 8.2.

Opgave 8.5 (Klassiske grundkonstruktioner)

I denne opgave skal vi kigge pa nogle af de klassiske grundkonstruktioner, som man me-
der, ndr man foretager geometriske konstruktioner med passer og lineal: Oprejse en midt-
normal til et linjestykke, konstruere en normal til en linje igennem et givet punkt, halvere
en vinkel, konstruere en linje parallel med en given linje / gdende igennem et givet punkt
og endelig: Inddele et linjestykke 1 n lige store dele. Konstruktionerne K1-KS5 er illustreret
og beskrevet pd de efterfelgende to sider.

a) Afprov de tre forste konstruktioner K1-K3, idet du udelukkende benytter en passer
og en lineal. Har du ikke det til radighed, kan du benytte GeoGebra, men med de
begransede muligheder, som passer + lineal giver.

b) Udfer alle fem konstruktioner K1-K5 1 GeoGebra, hvor du har lidt mere automatiske
operationer til radighed. Specielt er konstruktionen K5 her interessant.
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K1: Oprejse midtnormal K2: Normal gennem punkt

]

>

oo e

w
><<]><c)>

N2

K3: Halvere en vinkel K4: Parallel linje gennem punkt

s,

Sy, M

K1: Oprejse midtnormal

Givet linjestykket AB. Man tager en vilkarlig afstand i passeren - dog stgrre end halvdelen af lsengden af AB.
Herefter tegnes to cirkler med centrum i henholdsvis A og B. Disse to cirkler skeerer hinanden i to punkter,
som man tegner en linje igennem. Denne nye linje vil veere den gnskede midtnormal nas.

K2: Normal gennem punkt

Givet en linje / og et punkt A. Man tager en vilkarlig afstand i passeren - dog sterre end afstanden fra A til
linjen /. Med centrum i A tegnes en cirkel, som vil skaere linjen /i to punkter S1 og S2. Herfra gaelder det blot
om at oprejse en midtnormal til S1S2 efter fremgangsméaden beskrevet i K1.
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K3: Halvere en vinkel

Givet en vinkel med vinkelspids i S. Man tager en vilkarlig afstand i passeren og tegner en cirkel med centrum
i S. Cirklen vil skeere hver af vinklens ben i to punkter S1 og S2. Man tager en vilkarlig afstand i passeren -
dog starre end halvdelen af afstanden mellem punkterne S1 og S2. Herefter tegnes to cirkler med centrumi
henholdsvis S1 0g S2. Skeeringspunktet laengst vaek fra S kaldes Ss. Linjen gennem S og Ss. er den gnskede
vinkelhalveringslinje.

K4: Parallel linje gennem punkt

Givet en linje / og et punkt A. Start med at bruge konstruktionsmetoden K2 til at lave en normal til /, som gar
igennem A. Kald den n Benyt herefter igen K2 til at konstruere en normal til n, som gar igennem A, Denne
nye normal er den gnskede linje, som er parallel med /.

K5: Dele et linjestykke i n lige store dele

Givet linjestykket AB. Med endepunkt i A tegnes en halvlinje m. Det vil veere passende, at denne halvlinje
danner en vinkel med AB pa mellem 30° og 50°. Man tager en passende lille afstand r i passeren. Med
centrum i A tegnes en cirkel med radius r til skaering med halvlinjen m i S1. Med centrum i S1 tegnes pa ny
en cirkel med radius r til skeering med halvlinjen m i S2. Denne proces fortsaettes n gange, s& man har det
sidste skaeringspunkt Sh. Pa figuren er det 5 gange, hvor man altsa stopper ved Ss. Herefter forbindes Sp
med B. Endelig konstrueres der parallelle linjer til linjen S»B gennem punkterne S1, Sz, ..., Sp-1. Disse paral-
lelle linjer skaerer linjestykket AB i punkterne P1, P2, ..., Pn-1. Disse n-1 punkter er de @gnskede delepunkter.

Opgave 8.6* (Skarende linjer, som skarer parallelle linjer)

Givet tre parallelle linjer og to linjer / og m som skearer.

1/ m\

a) Vis, at forholdet mellem leengderne af de stykker, som de parallelle linjer afskerer
pa [, er det ssmme som forholdet mellem lengderne af de stykker, som de parallelle
linjer afskaerer pa m. Vis med andre ord, at:

S

X Y2
Hjeelp: Parallelforskyd den rede linje, sa der dannes to ensvinklede trekanter ...
/

/ \

b) Vis specielt, at hvis de parallelle linjer har samme afstand,

sé vil de parallelle linjer afskere lige store stykker pa enhver
linje, som matte skeere. NB! Bemerk, at b) godtger rigtig-

le— o —rle—a —]

heden af konstruktionen K5 i opgave 8.5.
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Opgave 8.7 (Konstruktion af trekant)

Konstruer i GeoGebra en trekant med felgende oplysninger: a=7,c=10 og B=41°.
Benyt herefter vaerktejet Vinkel til at male hver af trekantens evrige to vinkler.

Opgave 8.8 (Konstruktion af trekant)

Konstruer i GeoGebra en trekant med felgende oplysninger: ¢ =5, 4 =62° og B=37°.
Benyt herefter vaerktojet Leengde til at male lengden af siderne a og b.

Opgave 8.9 (Konstruktion af trekant)

Konstruer i GeoGebra en trekant med felgende oplysninger: a =10,b=4 og c=12.
Benyt herefter vaerktejet Vinkel til at male hver af trekantens vinkler.

Opgave 8.10* (Konstruktion af trekant)
Konstruer en trekant med folgende oplysninger: ¢ =8,4; 4 =40° og hegjden /4, =5,9.

Hjeelp: Hjornet C ma ligge et sted pa den linje, som er parallel med linjestykket AB.

Opgave 8.11* (Hojden 1 en retvinklet trekant)

Vis at i en retvinklet trekant vil hejden 4, fra den rette vinkel ned pa siden c dele siden ¢
i to stykker x og y, som opfylder: hf =Xx-).

Hjeelp: Kald fx vinklen A4 for v og vis, at de to trekanter ADC og BDC, som hgjden deler
den oprindelige trekant ABC 1, begge er ensvinklede med trekant ABC. Kig derefter pa

skaleringsfaktorer ...
C

Opgave 8.12 (Trekantuligheden)

Argumenter for hvorfor siderne a, b og c i en generel trekant altid vil opfylde, at summen
af to af siderne er storre end den sidste side, altsd at a+b>c, a+c>b og b+c>a.

Hjeelp: Overvej, hvordan du ville konstruere en trekant, hvis fx a+b=c eller a+b<c.
Hvad ville ga galt her, hvis du forsegte at konstruere trekanten ved hjelp af konstruktions-
metode 1 side 187 Hvis du ikke kan overskue bogstaverne, kan du evt. preve med nogle
tal for at fa idéen: Antag a =3,b=4 og ¢ =8. Start med at tegne c ...
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Opgave 8.13 (Midtnormaler)

Bevis, at et punkt P ligger pa midtnormalen til linjestyk- p
ket AB, hvis og kun hvis P ligger lige langt fra linjestyk-
kets endepunkter 4 og B. Bemark, at der er to veje at )
vise! Hjeelp: Se pa kongruente trekanter. o

Bemark: Egenskaben godtger rigtigheden af konstruk- A B
tionen K1 fra opgave 8.5.

Opgave 8.14 (Vinkelhalveringslinjer)

Bevis, at ethvert punkt P ligger pé vinkelhalveringslin-
jen til en vinkel, hvis og kun hvis P ligger lige langt fra
vinklens ben. Bemark, at der er to veje at vise! Hjeelp:
Se pd kongruente trekanter.

Bemerk: Egenskaben godtger rigtigheden af konstruk-
tionen K3 fra opgave 8.5.

Opgave 8.15 (Trekantens omskrevne cirkel)

Allerede 1 afsnit 2 blev det pastaet, at midtnormaler-
ne i en trekant skeerer hinanden i samme punkt, som
derudover ogsé er centrum i trekantens omskrevne
cirkel. Det skal du bevise her.

Hjcelp: Midtnormalerne for to af siderne skaerer hi-
nanden i et punkt P. Det geelder nu om at bevise, at
hejden fra P ned pa den sidste side ogsa er en midt-
normal. Benyt egenskaben omtalt i opgave 8.13.

Opgave 8.16 (Trekantens indskrevne cirkel)

Allerede i afsnit 2 blev det pastaet, at vinkelhalve-
ringslinjerne 1 en trekant skerer hinanden i samme
punkt, som derudover ogsé er centrum i trekantens
indskrevne cirkel. Det skal du bevise her.

Hjeelp: Vinkelhalveringslinjerne for to af vinklerne
skeerer hinanden i et punkt P. Det gelder nu om at

bevise, at linjen gennem P og det sidste hjorne ogsa
er en vinkelhalveringslinje. Benyt egenskaben
omtalt i opgave 8.14.
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Opgave 9.1 (Periferi og centervinkler)

I denne opgave skal du faerdiggere beviset for setning 15 om periferi og centervinkler.
De to tilfzelde, hvor C ligger henholdsvis udenfor periferivinklen og henholdsvis pa det
ene ben af centervinklen, mangler at blive behandlet. De er vist pa figurerne nedenfor.
Benyt en lignende teknik som der blev anvendt for tilfeldet, hvor C ligger mellem perife-
rivinklens ben.

Hjeelp: Start med i tilfzeldet til venstre at forbinde C og D med et linjestykke og kig der-
efter pa de ligebenede trekanter ACD og BCD.

Opgave 9.2* (Synsvinkelkonstruktion)

Givet et linjestykke 4B og en vinkel v. Der enskes et punkt P saledes, at linjestykket 4B
ses under vinklen v, dvs. s Z4PB =v. Konstruktionen gér som foelger (se figuren):

e Afsat under 4B et linjestykke AD, som

P
danner vinklen v med AB.
e Opret en normal 7 til AD i punktet A.
e Konstruer en midtnormal 7, til linje-
stykket AB.
e Lad C vare skeringspunktet mellem » C
og nyp. . Ny
e Tegn med centrum i C og radius lig
med |AC| den del af cirklen, som ligger Ay ' B
over linjestykket AB.
e Ethvert punkt P pa cirkelbuen over 4B
vil opfylde betingelserne. D

Du enskes at vise, at metoden virker, dvs. at den blé vinkel” ved P virkelig er lig med v.
Hjeelp: Taenk 1 samme baner som i beviset for satning 15.
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Opgave 9.3 (Konkret synsvinkelkonstruktion)

Afset et vandret linjestykke AB med lengden 6 cm. Du skal nu bruge synsvinkelkon-
struktionsmetoden beskrevet i opgave 9.2 til at konstruere en vinkel C med gradtallet 52°
— dvs. sd AB ses under denne vinkel fra punktet C.

Opgave 10.1 (Bevis for Pythagoras’ s@&tning — en variation)

Som navnt i bemarkning 17 kan man godt slippe for algebraiske udregninger, som dem
1 (3) 1 afsnit 10, hvis man fortager nogle parallelforskydninger indenfor en figur. Figuren
er den nedenfor til venstre. Hojre figur viser de trekanter, som skal parallelforskydes og i
hvilken retning. Prov at gere det, fx ved at klippe trekanterne ud af et kvadrat og flytte
rundt pa dem. Der er en skabelon pa naste side, som du kan printe ud og klippe i. Tre-
kanterne flyttes pé plads i det tomme kvadrat. Hvad far du ud af det? Kan du gennemskue,
at det fuldferer beviset?

Opgave 10.2

a) Betragt den retvinklede trekant 1 nedenfor. Brug Pythagoras’ saetning til at vise, at
hypotenusens eksakte laengde er V2. Udregn det ogsa i kommatal.

b) Greakerne talte om at “konstruere tal”, dvs. konstruere lengder, som havde tallet som
leengde. Hvordan kan du konstruere tallet 3 efter at have konstrueret tallet /2 ?

c) Bestem kateten b i trekant 2 ved hjelp af Pythagoras’ satning.

Trekant 1 Trekant 2
B
B
! ¢ 8 10
1
C 1 4 cH A
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Skabelon til opgave 10.1

a
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Opgave 10.3

Benyt Pythagoras’ satning til at beregne den ukendte side i hver af de retvinklede tre-
kanter nedenfor. Benyt altsd kun verktejer svarende til en simpel lommeregner her.
Angiv resultaterne med 1 decimals ngjagtighed.

B
Trekant 1 Trekant 2
A
c c 10,2
4,3
C 6.4 B 4 /O
45 C
Trekant 3 Trekant 4
A C
8 b a 2,8
B
7 ¢ B 63 4
B
Trekant 5 Trekant 6
B
168
a
31,0 ¢
-
¢ 72.4 4 4 107 ¢
Trekant 7 Trekant &
T
C
a 51,4 77,4 ¢
B A R — S

88,6 91,6
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Opgave 10.4

Konstruer med passer og lineal eller GeoGebra en retvinklet trekant, som har en katete pa
6 og en hypotenuse pd 9. Mal hvor lang den sidste katete er og kontroller resultatet ved at
bruge Pythagoras’ s@tning.

Opgave 10.5

Bestem den ukendte side i nedenstdende retvinklede trekanter ABC, hvor C betegner den
rette vinkel. Angiv resultaterne med 1 decimals ngjagtighed.

a) a=4o0ghb=1 b) b=3.80gc=6,1
c) a=90,70gb=71,5 d) ¢=68,00ga=60,6

Opgave 10.6

En maler stér pé en stige, som er 2,5 m lang. Nér den star op
ad vaeggen, rekker den op i en hejde af 2,25 m. Hvor langt
stér stigen ud fra veggen ved bunden?

Opgave 10.7 (Hvor langt kan man se pd havet?)

Nér styrmanden star pa broen pa et skib, kan han
se langt ud over havet, atha@ngig af dennes ojen-
hejde over vandoverfladen. I det folgende antager
vi, at Jorden er kuglerund, og at vi kan se bort fra
refraktion (afbejning) af lys 1 atmosfaren. Vi vil
kalde styrmandens gjenhgjde over vandoverfla-
den for 4 og Jordens radius for R. Afstanden, som

styrmanden kan se pé &bent hav, betegnes med d
— 1 fugleflugtslinje fra gje til horisont. Sammen-
hangen mellem de tre storrelser fremgar af den
retvinklede trekant afbildet til hojre. Her er 4 dog
tegnet urealistisk stor, s& den kan ses pd figuren.

a) Forklar baggrunden for den retvinklede trekant.
Styrmandens gjenhgjde over vandoverfladen er 14 meter og Jordens radius er 6371 km.

b) Hvor langt kan styrmanden se pa abent hav?
Hjeelp: Brug Pythagoras’ s@tning til at beregne d.

c) Hvor hejt skal styrmanden op over vandoverfladen, for at han kan se 20 km vak?

d) Udregn en ferdig formel for 4 udtrykt ved / og R. Reducer den s& meget som muligt.
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Opgave 10.8%

Figuren viser et kvadrat, hvori der er indskrevet en cirkel, hvori

der er indskrevet et nyt kvadrat, hvori der er indskrevet en ny
cirkel.

a) Hvad er forholdet mellem det store kvadrats areal og det
lille kvadrats areal? Hjcelp: St betegnelser pa. Kald for ek-
sempel siden i det store kvadrat for a.

b) Samme sporgsmal for forholdet mellem cirklernes areal.

Opgave 10.9

Figuren viser en fodboldbane, som er
105 meter lang og 65,5 meter bred.
En spiller skal fra det ene hjerneflag
til det diametralt modsatte. Beregn
hvor meget spilleren sparer ved at lo-
be langs diagonalen fremfor at lobe
langs de to sidelinjer.

Opgave 10.10 (Cheops pyramiden ved Giza)

Den beromte Cheopspyramide ved Giza hav-
de oprindeligt en hgjde pa 146,6 m og en kva-
dratisk bund med sideleengden 230,4 m. Be-
stem leengden af diagonalerne @ og b som vist
pa figuren.

Hgjde: 146,6 m

Hjeelp: Taenk pa metoderne fra eksempel 21.
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Opgave 10.11*% (Afstande i rummet)

Givet to punkter B(x,),,z) og P(x,,»,,z,) 1 rummet. Benyt Pythagoras’ s@tning til
at vise, at afstanden mellem de to punkter kan fds ved folgende formel:

d = \/(x2 _xl)z +(, _YI)z +(z, _Zl)2

Hjeelp: Benyt idéerne fra eksempel 21 og 22.

Opgave 11.1
Los folgende opgaver i trekanterne nedenfor:
a) Bestem siden b i trekant 1. d) Bestem vinklen B i trekant 4.
b) Bestem siden c i trekant 2. e) Bestem siden b i trekant 5.
c) Bestem siden a i trekant 3. f) Bestem vinklen 4 i trekant 6.
B
Trekant 2 B
Trekant 1

23°
A
6.4 C
4 C
B
Trekant 4
Trekant 3
B 63
5,1
S []
c 29 y A 38 C
B
Trekant 5 Trekant 6
B
W 45 7,6
A
[l [
¢ 4 C

4,8
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Opgave 11.2
Los folgende opgaver i trekanterne nedenfor:
a) Bestem vinklen 4 i trekant 1 b) Bestem siden c i trekant 2.
Trekant 1 B Trekant 2
C
- 3378
54 870
0\ A

Opgave 11.3

Los nedenstidende opgaver, idet du forst skitserer en trekanten med de opgivne oplysnin-
ger. Serg for, at den er nogenlunde realistisk i forholdene!

a) Ien retvinklet trekant er a =4,8; B =32°% C =90°. Bestem siden c.

b) Ien retvinklet trekanter 5=0,67; ¢ =1,04; C =90°. Bestem vinklen 4.
c) Ien retvinklet trekant er c =41; a =23; C =90°. Bestem vinklen A.

d) [Ienretvinklet trekanter b=16,7; A=82° C =90°. Bestem siden a.

e) Ienretvinklet trekant er b =42; B =68°% C =90°. Bestem siden a.

f) Ien retvinklet trekanter b=12,9; ¢ =18,7; C =90°. Bestem vinklen B.

Opgave 11.4

I en retvinklet trekant oplyses det, at a =28; b=35; C =90°. Bestem de ukendte sider
og vinkler i trekanten. Du bestemmer selv i hvilken reekkefolge. Du ma ogsa gerne gore
brug af Pythagoras’ s@tning samt udnytte vinkelsummen i en trekant, selv om det ikke er
nedvendigt.

Opgave 11.5

I en bygning er malene som vist pa figuren.
Bestem tagets vinkel v, idet det oplyses, at
gavlen er symmetrisk omkring den stiplede
lodrette linje.

3,09 m
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Opgave 11.6

I en vandret afstand pa 41,2 m fra et tre, kan
treeets top ses under en vinkel pa 32,8° 1 forhold
til vandret. Bestem traeets hojde.

41,2 m

Opgave 11.7 (Stigningsprocent)

I cykelverdenen defineres stigningsprocenten p for en bakke pa folgende made:

Lodret stigning 100%
Vandret l&ngde  of

Eksempel: Hvis man péd en bakke bevager sig 100
meter opad og 1000 m i vandret retning, sa er stig-
ningsprocenten pa

100 m

p = -100% = 0,1-100% = 10%
1000 m

Jonas Vingegaard kerer 650 meter op ad en bakke, som har en stigningsprocent pd 10,5%.

a) Beregn den vinkel, som stigningen danner i forhold til vandret.
b) Hvor meget oger han sin hgjde over vandoverfladen?
¢) Hvor meget har han bevaget sig 1 vandret retning?

Opgave 11.8

En symmetrisk bygning har et tag, som halder med 21,9°. Ellers er mélene som anfort pa
figuren. Bestem lengden L af gavlen og hejden H af bygningen.

505 m

Opgave 11.9

En retvinklet trekant er »=83; B =38°; C =90°. Bestem de ukendte sider og vinkler i
trekanten. Du bestemmer selv i hvilken reekkefelge. Du mé ogsé gerne gore brug af Pytha-
goras’ s@tning samt udnytte vinkelsummen 1 en trekant, selv om det ikke er nedvendigt.
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Opgave 11.10

Anton ensker at vurdere hgjden af et fyr-
tdrn. Han stiller sig 1 afstanden 27,30 meter
fra bunden og midten af tarnet og foretager
en maling med en sekstant. Han maler den
vinkel, som stralen fra tdrnets top danner
med vandret, til at vaere 37,4°. Bestem tar-
nets hojde, idet det oplyses, at Antons gjen-
hejde er 1,80 m.

2730 m

Opgave 11.11*

I punkterne 4 og B males vinklerne
til toppen af en hej bygning som hen-
holdsvis 40° og 61° som vist pa figu-
ren. Afstanden mellem de to punkter
A og B méles til 17,2 m. Bestem byg-
ningens hejde 4.

Hjeelp: Opstil et udtryk for 4 1 hver af
de to retvinklede trekanter BST og
AST og szt derefter udtrykkene lig
med hinanden. Los endelig ligningen

17,2 m

med hensyn til x.

Opgave 11.12

Solen befinder sig 149,6 mio. km fra Jorden. Nar man fra Jorden kigger pa Solen, s& har
den en vinkeldiameter pa 0,533°. Bestem Solens diameter.

Solen

d=149,6 mio. km

Opgave 11.13
Bestem de ukendte vinkler i trekanterne i opgave 10.3 fra afsnit 10.
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Opgave 12.1

I denne opgave skal du aflase cosinus og sinus til en raekke vinkler og skrive dem i tabel-
len nedenfor. Benyt enhedscirklen med visning af vinkler pd naste side. Print eventuelt
denne side og siden med enhedscirklen ud pa hvert sit ark papir. Observer ogsa de mange
symmetrier, som gaelder for de trigonometriske funktioner.

Vinkel v (°) 0 15 30 45 60 75

cos (v)

sin (v)

Vinkel v (°) 90 105 120 135 150 175

cos (v)

sin (v)

Vinkel v (°) 180 195 210 225 240 255

cos (v)

sin (v)

Vinkel v (°) 270 285 300 315 330 345

cos (v)

sin (v)

Opgave 12.2* y

I afsnit 12 blev det vist, hvordan cos(v)
og sin(v) kan afleses pa enhedscirklen.
Imidlertid kan tan(v) ogsé aflaeses, men

pa folgende made: Tegn en lodret linje i tan(y) | o N @

punktet (1,0). Linjen igennem (0,0) og R

retningspunktet P, skerer den lodrette

linje 1 et punkt Q,. Da fis tan(v) som y- - v > X
y

koordinaten til Q,. Bevis dette.

Hjeelp: Vis forst at linjen igennem (0, 0)
og retningspunktet P, har folgende lig-
ning: y =tan(v)-x.

Opgave 12.3

Vis at cosinus og sinus er periodisk med perioden 360°, dvs. at:
cos(v+360°) =cos(v) og sin(v+360°)=sin(v)
Hjeelp: Hvor ligger retningspunktet P, ... 1 forhold til retningspunktet P, .



Enhedscirkel til opgave 12.1.

Aflaese cosinus og sinus til vinkler

A
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Opgave 12.4

Vis, at der geelder folgende symmetrier:

a) cos(v+180°)=—cos(v) og sin(v+180°)=—sin(v)
b) co0s(90°—v)=sin(v) og sin(90°—v)=cos(v)

Hjeelp: a) Velg en vinkel v og afs@t dens retningspunkt P, pé enhedscirklen. Afset der-
efter retningspunktet P ¢ for vinklen v+180° pa enhedscirklen. Sammenlign disse
retningspunkters koordinater — ligesom 1 beviset for s@tning 31. b) Ger noget tilsvarende
som i a). [ gvrigt kalder man vinklen 90°—v for komplementvinklen til v.

Opgave 12.5

Et punkt P befinder sig pa en cirkel med radius » og centrum 1 (0,0). Linjestykket OP
danner vinklen 6 med vandret. P4 den hejre del af figuren ser vi en fodbold blive sendt
afsted med en fart v pa 25 m/s. Hastighedsvektoren danner en vinkel pd 51° med vandret.

y
A
r-sin(@) [--------23 P W
|
(] R » ]
@ r-cos(®) T & .]
-

a) Argumenter for, hvorfor punktet P har koordinatszttet (7-cos(0), » -sin(0)).
b) Brug a) til at bestemme boldens fart v, i x-aksens retning og boldens fart v i y-
aksens retning, altsd i henholdsvis vandret og lodret retning.

Opgave 13.1 (Omregning mellem gradtal og radianer)

I denne opgave skal du omregne vinkler angivet i grad- Gradtal Radianer
tal til radianer og vice versa, altsa udfylde de tomme 360° ot
felter i tabellen. Husk, at nér du gar fra gradtal til radia- -
ner, skal du gange med n/180, mens du skal gange 90
med den omvendte brek, nar du gar den anden ve;j: T
/3
_n_
180 45°
7 T . 1,51
Gradtal Radianer
~— 67°
180
T 2,87
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Opgave 14.1 (Bevis for cosinusrelation i stump tilfaelde)

I beviset for cosinusrelationerne i s@tning 35 blev det overladt til laeseren at bevise sat-
ningen, ndr en vinkel er stump. Det er sd denne opgave. Vi antager, at vinkel 4 er stump.
Vis, at da geelder stadig a® =b* +c¢>—2-b-c-cos(4).

Hjeelp: Antag forst de sterrelser sat pa trekanten, som fremgér af figuren nedenfor. Se
forst i den retvinklede trekant ACD og vis, at x =—b-cos(A), idet du benytter (6) i1 sat-
ning 31. Benyt derefter strategien fra det spidse tilfeelde: Brug Pythagoras’ satning pa
bade AACD og ABCD . Udtryk for h* findes fra hver af de to ligninger. Derefter kan de
to udtryk for 4* settes lig med hinanden, etc.

Cc+X

Opgave 14.2 (Sinusrelationen)

a) I afsnit 8 s vi pa forskellige trekanttilfeelde: Hvilke trekanttilfaelde er der tale om for
hver af de to trekanter pa figuren nedenfor. Er de entydigt bestemte op til kongruens?

b) Brug vinkelsummen i en trekant til at beregne vinklen C i trekant 1 og benyt derefter
sinusrelationen til at bestemme de to manglende sider i trekanten.

¢) Udregn de manglende sider og vinkler i trekant 2 ved at bruge sinusrelationen og
vinkelsummen i en trekant.

Trekant 1 Trekant 2

B
C

52

54° 289
11,2

112° 33°

Opgave 14.3 (Sinusrelationen + areal)

Givet en trekant ABC med folgende oplysninger: B =52°,C =61° og ¢ =214 . Brug vin-
kelsummen i en trekant samt sinusrelationen til at bestemme de resterende sider og vinkler
i trekanten. Bestem desuden arealet af trekanten.
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Opgave 14.4 (Cosinusrelationen)

a)

b)

I afsnit 8 sa vi pa forskellige trekanttilfeelde: Hvilke trekanttilfalde er der tale om for
hver af de to trekanter pa figuren nedenfor. Er de entydigt bestemte op til kongruens?
Brug cosinusrelationen til at beregne siden « i trekant 1 nedenfor. Benyt derefter
cosinusrelationen til at bestemme vinkel B. Vinkelsummen i en trekant kan endelig
bruges til at bestemme vinklen C.

Udregn de manglende sider og vinkler i trekant 2 ved at bruge cosinusrelationen og
vinkelsummen i en trekant.

Trekant 1 Trekant 2
¢ C
14,9
32
46°
) A B
y 71 3 17,5
4,1

Opgave 14.5 (Blandede opgaver)

Benyt sinusrelationen og/eller cosinusrelationen samt vinkelsummen i en trekant til at

bestemme de manglende sider og vinkler i hver af trekanterne nedenfor.

Trekant 1 Trekant 2
C C 37,7 B
65°
3,4
48°
A B
5,7
A
C
Trekant 3 Trekant 4
C
71 43
A B
52° 78° 88

A B
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Opgave 14.6 (Cosinusrelationen)

Benyt cosinusrelationen og vinkelsummen i en trekant til at bestemme de ukendte sider
og vinkler 1 hver af trekanterne nedenfor.

Trekant 1 Trekant 2
C

80°
16,9
5) 21,3

62

Opgave 14.7

I hver af underspergsmalene nedenfor er givet tre oplysninger i en trekant ABC. Udregn
de ovrige sider og vinkler i hver af trekanterne.

a) A=22°b=38 og c=14.

b) A4=61° B=38° og a=205.
¢) a=23,7; b=16,8 og c=20,2.
d) B=61°C=42° og a=6,7.

Opgave 14.8* (Tilfzlde 5)
Givet en trekant ABC med folgende oplysninger: 4=39°,a=57 og ¢=76.

a) Argumenter for, hvor vi er i trekanttilfelde 5, jf. afsnit 8. Konstruer trekanten med
passer, lineal og vinkelmaler (eller GeoGebra), og konstater, at der ikke er nok op-
lysninger til at bestemme trekanten entydigt op til kongruens.

Nu gives en ekstra oplysning: Vinkel C er stump.
b) Udregn derefter de manglende sider og vinkler i trekant ABC.

Nu @ndres oplysningerne i trekant ABC: Vinkel 4 og a er som ovenfor, men ¢ =80, og
vi ved ikke lengere, om C er stump eller spids.

c) Vis, at nu er der kun er én losning, selv om den ekstra oplysning om stump vinkel
ikke er der leengere. Hjeelp: Se pa vinkelsummen!

d) Bestem derefter de ukendte sider og vinkler i trekanten.

Opgave 14.9 (Arealer)

Bestem arealerne af trekanterne 1 og 2 fra opgave 14.2.
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Opgave 14.10 (Firkanter)

Bestem de ukendte sider og vinkler i nedenstidende to firkanter. Se eksempel 42 for inspi-
ration. Bemaerk, at du i firkant 2 kan udnytte vinkelsummen 1 en firkant, som er 360°.

Firkant 1 Firkant 2

B

X-opgaver

Denne sektion indeholder ekstra opgaver, som enten kan vere blandede opgaver eller
opgaver med en konkret interessant anvendelse eller pointe.

Opgave X1 (Herons formel)

Der findes en interessant generel formel til bestemmelse af en trekants areal:

Herons formel

Givet en trekant med siderne a, b og c. Da gelder folgende formel for trekantens areal:

(X1) T = s-(s—a)-(s—b)-(s—c)

hvor s er den halve omkreds: s =1-(a+b+c).

Givet en trekant med folgende oplysninger: 4=71° B=44° og ¢=29,5.

a) Bestem de ukendte sider og vinkler i trekanten ved hjalp af sinusrelationerne og vin-
kelsummen 1 en trekant.

b) Bestem trekantens areal ved hjelp af seetning 34.

¢) Udregn den halve omkreds s af trekanten, og benyt derefter Herons formel til at be-
stemme trekantens areal. Far du det samme som i b)?
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Opgave X2 (Skalering af trekanter bevarer vinkler)

Den omvendte s@tning til saetning 11 lyder:

Sezetning

Hvis forholdet mellem siderne i to trekanter er konstant, dvs. hvis den ene trekant er
en skalering af den anden, sa er de to trekanter ensvinklede.

a) Bevis denne s@tning.

Hjeelp: Givet trekant ABC og en anden tre-
kant 4 B,C,, som er en skalering af trekant
ABC med skaleringsfaktoren k. Start med at
skalere siden AB med £, sd man fir en nye
side AD. Tegn en linje / gennem D parallel
med BC. Forleng AC til skering med linjen

[ 1 et punkt, vi kalder £. Argumenter for, at y
AABC og AADE er ensvinklede. Brug der-

efter setning 11 pa de to trekanter. Argumenter for, at de to trekanter 4,B,C, og ADE
er kongruente.

Opgave X3 (Hojderne skaerer hinanden i samme punkt)

Vi mangler at bevise s@tning 1 om at hejderne 1 en trekant skarer hinanden 1 det samme
punkt. Laeseren skal her med hjalp ledes frem til et elegant bevis: Start med trekant ABC
og tegn igennem hvert af hjernerne A, B og C en linje, som er parallel med den modsta-
ende side. Det danner en ny sterre trekant KLM.

a) Vis at hjernerne i den oprindelige trekant ABC er midtpunkterne pa siderne i den nye
trekant. Hjcelp: Tenk pa parallelogrammer, ensvinklede trekanter og kongruens.

b) Argumenter for, at hgjderne i trekant ABC (tegnet med rodt) skeerer i samme punkt.
Hjeelp: Hvad er disse hgjder set i forhold til den store trekant KLM? Udnyt da en
anden af s@tningerne i afsnit 2.

K L
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Opgave X4 (Medianerne skerer hinanden i samme punkt)

Vi mangler at bevise s@tning 2 om medianernes skaringspunkt i en trekant:

Medianerne i en trekant gar igennem det samme punkt M, og dette punkt deler
hver af medianerne i forholdet 2:1 regnet fra vinkelspidsen.

Laeseren skal her med hjelp ledes frem til et bevis. I beviset er sidste udsagn om forholdet,
som medianerne skarer hinanden i, vigtig. Pa figur 1 er medianerne fra hjornerne 4 og B
indtegnet 1 trekanten.

Figur 1

A B A

a) Argumenter for, at FE er parallel med 4B og at |FE] =%~|AB| .

Hjeelp: Vis, at hvis man skalerer den store trekant ABC med ', sa far man en trekant,
som er kongruent med trekant CFE. Tenk ogsa pé setningen i opgave X2.

b) Vis at trekant ABS og trekant EF'S er ensvinklede.
¢) Bruga) ogb) til at vise, at | 4S|=2-|SE].

Nu udskiftes medianen fra B med den fra C. Situationen er vist pa figur 2. Her fas selv-
folgelig analoge konklusioner, blandt andet at |4T|=2-|TE].

d) Argumenter for, at punkterne S og 7 er sammenfaldende, hvilket beviser setningen.

Opgave X5

Vis, at der geelder folgende eksakte vardier for de trigonometri- ]

ske funktioner til 30° og 45°: 7

5 5 30° .
30°
cos(30°) = —3, sin(30°) = l, tan(30°) = N3 ;
2 2 3 7

cos(45°) =sin(45°) = g, tan(45°) =1

Hjcelp: Man kan udnytte, at 30° er den halve vinkel i en ligesidet

trekant med sidelengde 1. P4 samme méde er 45° vinklen 1 en 1

ligebenet retvinklet trekant. Benyt definition 23 og brug desuden
Pythagoras’ s@tning. 45°

H
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Opgave X6 (Erathostenes)

Grakeren Erathostenes af Cyrene (ca.
276 £ Kr. — ca. 194 fKr.) var en lerd
mand, hvis interessefelt spaendte vidt.
Saledes kan man kalde ham matema-
tiker, geograf, poet, astronom og mu-
sikteoretiker. Efter at have studeret i
Alexandria og Athen, slog han sig ned
1 Alexandria omkring 255 f.Kr. og
blev leder af det store, beremte biblio-
tek der. En af de ting, han udrettede,
var at bestemme Jordens omkreds
med overraskende stor pracision. Ved
sommersolhverv stod Solen lodret over Syene (nu Aswan), hvilket fik Solen til at st
direkte ned i1 en brend. Erathostenes bemarkede, at pd samme dato og tid 1 Alexandria
stod solstralerne ned med en vinkel pd 7,2° i forhold til lodret. Afstanden mellem de to

byer er ca. 800 km, regnet i moderne mal. Han var ogsé klar over, at stralerne fra Solen
kan betragtes som stort set parallelle pd grund af Solens store afstand fra Jorden.

a) Brug de grundleggende regler fra afsnit 5 til at redegere for, at vinklen pa 7,2° ogsa
findes inde ved Jordens centrum, som vist pa figuren. Benyt ellers oplysningerne til
at bestemme en verdi for Jordens omkreds.

Jorden

Sgjle i Alexandria
giver skygge -7
Parallelle

solstraler
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Opgave X7 (Landmaling)

Det Kongelige Danske Videnskabernes Selskab, som var blevet stiftet i 1742, foranstal-
tede 1 1762 pabegyndelsen af en opmaéling af Danmark. Arbejdet, hvor en hovedkraft var
Thomas Bugge (1740-1815), afsluttedes forst i 1820, men s& havde man ogsa et Dan-
markskort, som var langt mere praecist end de hidtidige kort. Processen er glimrende be-
skrevet 1 det lille hafte [11]. Metoden var at udfere en topografisk opmaling samt en
triangulering. Den topografiske opmaling, som involverer et mdlebord, betad at man kun-
ne lave kort over sma omrader, men for at fa det hele til at passe sammen med tilstraek-
kelig stor ngjagtighed, havde man brug for et slags skelet, hvorpé de sma kort kan anbrin-
ges. Det er her trianguleringen kommer ind i billedet. Man kan lase narmere herom i
[11] og i [12]. I sidstnaevnte er endda anvist en eksperimentel made, hvorpa man kan
udfere sin egen lille triangulering med simple varktejer. Nervarende opgave vedrorer
imidlertid kun beregninger i nogle af de trekanter, som Thomas Bugge havde mélt vinkler
i. Opgaveloseren skal blandt andet anvende sinusrelationerne.

Nedenfor ses en triangulering af et omrade af Sjeelland ner Kebenhavn. Der er tale om et
udsnit af det indstikskort, som findes i [13]. Det fulde kort er vist to sider l&ngere fremme.

Jolngke  Shymghye
$Vexoe a Gienf‘?f)‘%

Udgangspunkt for trianguleringen er Rundetdrn i
Kebenhavn. Det er hjornet C i den forste trekant
ABC. De ovrige hjorner er Tinghoi (B) og Brond-
byehoi (A). P4 naste side findes en tabel med de
vinkler, som blev malt i de forste fem trekanter ved
hjelp af "Det Geografiske Instrument”. Desuden
er angivet lengden af siden 4B (dobbelt optruk-
ket). Den er i mélt i alen ved hjelp af mélestaenger.
Med tre oplyste vinkler og en side i en trekant var
det nok til at beregne de evrige sider BC og AC i

K

trekant 1. I de gvrige trekanter blev vinklerne ogsa malt. Herefter kunne man trevle situa-
tionen op ved at beregne de ukendte sider i trekanterne 2, 3, 4 og 5 1 nevnte rekkefolge.
Resultaterne fremgar at tabellen pa naeste side.



74 © Erik Vestergaard — www.matematikfysik.dk

Fabelle oper de trigonometriffe Triangler igiennem Sialand.

| Orden og Plan af Stederned oq Sca: Obferverte BVinkler. |Corret: Sbcrrc;ncbc“fbiﬂ&l_l;r‘
Trianglerne. ‘ tionerned Navne. tien. i Danffe Aen
I C ‘A Drgndbyehoi. (A ¢ 52°%21%007— 27 |BC s 12232 4
B Tinghoi. B : 64.04.00 |— 27 {AC ¢ 14575 +
A B C GentrumObfervas[C ¢+ 63. 35.07 |— 37 |AB ¢ 14515
torii i Kisbenbavn. Den opmaalteBafid.

] K‘E}rnmbbuebai. IA K “5'1. 04.49 -+ 6 B3 : 12450 —

+ 66,1350 |4 7 [AH : 16146 +

54.28. 35 [+ s"IAB ’b 234358%+
ve 2.

/IDB B Tinghei, B s 63.48-28 |+ 87 AB ¢ 143583+
B Doonehoi ved |3 ¢ 65.06.20 4+ 97 |AB s 14515
A Sba{!erup-_ Den cptaalteBafis.
3 A ;A Dronddychsit. [A ¢ §9.17.17 ]—{- 6" H3Z : 15168
B
H

B Dovnehoi ved
Ballerup.
H $Hellingehsi ved
A Heie:Taafteup,
iA Drandbychai. 51,17, 19¢]+ 2 |HK s 1427074

4 A
H Hellingehoi ved 66.43. 16 |+ 5”[AK : 16800
Hsie-Taaftrup.
H K K Signal ved Rile s 61.59.14 |4 4“]AH s 16146 -+

ge Kroe.
5 A A Drendbpehsi. |A + 64 5037 |— 1“11{5 s 15211 4

l \S Signal vedAved+|S + 9r.03. 47 |— 2 |AK s+ 16800
gre:Strand. '
P K Signal ved ﬁiu:‘K 1 24, 04.39 |— 0 IAS : 6855 +

ge Kroe.

"

=

>

=

Bemerk, at man regnede vinkler i grader, bueminutter og buesekunder! Her er 1 buemi-
nut, skrevet 1, det samme som 1/60° og et buesekund, skrevet 1", det samme som (1/ 60)’
eller 1/3600°. Vinklen 23°46'12" kan for eksempel omskrives til folgende vinkel i grader
med kommatal: (23 +40+ %) ©=23,770°. P4 grund af méaleusikkerhed, gav de tre vink-
ler ikke altid 180° tilsammen, som de skal. Derfor udjevnede Thomas Bugge fejlene ved

at indregne korrektionerne i 4. kolonne.

a) Benyt sinusrelationerne til at eftervise de verdier for siderne BC og AC, som Thomas
Bugge angiver i hgjre kolonne for trekant 1. NB! Omregn forst vinklerne til grader
med kommatal og husk at indregne korrektionerne, som star i 4. kolonne! Siden AB
er malt til 14515 alen og er dermed kendt.

b) Udregn siderne B og Af 1 trekant 2.

¢) Udregn siderne i de ovrige trekanter 3, 4 og 5. Her skal du udnytte en side fra de
forrige beregninger.

d) Undersog mere om Thomas Bugge pa Internettet.

Hvis du har ekstra energi og tid, er det en mulighed at give sig i kast med eksperimenter
med trianguleringer, som beskrevet i [12].
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Opgave X8 (Peterspladsen — en oval)

Peterspladsen foran Peterskirken i Rom er forst og fremmest udformet af kunstneren Gian
Lorenzo Bernini (1598-1680). Pladsen med dens kolonnader er et mestervark indenfor
den barokke arkitektur. Den runde del af pladsen har form som en polycentrisk oval og
ikke en ellipse, som man ellers ofte ser angivet. Kurven er imidlertid taet pd at vaere en

ellipse, men er det altsa principielt ikke. Med en polycentrisk oval menes en lukket kon-
veks kurve, som er sammensat af cirkelbuer med forskellige centre og forskellige radier.
Problematikken er beskrevet i [15] og [10].

Pé siderne af pladsen ses kolonnader, som er
sojlereekker med en sejlegang og en overliggen-
de arkitrav. P4 toppen er anbragt 140 statuer af
helgener. De buende dele af kolonnaderne skal
give indtrykket af ”arme”, som byder besogen-
de velkommen. Omkring den ovale del af plad-
sen er der i alt fire rekker med sejler, som det
fremgar af den antikke illustration pd naeste

side. Nir man stir pd Peterspladsen, vil man
normalt kunne se en mur af sgjler, men star man
lige pracis i en af de to breendpunkter” pa plad-
sen, sa vil man kunne se gennem sgjlerne, fordi
den inderste raekke af sgjler da vil dekke over
de tre rekker med sgjler, som ligger bagved.
Dette faenomen er i sig selv en visuel pointe. Vi
skal snart se, hvorfor dette er tilfeldet. I midten
af pladsen stir Vatican-obelisken, som 1 1586
blev bragt til Rom fra Egypten.
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I det folgende skal formen af pladsens ovale del af pladsen konstrueres i GeoGebra, som
antydet pa figuren herunder. Konstruktionsbeskrivelsen folger under figuren.

Trin 1 Trin 2

a) Udfer konstruktionen nedenfor.

GeoGebra

1. Fjern koordinatsystemet i GeoGebra (se evt. hvordan i opgave 8.1 punkt 1)

2. Veelg veerktgjet Linjestykke med given laengde. Klik pa tegnefladen og skriv 5 som en mulig laengde.
Dermed er linjestykket AB tegnet.

3. Veelg veerktgjet Cirkel ud fra centrum og punkt og klik farst pa A og derefter B. Derved fas den
venstre cirkel med centrum i A og gaende igennem B, som vist i trin 1.

4. Tegn pa lignende made den anden cirkel med centrum i B, gadende igennem A.



78

© Erik Vestergaard — www.matematikfysik.dk

b)

d)

5. Veelg Skeeringsveerktaj og klik pa henholdsvis den ene cirkel og den anden cirkel. Herved vil de to
skeeringspunkter mellem cirklerne blive tegnet. Vi vil farst bruge det gverste skaeringspunkt C.

6. Vier nu kommet til trin 2 pa figuren. Veelg vaerktajet Halvlinje og tegn en halvlinje fra C gennem A
ved forst at klikke p& C og derefter A.

7. Tegn pa tilsvarende made en halvlinje fra C gennem B.

8. Benyt Skaeringsveaerktgjet til at bestemme skaeringerne mellem halvlinjen fra punkt 6 og den venstre
cirkel. Det giver skaeringspunktet F.

9. Benyt Skeeringsveerktgjet til at bestemme skaeringerne mellem halvlinjen fra punkt 7 og den hgijre
cirkel. Det giver skaeringspunktet H.

10. Veelg veerktgjet Cirkelbue og klik pa punkterne C, F og H i neevnte reekkefalge. Det skaber en
cirkelbue fra F til H. Du kan farve den rgd ved at hgjreklikke pé buen, veelge Egenskaber... og
under fanen Farve klikke pa farven rad. Vi er nu feerdig med trin 2 pa figuren.

11. | dette punkt skal du gentage processen fra punkt 6 til 10 for at tegne den gverste rgde cirkelbue:
Tegn farst en halvlinje fra D gennem A og derefter en fra D gennem B. Halvlinjernes skaerings-
punkter med fagrst den hgjre cirkel og derefter den venstre cirkel fas ved hjeelp af Skaeringsveerktaj.
Det giver punkterne J og L. Endelig tegnes en cirkelbue fra J til L ved at veelge veerktajet Cirkelbue
og derefter klikke pa punkterne D, J og L i naevnte reekkefelge. Slut af med at farve cirkelbuen rad.

12. Klik pa den venstre cirkel, hvorved man kan se pa pagaeldende element fremhaevet i Algebra
vinduet. Klik pa den lille prik til venstre for elementet for at skjulte cirklen. Gentag processen med
den hgijre cirkel.

13. Tegn nu med veerktgjet Cirkelbue en cirkelbue fra H til J ved at klikke pa punkterne B, H og J i
naevnte reekkefglge. Farv buen gren.

14. Tegn med veerktajet Cirkelbue en cirkelbue fra L til F ved at klikke pa punkterne A. L og F i neevnte
reekkefelge. Farv buen gran.

15. Nu skulle den polycentriske oval vaere tegnet. Skjul de irrelevante linjer og punkter, dog undtagen
punkterne A og B.

Du skal nu verificere, hvor godt formen konstrueret i GeoGebra passer med den vir-
kelige oval pa Peterspladsen. Abn hertil Google Maps og skriv “Peterskirken” i soge-
feltet. Serg for, at du fér et satellitfoto. Drej nu kortet rundt, s& den ovale plads har sin
leengde 1 vandret retning og bredde i1 hojderetningen. Bemerk, at for at du kan dreje
kortet, kan det vaere nedvendigt at klikke péa kortikonen, ikonen Mere og sla Globus-
visning til. Situationen skal ses lodret oppefra. Serg for, at den fremstér rimelig stor.
Tag til sidst et skermbillede af ovalen 1 JPG eller PNG-format.

Tilbage i GeoGebra-filen vaelges menuen Rediger > Indscet billede fra > Fil, hvorved
kortet fra b) kan indsattes. Bemark, at der er to hindtag pé billedet, som befinder sig
bagved den tegnede oval. Nar du ferst har markeret billedet, kan det via handtagene
skaleres ligeligt, dvs. sa forholdene i x og y-retningen bevares. Ret til, sa ovalen kom-
mer til at ligge sa godt som muligt indenfor kolonnaderne. Kan du godtage, at ovalen
passer?

Argumenter for, at de to ovenfor omtalte punkter 4 og B er de punkter, hvorfra den
inderste raekke af sojler vil se ud til at dekke for de ovrige tre reekker af sojler.

Den italienske arkitekt Sebastiano Serlio (1475-1554)
studerede andre versioner af ovalen ovenfor, blandt

andet den, som er illustreret pa figuren til hgjre. Du

kan eventuelt studere Serlios bidrag til arkitekturen

nermerc.
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Opgave X9 (Flisemeonstre 1 islamisk kunst)

Islamisk kunst er fyldt med smukke geometriske meonstre. Pa billedet nedenfor ses for
eksempel detaljer fra Hassan II Moskeen i Casablanca, Marokko. Udviklingen med at
bruge disse geometriske menstre begyndte for alvor i1 det 8. &rhundrede. Det var ogsa fra
denne periode, at arabiske matematikere ydede betydelige bidrag i geometri og algebra.
Gentagelserne og formerne 1 monstrene, som typisk indeholder polygoner, stjerneforme-
de polygoner og cirkler, kan symbolisere uendelighed, kontinuitet og harmoni.

I denne opgave skal vi betragte et geometrisk menster, som ikke er alt for kompliceret,
men som alligevel er interessant. Faktisk omtales det ogsa visse steder som Marokkansk.

Monsteret indeholder to former, nemlig en stjernepolygon med 6 spidser (hexagram) og
en reguler sekskant (hexagon).

LI CIAICS
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YO G G G G G G G
Y Y Y N
P U G G G G G G 4
NN NN N NI N
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At konstruere mensteret manuelt 1 GeoGebra ved LN LN PN
at treekke linjestykker ud er ikke en farbar vej. Det d \‘_/./ ~ ™~
vil tage evigheder, og man ville miste overblikket. >< Z\>< ><
I stedet skal vi gare brug af GeoGebras indbyg- LN L~

8 g e ) e N N1
gede kommandoer. Forst vil vi imidlertid analyse-

. . . 60! —

re monsteret matematisk med henblik pa at angri- < u >< >
be opgaven systematisk. Figuren til hgjre viser, at PN PN PN

det egentligt er stjernen, der er parallelforskudt i to
retninger: vandret og i en vinkel pd 60°. Hexagonerne vil blot veere mellemrum mellem
stjernerne. Dermed skal vi altsd blot koncentrere os om at tegne stjernerne. Forste opgave
er at tegne en enkelt stjerne. Vi lader punktet 4 have koordinaterne (0,0). Linjestykket
AB vil helde med 30° i forhold til vandret. Hvis vi lader
linjestykket have lengden 2, sd bliver koordinaterne for B
lig med (2-co0s(30°), 2-sin(30°), jf. opgave 12.5 a). Koor-
dinaterne for C ma da klart veere (4-cos(30°),0). Faktisk
vil vores konstruktion vere sd robust, sa hvis man senere
@ndrer koordinaterne for 4, B og C, sé vil resten af men-
steret indrette sig derefter!

Hvis vi nu roterer punktet C med 60°, 120°, 180°, 240°, 300° og 360° omkring punktet
A, sé far vi alle de ydre spidser pé stjernen. Vi kommer til at lave en liste med dem med
navnet Y, sd Y(1),Y(2),Y(3),Y(4),Y(5) og Y(6) kommer til at indeholde koordinaterne
for disse spidser. P4 lignende made vil vi rotere B omkring 4 med vinklerne 60°, 120°,
180°, 240°, 300° og 360° for at fa alle de indre kanter i stjernen. En liste med navnet / vil
indeholde alle disse kanters koordinater: /(1), 1(2), 1(3), 1(4), I(5) og 1(6). Nar vi har
alle disse koordinater, kan vi forbinde dem via kommandoen Polygon og fa vores proto-
type for en enkelt stjerne. Derefter er det tid for parallelforskydning. Her far vi brug for
de to vektorer u og v vist pd den everste figur. Forst ser vi, at u =2- AC . Vektoren v
fas ved at dreje vektoren # med 60°. Det er der en kommando til.

Forst parallelforskydes prototypen af stjernen med

A e g . Dansk Engelsk
vektorerne u, 2u, 3u, 4u, ... for at f4 en vandret reekke Limiostvkk S .
af stjerner, som vi kalder ”Stjerneraekke”. De gentag- jestyexe cemen

. Polygon Polygon

ne parallelforskydninger kan udferes smart og kom- :
pakt ved hjelp af kommandoerne Parallelforskyd og Drej Rotate
Sekvens. De kommandoer, vi far brug for, er listet i Sekvens Sequence
tabellen med bade det danske og det engelske navn. Vektor Vector
Bemerk, at man inde i programmet kan andre sprog Parallelforskyd | Translate

via menuen /ndstillinger > Sprog >. Denne “Stjerne-

rekke” kan efterfolgende parallelforskydes med vektorerne v, 2v, 3v, .... sé vi til slut har
det feerdige menster. Nu til konstruktionsdetaljerne, hvor vi bruger de danske komman-
donavne. Af hensyn til forstaelsen vil laeseren undervejs blive bedt om at udfere ting i
mindre trin. Kommandoerne skal skrives 1 det sdkaldte inputfelt og de udferes, nr man
trykker pd Enter. Herefter vil de figurere i Algebra vinduet, hvorfra man kan @ndre ting.
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For eksempel kan man hejreklikke pd en kommando og vaelge Egenskaber for at redigere

1 et nyt vindue. Hvis man begér fejl, kan man enten slette eller fortryde med Ctrl+Z.

GeoGebra

N =

10.

11.

12.

13.

14.

a) Gennemfor en tegning af det islamiske menster ved
at folge beskrivelsen ovenfor.

b) Har du mod pd mere, kan du preve dig frem med
mensteret til hajre. Tegn forst en “celle” og parallel-
forskyd derefter i to retninger 1 GeoGebra.

¢) Kig eventuelt pd den fremragende video i [L4] om
islamisk kunst og de geometriske metoder, man bru-
ger for at lave meonstrene.

I inputlinjen skrives: A=(0,0)

| inputlinjen skrives: B=(2*cos(30°),2*sin(30°)). Bemaerk, at seerlige tegn sasom et grad tegn (°) fas
i inputlinjen ved at klikke pa ikonen visende et a ude i hgjre side.

I inputlinjen skrives: C=(4*cos(30°),0).

Vi far senere brug for de vektorer, der skal parallelforskydes efter. Derfor definerer vi dem nu. |
inputlinjen skrives: u=2*Vektor(A,C)

Den anden vektor fas ved at dreje den farste med 60°. | inputlinjen skrives: v=Drej(u,60°)

Vi skal nu skabe de ydre spidser pa stjernen ved at rotere punktet C med vinklerne henholdsvis
60°, 120°, 180°, 240°, 300° og 360° omkring punktet A. Farst skal laeseren dog se, hvordan man
gennemfgrer en enkelt rotation. Skriv i inputlinjen: Test=Drej(C,60°,A)

Du skulle nu gerne se et nyt punkt, som svarer til at dreje punktet C med 60° omkring A. Bemaerk
i gvrigt felgende: Vi skrev Test= foran kommandoen. Det er blot et navn, som vi selv veelger. Det
er hensigtsmaessigt, nar vi senere skal arbejde videre med disse objekter. Dette var dog blot en
prave for at se kommandoen Drej i funktion. Slet Test i Algebra vinduet, sa objektet er veek.

Nu skal vi udfgre alle drejningerne omtalt i punkt 6 pa én gang ved at anbringe en Sekvens kom-
mando udenom kommandoen Drej. Skriv i inputlinjen: Y=Sekvens(Drej(C,k*60°,A),k,1,6)

Nu skulle du gerne kunne se punktet C drejet rundt omkring A med vinklerne 60°, 120°, 180°, 240°,
300° og 360°. Bemeerk, at nar k gennemigber alle hele tal fra 1 til og med 6, vil k*60° gennemlabe
de multipla af 60°, som vi gnsker. Listen af punkter har faet navnet Y. Skab herefter en liste / med
alle de indre hjgrner ved i inputlinjen at skrive: I=Sekvens(Drej(B,k*60°),k,1,6)

Vi skal have alle de ydre og indre hjgrner forbundet. Det sker via kommandoen Polygon. Skriv i
inputlinjen: Stjierne=Polygon(Y(1),1(1),Y(2),1(2),Y(3),1(3),Y(4),1(4),Y(5),1(5),Y(6),1(6),Y(1))

Bemaerk, at det er vigtigt, at man i afslutningen af polygon-kommandoen gentager startpunktet
Y(1), sa ringen er sluttet! Du skulle nu gerne kunne se en stjerne. Vi er nu naet til at skulle paral-
lelforskyde. Farst skal leeseren dog se, hvordan man gennemfgrer en enkelt parallelforskydning
med vektoren u. | inputlinjen skrives: Test=Parallelforskyd(Stjerne,u)

Du skulle gerne se en enkelt ny stjerne skabt ved parallelforskydning i vandret retning. Vi gnskede
dog at parallelforskyde med vektorerne u, 2u, 3u, ... Derfor skal vi have fati kommandoen Sekvens
igen. Vi bruger parameter k, som lgber fra 1 til 10. Slet fgrst objektet Test under punkt 11 og skriv
i inputlinjen: Stjernerackke=Sekvens(Parallelforskyd(Stjerne,k*u),k,1,10)

Du skal nu gerne kunne se en vandret raekke med 10 nye stjerner foruden den oprindelige. Raekken
af stjerner har vi givet navnet "Stjerneraekke”. Det eneste vi mangler nu, er at parallelforskyde
"Stjerneraekke” med v, 2v, 3v, ... Det ger vi analogt til metoden fra punkt 12. Vi lader parameteren
k Igbe fra 1 til 10. Skriv i inputlinjen: Mgnster=Sekvens(Parallelforskyd(Stjernereekke, k*v),k,1,10)
Du skulle nu gerne kunne se det gnskede mgnster. Du kan endda sendre farven pa stjernerne ved
at hajreklikke pd Manster og veelge Egenskaber... Under fanen Farve kan farven aendres.
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Opgave X10 (Geometrien i gotiske kirker)

Efter romertiden egede den kristne kirke langsomt sin indflydelse. Det pavirkede ogsa
arkitekturen. En milepal var den gotiske arkitektur, hvor man blandt andet fraveg de
klassiske romerske buer. Statisk set var det en forbedring, at de gotiske kirker med deres
spidse buer ikke behovede s meget stotte fra siderne for at vere stabile, som tilfaeldet
var med de romerske bygninger. Vagten blev placeret anderledes, og kirkerne kunne
bygges hgjere. Man ville have hgje imponerende bygninger og ikke mindst have skabt
mere lys 1 kirkerne. De udvendige sékaldte streebepiller med streebebuer ("flyvende stot-
teben") fremstod elegante, og man behgvede ikke sa tykke mure. Det beted ogsa mulighed
for sterre vinduer. I loftet var der ofte krydshveelvinger. Enorme farvede glasmosaik-
vinduer med geometriske menstre og religiose motiver gav et godt lys i kirken og viste
storhed udadtil. Den gotiske periode varede fra ca. ar 1150-1550. Der figurerer selvfol-
gelig en masse geometri i de gotiske kirker. Cirklen repraesenterer evighed og perfektion
og trekanten symboliserer treenigheden (Faderen, Sennen og Helligdnden). Disse former
er integreret 1 det overordnede design for at formidle andelige budskaber og forsterke den
hellige atmosfzre i kirken. Nedenfor den ikoniske gotiske katedral Notre Dame i Paris.

=

Den geometri, som vi skal se pé i det folgende, er inspireret af [16]. Vi begynder med at
omtale den gotiske spidsbue. P& naste side vises tre versioner. Standardversionen, hvor
buen AC fis ved at tegne en cirkelbue med radius R =|4Bl, og centrum i B, og buen BC
fas ved at tegne en cirkel med samme radius R, men nu med centrum i 4. Disse to cirklers
gverste skeringspunkt udger toppunktet C. Denne konstruktion betyder, at den trekant,
der fremkommer ved at forbinde punkterne 4, B og C med rette linjestykker, er en /igesi-
det trekant. Den anden version af spidsbuen fas ved at lade de to centre for cirklerne, altsa
A og B, befinde sig det samme stykke inde imellem de lodrette sider. I den tredje version
ligger centrene 4 og B det samme stykke udenfor de lodrette sider.
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C
C
C
A B . °
A B A B

a) Konstruer med passer og lineal eller GeoGebra en version af et vindue med en gotisk
standardbue, som vist pa den venstre figur.

Man ser 1 den gotiske arkitektur ofte elementer, hvor cirkler er indskrevet i de gotiske
spidsbuer. I dette tilfeelde skal vi indskrive en cirkel i en standard spidsbue. Buernes ra-
dius er R =|4B|, og radius for den indskrevne cirkel betegner vi med 7. Figur 1 antyder
konstruktionsmetoden, hvor vi fra start har givet standardspidsbuen og ensker at konstru-
ere den indskrevne cirkel.

Figur 2

Konstruktion

Tegn en midtnormal til linjestykket AB. Midtnormalens skaering med AB kaldes E.

Afseet afstanden R op ad midtnormalen. Endepunktet betegnes D.

Forbind A og D med et linjestykke.

Tegn midtnormalen til linjestykket AD. Dens skaeringspunkt med linjestykket ED kaldes M. Dette
punkt er centrum for den indskrevne cirkel.

5. Tegn en cirkel med centrum i M og med en radius r, som skal veere lig med lzengden af ME. Denne
cirkel er den gnskede indskrevne cirkel.

hwn =

b) Udfer konstruktionen beskrevet ovenfor enten med passer og lineal eller ved hjalp af
GeoGebra.

c) (lidt sveer) Argumenter for, at konstruktionen er korrekt, dvs. at cirklen virkelig tan-
gerer linjestykket AB og hver af spidsbuerne. Hjeelp: Man seger et punkt M pa midt-
normalen ED, som ligger lige langt fra linjestykket 4B og buen BC (og dermed ogsé
buen AC pé grund af symmetrien). Det er oplagt, at punktet eksisterer, hvilket man
kan overbevise sig om ved at skubbe den mulige kandidat for M fra £ opad midtnor-
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malen til 4B. Der mangler blot at blive argumenteret for, at M ligger p4 midtnormalen
til AD ogsé. Hertil er det nok at vise at | AM|=|MD| (jf. egenskaben omtalt i opgave
8.13). Udnyt, at |4B|=|4F|=R .

d) Vis, at radius i den indskrevne cirkel er givet ved formlen : r = %R .

Hjeelp: Benyt den pa figur 2 markerede retvinklede trekant og brug Pythagoras’ sat-
ning pé trekanten. Reducer og isoler herefter .

De gotiske arkitekter indskrev undertiden ogsé flere cirkler, men ogsé mindre spidsbuer.
Vi skal kigge pé et tilfelde, hvor der i standardspidsbuen er indskrevet en cirkel samt to
ens, men mindre spidsbuer.

Figur 3 Figur 4

Konstruktion

Tegn en midtnormal til linjestykket AB. Midtnormalens skaering med AB kaldes D.

Tegn to sma standardspidsbuer pa linjestykkerne AD og DB.

Tegn en cirkel med centrum i A og radius lig med 3/4R til skeering med midtnormalen i punktet M.
Tegn en linje gennem A og M til skeering med buen BC i punktet E.

Den indskrevne cirkel kan nu tegnes som den cirkel, der har centrum i M og som har radius lig med
leengden af linjestykket ME.

o bk wbh=

Bemerk, at da buerne DS og BC begge har centrum i 4, ma den indskrevne cirkel, som
tangerer begge buer, nodvendigvis ligge pa linjen gennem A og cirklens centrum M. En
tangent til en cirkel er nemlig altid vinkelret pa radius. Ved at betragte lengderne langs
linjestykket AE far vi derfor: R+r+r=R < r=+1R. Dette godtger konstruktionens
rigtighed.

e) Udfer konstruktionen beskrevet ovenfor enten med passer og lineal eller ved hjalp af
GeoGebra.

De gotiske arkitekter yndede ogsa at lave en vinduesrose eller rosette, som ofte var en
stor cirkel med alverdens udsmykning og som filtrerer lyset ind i kirken og fylder rummet
med farvet lys fra glasmosaikken. Flotte geometriske former, der for eksempel kunne
indeholde elementer, hvor sma cirkler er indskrevet i store cirkler. Det kunne veare 3, 4
eller flere sma cirkler indskrevet i en sterre cirkel eller i en anden form. Dekorationerne
kunne ogsé forekomme i loftet eller — som vist pa fotoet pa neste side — 1 en gotisk spids-
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bue. I dette tilfelde er det et motiv fra katedralen 1 Magdeburg. Vi ser blandt andet et
“firklover”. Et sddant firklever, eller noget der ligner, skal vi prove at konstruere.

P& figuren nedenfor til venstre er et bud pa en konstruktion antydet og til hgjre er vist,
hvordan det kan se ud, hvis man fylder det inderste ud.

R A R B
I A
M s

> r -
K D~
. fa) -
¢ c .
“ 1

Konstruktion

1. Udgangspunktet er en cirkel med et centrum. Vi skal konstruere de fire indskrevne cirkler. Begynd
med at tegne et "kors” bestdende af en vandret og en lodret diameter i den store cirkel. Tegn
derefter et omskrevet kvadrat, som vist. Tegn ogsa de to diagonaler i kvadratet.

2. Med centrum i hjgrnet B tegnes en cirkelbue med radius lig med lsengden af linjestykket AB til
skaering med diagonalen BC i et punkt, vi vil kalde D.

3. Opret i punktet D en normal til linjestykket BC. Dens skaeringspunkt med den lodrette diameter
betegnes M. Punktet skal veere centrum for en indskreven cirkel. Radius r skal veere lig med leeng-
den af linjestykket CD. Tegn denne cirkel.

4. Tegn en cirkel med centrum i C og med radius lig med laengden af CM. Denne cirkel, som er vist
stiplet, skaerer diametrene i punkter, som er de @vrige centre for de indskreven cirkler, etc.
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f) Udfer konstruktionen beskrevet pa forrige side enten med passer og lineal eller ved
hjeelp af GeoGebra.

g) Vis, at radius r af de indskrevne cirkler fis af radius R af den oprindelige store cirkel
pa denne méade: r = J2-R-R. Hjeelp: Vis at hypotenusen BC i den retvinklede tre-
kant ABC har lengden V2R ved at bruge Pythagoras’ s&tning. Hvorfor er trekant
CDM en ligebenet og retvinklet trekant? Vis, at det betyder at|CD| =7 . Hvorfor er
|BAl=|BDI|?

Vi skal slutte opgaven af med konstruktion af et
“treklover”. Denne har en serlig plads 1 kirken,
fordi den symboliserer treenigheden. Vi skal forst
udlede en formel for radius » af de indskrevne
cirkler udtrykt ved radius R i den oprindelige cir-
kel. For det forste er det klart pa grund af symme-
trien, at de smé cirklers reringspunkter med den

store cirkel er hjerner 1 en ligesidet trekant. Det
samme kan siges om de sma cirklers centre. Disse

to trekanter, hvor alle vinkler er 60°, er derfor lige-
sidede. Specielt er trekant ACE og trekant BCD
ensvinklede. Dermed er forholdet mellem enslig-

gende sider ens (Satning 11):

l4E|_l4cl V3R _ R < BR(R-r)=2rR < J3-(R-r)=2r
|BD| |BCl| 2r  R-r

NG

2+3
r=(2V3-3)-R

‘R

o BR-Br=2r o \/ER:(2+\/§)';’ & r=
V3:(2-43) N I

& = ‘R

(2+33)2=3) T By

I den sidste linje er forleenget med en faktor for at undgd kvadratredder i navneren. Be-
merk, at |4E| =~/3R . Dette fremkommer ved at projicere AC ned pa AE og gange med
2. ZCAE =30°, s vi far folgende: |4E|=2-R-cos(30°)=2-R \/5/2 =3R (se opgave
X5). I kommatal far vi felgende vardier:

r

(2\6—3)« ~ 0464101616 - R

R—r

R—(2x/§—3)-R - (4—2\6)-13 ~ 0,535898384 - R

Arsagen til, at vi her ogsa har beregnet R —r er, at centrene for de indskrevne cirkler skal
ligge pa en cirkel med denne radius, tegnet med centrum i C. Oplysningen skal med andre
ord bruges i konstruktionen pa naste side. Man kan godt konstruere de tre indskrevne
cirkler med kun passer og lineal, men det er lidt bevlet, sa vi tillader os her at benytte de
radier i kommatal, som fremgér ovenfor.
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Konstruktion

h)

1. Udgangspunktet er en cirkel med et centrum C. Vi skal konstruere de tre indskrevne cirkler. Begynd
med at tegne en lodret diameter til skeering med cirklen i A og B.

2. Tegn en cirkelbue med centrum i B og med en radius svarende til lzengden af BC. Denne cirkelbue
vil skaere den oprindelige cirkel i punkterne D og E. Her vil punkterne A, D og E veere hjgrnerne i
den indskrevne ligesidede trekant omtalt pa forrige side.

3. Tegn linjestykkerne DC og EC.

4. Tegn en cirkel med centrum i C og radius lig med 0,535898384-R. Det svarer til den stiplede cirkel
pa venstre del af figuren. Cirklens skeeringspunkter med DC, EC og AC betegnes henholdsvis F
og G og H og repraesenterer centrene for de sma indskrevne cirkler.

5. Tegn med centrum i hvert af punkterne F, G og H en cirkel med radius r = 0.464101616-R. Dette
er de tre gnskede indskrevne cirkler.

Udfer konstruktionen beskrevet ovenfor enten med passer og lineal (med mal) eller
ved hjelp af GeoGebra.

Opgave X11* (Det gyldne snit)

Det gyldne snit er et matematisk forhold, som blandt andet finder anvendelse i1 kunsten,

men som ogsd dukker op de mest overraskende steder i naturen, via de sikaldte Fibonac-

ci-tal. Dette matematiske forhold omtales undertiden som det guddommelige forhold (The

Divine Proportion). I denne opgave skal vi se, hvordan forholdet er defineret og kan kon-

strueres med passer og lineal. Opgaven krever ogsd kendskab til andengradsligninger.

Definition

Et linjestykke AB, som er delt i stykkerne AS og SB, siges at vaere delt i det gyldne
snits forhold, hvis hele linjestykket forholder sig til det lange stykke, som det lange
stykke til det korte stykke.

A S B

Matematisk kan det udtrykkes séledes:

(X2)

a+b a

a b

Det gyldne snits forhold er da ¢ = a/b (det greeske bogstav phi).
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Péstanden er nu, at man kan dele et givet linjestykke C
AB 1idet gyldne snits forhold ved at anvende en passer

og en lineal, som antydet pa figuren til hejre. Kon- D

struktionen foregar sdledes:

. . A S| B
Trin 1: Oprejs en normal til AB i endepunktet B.

Trin 2: Afsat leengden |BC| = % -|AB| op ad normalen (halver forst AB).

Trin 3: Forbind 4 og C med et linjestykke.

Trin4: En cirkel med centrum i C og radius lig med lzengden |BC| tegnes til skering
med linjestykket AC 1 punktet D.

Trin 5: En cirkel med centrum i 4 og radius lig med leengden |AD| tegnes til skering
med linjestykket AB i punktet S. Da vil S dele linjestykket AB i det gyldne snits
forhold.

a) Vis at (X2) kan omskrives til ligningen 1+1/¢=¢, og at ¢ dermed er lgsning til
folgende andengradsligning: ¢* —@—1=0. Hjeelp: Start med at satte pa hver sin
brokstreg 1 venstresiden 1 (X2) ...

1+\/§
2

b) Visat o= ved at lgse andengradsligningen. NB! Den ene lgsning kasseres.

¢) Udregn bade ¢ og 1/¢ i kommatal. Sammenlign decimalerne. Hvad ser du?

d) Foretag konstruktionen beskrevet ovenfor, idet du starter med et linjestykke af en
selvvalgt lengde. Benyt enten passer og lineal, eller GeoGebra.

e) Mal lengderne |4S| og |SB| enten ved at mile med lineal eller f& GeoGebra til at
male lengderne. Divider derefter de to tal, altsé udregn | 45| / |SB| pa en lommeregner.
Giver det et tal teet pa @? Det skulle det gerne.

f) Laseren opfordres til at hjelpe med at bevise, at konstruktionen holder eksakt! Da
forholdet &benlyst er uathengig af en eventuel skalering af trekanten, kan vi uden
videre antage, at | 4B| = 2 . Benyt herefter Pythagoras’ seetning til at vise, at s& gelder
|4S]=+/5—1. Det giver herefter

Hele stykket | AB 2 J5+1 B
Det lange stykke | 48| JE -1 2

som ensket. For at fa 3. lighedstegn er der forleenget med J5+1 i teeller 0g na&vner,
anvendt en kvadratsatning og reduceret.

Meget mere om det gyldne snit kan studeres i [L3].
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Links

[L1]
[L2]
[L3]
[L4]

https://matematiksider.dk/klassisk.html (Geometriske konstruktioner)

https://matematiksider.dk/tredele.html (Om vinkeltredeling).

https://matematiksider.dk/det gyldne snit.html (Det gyldne snit)

https://www.youtube.com/watch?v=pg I NpMmPv48&t=50s

(En fremragende video af Eric Broug: The complex geometry of Islamic design)
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