Anvendelser af integralregning

I 1600-tallet blev integralregningen indfert. Vi skal se, hvor sterkt et vaerktej det er til
at lose problemer, som tidligere forekom uoverstigelige. I matematik-grundbogen har vi
set, hvorledes man kan finde for eksempel rumfanget af et omdrejningslegeme. Idéen er
at inddele legemet i1 tynde snit. Vi skal se, hvordan denne teknik kan benyttes i en rekke
andre problemer. Vi vil dog afsta fra at fere strenge beviser for resultaterne, og i stedet
fokusere pa det intuitive i metoderne.

Eksempel 1

Pé en cirkuler ode ¢ bor en raekke indfed-
te, som antages jaevnt fordelt over eens
areal. Hver dag skal indbyggerne bevage
sig ind til eens midte for at hente vand fra
gens eneste brend. Spergsmélet er hvor
langt indbyggerne i gennemsnit ma bevage
sig for at nd bronden? Qens radius er 6 km.

Losning:

Det er forholdsvist oplagt, at svaret ma vare mere end halvdelen af radius, fordi der er
flere indbyggere pa de yderste 3 km af gen. Mere kan man ikke umiddelbart sige. Hvis
problemet bare havde veret af diskret natur, havde det varet ret nemt: hvis der for ek-
sempel havde varet 5 personer, som boede 4 km fra brenden, 10 personer i afstanden 2
km og 5 personer i afstanden 3 km, sa kunne man fa svaret ved at udregne det vejede
gennemsnit af afstandene: 2-4km+13-2km +2-5km =3,25km.

Areal = 2mx; - Ax,

Denne id¢ vil vi imidlertid fore videre til det kontinuerte problem: Vi inddeler oen i
nogle smalle ringe, hvorom vi kan sige, at folk, der bor heri, alle har omtrent den sam-
me afstand til brenden 1 gens centrum. Lad os sige, at afstanden for den i’te ring er x;,
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som vist pa figuren. Afstanden skal vegtes med den brekdel, som ringens areal udger af
hele cirklens areal. Ringens areal er (omtrent) lig med omkredsen gange med tykkelsen,
dvs. 2mx, - Ax;, mens hele skiven med radius R har et areal pA 4=m-R>. Den omtalte
brekdel er derfor

Ringens areal ~  2mx; - Ax; 1

Arealbrekdel = = —2xAx,
R

Hele skivens areal - R?

For at {4 en (approksimativ) verdi for gennemsnitsafstanden X for en gboer summerer
vi over alle ringene, idet vi vaegter afstandene med arealbrekdelene:

X ~ » {Afstand fra i'te ring} - {i'te rings arealbrekdel} ~ > x, L oxAx

2 i i
i i
Den ubeviste péstand er nu, at hvis man lader inddelingerne blive finere og finere, sa
na&rmer summen sig til et integrale og alle =~ bliver til =:

R

X = .[ (x.%-ijdx = %fxzdx = Ri[%f]R = 2 %RS = 2R
0

>
0

=

Den gennemsnitlige afstand indtil eens centrum er altsd 2 af gens radius, altsa 4 km.

Eksempel 2 (Tyngdepunktet)

I denne opgave skal vi se pa begrebet tyngdepunkt og hvordan det bestemmes. Begrebet
gér undertiden ogsa under betegnelsen massemidtpunktet (Engelsk: Center of mass). Be-
grebet er vigtigt, nar man har at gore med en genstand med en vis udstrekning. Indenfor
fysikken beskeftiger man sig blandt andet med de sdkaldte stive legemer og deres be-
vaegelse. Det kan for eksempel vare et baseball-bat, som kastes gennem luften. Her er
det baseball battets tyngdepunkt, som vil beskrive en parabelbane.

=771

Tyngdepunktet er per definition det punkt i et legeme, hvor tyngdekraften har angrebs-

punkt. Hermed menes, at hvis man holder en finger under tyngdepunktet, s kan man
balancere legemet. I mange henseender, dog ikke alle, vil et legeme opfore sig om al
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dets masse er koncentreret i tyngdepunktet. Derfor spiller tyngdepunktet ofte en central
rolle 1 fysiske problemstillinger, ligesom 1 tilfeldet med baseball battet.

X Xy Xr X3

Ilill (I IL:H.I
m

1 mz m3

Figuren herover illustrerer, at de tre vaegte kan holdes i ligevagt, hvis man understotter
stangen 1 punktet med x-koordinat x,. De tre vagte befinder sig pd den antaget vegt-
lose stang i positionerne x;, x, og x;. Masserne er henholdsvis m,, m, og m,. Tyngde-
punktets koordinater x; er da givet ved:

my X, + 1M, - X, + 1M, - X m m m
(1) xpo= 22 3 0 o Ly 2
M M M M

hvor M =m, +m, +m, er den samlede masse. Omskrivningen i 2. lighedstegn viser, at
tyngdepunktet fas ved at vagte positionerne for de enkelte lodder med deres respektive
massebrokdele. Tyngdepunktet kan ogsd karakteriseres som det punkt, 1 forhold til
hvilket det sékaldte kraftmoment er lig med 0 . Lost sagt betyder det her, at kraft gange
arm pé venstre side af understotningspunktet er lig med kraft gange arm pé hejre side af
understotningspunktet. Se mere herom 1 opgave 6.

Hvis man mere generelt har at gore med endeligt mange masser m,, m,, ..., m, anbragt i
punkter 1 rummet, angivet ved stedvektorerne henholdsvis 7,7,,...,7,, sd er tyngde-

>"'n>

punktet 7. for systemet af de n masser givet ved stedvektoren:

@) i m -f+my -+, +m,
’ M

.l/'n

hvor igen M =m, +m, +...+m, er systemets samlede masse. Problemet bliver svarere,
nar man har at gere med en kontinuert massefordeling. Her kan man ikke umiddelbart
summere op som ovenfor, da der er uendeligt mange partikler i systemet. For at lose
problemet er det hensigtsmaessigt at anvende integralregning. Hvis man har at gere med
en plan massefordeling pa formen:

{(x,y,z)|a£x£b ANgX)Sy<f(x) A z:zo}

sa viser det sig, at tyngdepunktet 7. = (x;, y,,z;) kan findes ved
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b
[ x- (£ () - gl (@) - (g)?)dx
. ;o Y= —

Xp =

- b
[ (7 (x)-g(x)x

5 ZIr =2y

b
[ (F(0)-g(x)dx

Mzangden er illustreret pa figuren nedenfor. Det ses, at omrddet i y-aksens retning er be-
granset af graferne for to funktioner f og g. Det skal endvidere nevnes, at formlernes
gyldighed som forudsatning har, at massefylden overalt i det plane lag er konstant!

y
A
e Y LA
/’/
/ .
N _gx)

I opgave 1 og 2 kan du bestemme tyngdepunkter og i den lidt svarere opgave 3 kan du
forsege at bevise formlerne (3) ved at benytte en teknik a 14 den beskrevet 1 eksempel 1.

[m]
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Opgaver

Opgave 1
Betragt folgende plane mangde: { (x,¥,2) | —2<x<2 A X*<y<4 A z=0 }

a) Tegn eventuelt situationen pé grafregneren for at se, hvordan mengden ligger.

b) Bestem omradets areal forst 1 hdnden og kontroller bagefter med grafregneren.

c) Benyt (3) til at finde tyngdepunktet for figuren. Benyt gerne grafregneren hertil.

d) Klip figuren ud af et stykke tykt karton og afmerk tyngdepunktet: Kan du balance-
re figuren i dette punkt? (Lav et lille hul, sa nalespidsen ikke glider!)

Opgave 2

Betragt folgende plane mangde: {(x, V, z)| 0<x<m A 0Ly<sin(x) A z= O}

a) Tegn eventuelt situationen pa grafregneren for at se, hvordan mangden ligger.
Husk at sa@tte maskinen til at regne vinkler 1 radianer!

b) Bestem omrédets areal forst i hdnden og kontroller bagefter med grafregneren.

c) Benyt (3) til at finde tyngdepunktet for figuren. Benyt gerne grafregneren hertil.
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Opgave 3 (Bevis for (3))
I denne opgave skal du forsgge at bevise formlerne for tyngdepunktet 1 (3).

Hjeelp: Indse for det forste, at man ligesd godt kan vaegte med arealer frem for med
masser, da massefordelingen antages jevn i det plane omréde. Inddel omridet i strimler
med bredden Ax parallelle med y-aksen, som antydet pd figuren nedenfor. Vis, at
strimlen omkring x omtrent har et areal, som er lig med (f(x)—g(x))-Ax og at koordi-
naterne for strimlens tyngdepunkt er ca. (x,(f(x)+ g(x))). Summer over alle strimler,
idet du vaegter tyngdepunkterne med deres respektive arealbrekdele. Benyt endelig tek-
nikken med at lade inddelingen blive finere og finere, s summerne narmer sig til et
integrale. Bemerk, at der i n&vnerne i (3) stir det samlede areal af figuren!

y
A

Strimlens
tyngdepunkt

Opgave 4

Find selv pé en interessant figur og find dets tyngdepunkt. Klip derneest figuren ud af et
stykke karton og afmark tyngdepunktet: Kan du balancere figuren i dette punkt?

Opgave 5

Seg pé Internettet om fakta og teori omkring emnet fyngdepunkt. Husk, at begrebet ogsé
betegnes massemidtpunkt og pa engelsk center of mass. Fremlag resultaterne i klassen.

Opgave 6 (Vagtstangsprincippet — lidt svaer!)

Som naevnt pé side 3, sd vil en vagtstang vare balanceret, safremt det samlede kraftmo-
ment pa systemet er 0. I tilfeeldet med lodderne pa vagtstangen fas kraftmomentets
storrelse ved at gange tyngdekraften m-g for hver objekt i systemet med dets afstand
(regnet med fortegn!) til balancepunktet:

my-g- (X —xp)+my-g-(x,—xp)+my-g-(x;—x;)=0

Vis, at dette er ensbetydende med (1).
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Opgave 7 (Tyngdepunkt af trekant)

En trekants tyngdepunkt er i medianernes skaeringspunkt. Afprov dette 1 praksis. Lidt
svaerere: Prov at argumentere for, at en trekant kan balancere omkring enhver af dens
medianer. Hjeelp: Benyt et parallelforskydningsargument for at danne symmetri!

Opgave 8 (Inertimoment)

Et vigtigt begreb 1 mekanikken er det sdkaldte inertimoment. Nér ingenierer designer
mekaniske apparater, hvori der er drejelige dele er det vigtigt at tage hegjde for denne
storrelse. Inertimomentet beskriver treegheden 1 de roterbare dele. Det mest simple
tilfelde er hvor man har en masse M, som kan betragtes som punktformig, og som
roterer omkring en akse. P& venstre del af figuren herunder er den punktformige masse
anbragt for enden af en tynd stang, vi kan betragte som masselos. Stangens lengde
betegnes med L og roterer om den lodrette akse. Per definition er inertimomentet / af
dette system lig med 7 = M - L*. Af dette udtryk ses det, at inertimomentet bliver storre
jo leengere massen er fra omdrejningsaksen!

-

Et interessant spergsmaél er nu, hvad der sker med inertimomentet, hvis al massen ikke
er samlet i et punkt for enden af stangen, men er fordelt jevnt langs stangen. I det fol-
gende skal du betragte stangen som bestdende af en masse smé& masser. Situationen er
vist pd figuren til hojre.

a) Hvorfor er det intuitivt klart, at inertimomentet ma vare mindre end i situationen til
venstre?

b) Vis, ved at inddele 1 en masse sma dele, at inertimomentet af den homogene stang
til hojre er lig med 1 = %ML2 . Hjeelp: Vis, at massen af en lille del af stangen med
leengden Ax er ligmed M -Ax/L .

¢) Betragt nu situationen, hvor en tynd cirkulaer skive roterer omkring en akse, der gér
gennem skivens centrum og er vinkelret derpd. Vis, at [ = %MR2 , hvor R er skivens
radius.

d) Undersog begrebet inertimoment yderligere pa Internettet.

NB! I ovrigt kan det navnes, at hvis man har en legemes inertimoment / og kender
vinkelhastigheden ® i rotationen, sa er rotationsenergien lig med E, =4/ o’
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Opgave 9 (Stromning i blodkar)

Formen af et blodkar (vene eller arterie), kan modelleres med en cylinder med radius R
og lengde L, som illustreret pa figuren nedenfor.

Iy
h 4

Pé grund af friktionen langs blodkarrets vaeg, er blodets hastighed v sterst i midten af
blodkarret og aftager mod 0 ud mod vaggen. Sammenhangen mellem hastigheden og
afstanden r fra cylinderaksen kaldes the law of laminar flow og blev opdaget i 1840 af
den franske fysiker Jean-Louis-Marie Poiseuille og lyder:

() y= PRy
4nL
hvor n betegner blodets viskositet og Ap er trykforskellen mellem enderne af cylinde-

ren. Hvis Ap og L er konstante, s& angiver (4) hastigheden som funktion af r, hvor
re[0,R].

a) Den gennemsnitlige hastighedsandring, ndr man bevager sig udad fra r = til
r =r, er naturligt nok givet ved

Av _ v(n)=v(r)

Ar r,—F
Nér man lader Ar — 0, vil differenskvotienten nerme sig til differentialkvotienten
V'(r). Bestem et udtryk for denne sterrelse, som i evrigt betegnes hastigheds-
gradienten. For en af menneskets mindre arterier kan man bruge folgende vaerdier:
n=0,027, R =0,008cm, L =2cm og P = 4000dynes/cm”. Bestem hastigheden, nar
r =0,003cm, og bestem hastighedsgradienten for samme verdi af r.
b) I dette sporgsmal skal du udlede folgende udtryk for stremmen eller fluxen F igen-
nem blodkarret:
5) o Ap-R*
8mn-L
Flux er volumen (blod) pr. tidsenhed. Udtrykket (5) kaldes for Poiseuilles lov.
Hjeelp: Da hastigheden langs blodkarrets vaeg er mindre end langs dets akse, ma du
foretage en integration. En hensigtsmaessig inddeling er at kigge pa ringe omkring
aksen, for heri er blodets hastighed omtrent konstant. Hvis du bedre kan finde ud af
det, nar den variable hedder x, sa kan du eventuelt udskifte » med x. Der skal inte-
greres fra 0 til R.
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Opgave 10 (Jordens tyngdefelt)

Den store britiske fysiker Isaac Newton opdagede 1 1600-tallet massetiltrekningsloven,
som siger, at to masser m og M 1 den indbyrdes afstand r pavirker hinanden med en
kraft af folgende storrelse, hvor G er gravitationskonstanten:

m-M

2
r

(6) F=G

Kraften pa den ene masse er endvidere rettet mod tyngdepunktet af den anden masse. Pa
figuren nedenfor ser du et meteor, som kommer ind 1 Jordens tyngdefelt og har retning
direkte mod Jordens centrum.

Som bekendt er det mekaniske arbejde, som en kraft F udferer péd et legeme lig med
“kraft gange vej”, nar kraften og bevaegelsesretningen er ensrettede, hvilket er tilfeldet
her. Vi gnsker at beregne det arbejde, som tyngdekraften udferer pa meteoren fra den
kommer fra det uendelige fjerne til den lander pa Jordens overflade. Der er imidlertid en
komplikation: Kraften er ikke den samme hele vejen; faktisk bliver den storre og sterre
jo nermere meteoret kommer Jorden. Derfor er man nedt til at dele problemet op i sma
vejstykker, hvor kraften kan regnes konstant. I det folgende kan vi regne med folgende
vardier R=6367000m, M =5,974-10% kg, G=6,6726-10"" N-m?/kg®> for hen-
holdsvis Jordens radius, masse samt gravitationskonstanten.

a) Vis ved at integrere fra R til oo, at det arbejde 4, som Jordens tyngdekraft udferer

pa meteoret med masse m, fas af folgende formel: 4 = Gem-M

b) Naér en raket skydes fra Jordens overflade ud i rummet, sé skal raketten overvinde
tyngdekraften, dvs. den skal have tilfert lige s& megen energi som angivet ved
formlen 1 spergsmal a). Det kan ske ved at den har en stor kinetisk energi fra star-
ten. Vis, at raketten skal have en fart af 11,2 km/s (den sékaldte escape-hastighed),
for at kunne komme (uendeligt langt) ud i rummet.
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Opgave 11 (En skav pyramide)

I denne opgave skal du bevise, at rumfanget af en helt vilkarlig pyramide med grundfla-
de G og hejde Her ligmed §-H-G.

a) Foretag et vandret snit i pyramiden, stykket x under toppunktet. Benyt ensvinklede
trekanter til at argumentere for, at arealet af snittet mé vaere lig med (x/ H )2 -G

b) Sker et tyndt lag med tykkelsen Ax af pyramiden i den lodrette afstand x fra
toppen, som vist pd figuren nedenfor til hgjre. Angiv et omtrentligt udtryk for lagets
volumen.

c) Opskar hele pyramiden i lag som under punkt b) og summer deres rumfang. Opstil
et integrale, som angiver pyramidens rumfang, og udregn det. Stemmer resultatet
med formlen ovenfor?

d) Grundfladen behaver hverken vere et kvadrat eller et rektangel. Gelder formlen for
rumfanget ogsa, hvis figuren har en helt vilkérlig form som grundflade?
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