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1. Indledning

I denne lille note skal vi kigge pd binomialfordelingen, som er en af de vigtigste forde-
linger indenfor sandsynlighedsregning. For vi gar i gang med at beskrive binomialforde-
lingen, skal vi have nogle grundleggende begreber pé plads. For det forste er der begre-
bet en stokastisk variabel, dernast skal vi kigge pa et par vigtige formler indenfor kom-
binatorikken, der er den gren af matematikken, hvor man lidt lest sagt “opteller antallet
af kombinationer” af et eller andet.

2. Stokastiske variable

Et stokastisk eksperiment er et forseg, hvor man ikke pa forhand kan forudsige udfaldet.
Der kan forekomme en raekke udfald, og mangden af disse udger udfaldsrummet U. En
stokastisk variabel X er en funktion, som til ethvert udfald u € U knytter et tal X (u).
Man er ofte interesseret 1 sandsynlighedsfordelingen for den stokastiske variabel, dvs.
sandsynlighederne for de forskellige vaerdier, som X kan antage. Sandsynlighederne kan
angives pa lidt forskellig méade. Vi skal se pa nogle eksempler.

Eksempel 1

Eksperiment: Et kast med to terninger, en gron og en rad. Antal gjne betragtes.
Udfaldsrum: U ={(1,1), (1,2),...,(1,6), (2,1),(2,2),...,(2,6),...,(6,6)} , hvor ferste ko-
ordinaten 1 talparret angiver antal gjne for den gronne terning, mens andenkoordinaten
angiver antal gjne for den rade terning.

Stokastisk variabel: X angiver summen af gjnene af de to terninger.

Red
terning

( )

6|7 8 9 10 11 12

516 7 8 9 10 N

41865 6 7 8 9 10

g Grgn
1 2 3 4 5 6 terning

Hvis man med terningerne slér (2,5) svarende til, at den grenne terning viser 2 og den
rode terning viser 5, har den stokastiske variabel X verdien 2+5=7. Af overskuelig-
hedshensyn kan det vaere hensigtsmassigt at tegne en figur som ovenfor til hgjre. Ud for
2 pa forsteaksen og 5 pé andenaksen er anbragt tallet 7. Tilsvarende med alle de ovrige
mulige udfald i udfaldsrummet. Vi ser, at den stokastiske variabel X kan antage verdier-
ne fra 2 til 12. Da den kun kan antage endeligt mange verdier, kaldes X for en diskret
stokastisk variabel. For at finde sandsynlighedsfordelingen for X skal vi beregne sand-
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synligheden for hver af dens mulige verdier. X har vardien 4 for felgende udfald:
(1,3),(2,2) og (3,1). Sandsynligheden for hver af disse er som bekendt §-+=--. Der-
for er den enskede sandsynlighed lig med 5-. Vi skriver: P(X =4)=+-. Vi udtaler det:
Sandsynligheden for at X er lig med 4 er lig med <-. Sandsynlighederne for de ovrige

vaerdier af X udregnes tilsvarende og anbringes 1 en tabel:

2% 213 (45|16 |7 (8|9 10|11 )12

En kontrol pa om man har regnet rigtigt er at alle sandsynlighederne i tabellen skal give
1 tilsammen! Sandsynlighedsfordelingen kan om enskeligt afbildes i et stolpediagram:

Sandsynlighedsfordelingen for X

0.2

0.1

O (———
O) |———

Ved hjelp af sandsynlighedsfordelingen kan man lese forskellige opgaver, for eksempel
bestemme sandsynligheden for at summen af terningernes ojne hgjst er lig med 5:

P(X<5) = P(X =2)+P(X =3)+P(X =4)+ P(X =5)

=Ll4y2,3 .4 _ 10 _ 5
=3T3 1T36T3%6 T 36 T 18

I eksempel 1 sd vi, hvordan vi kunne beregne sandsynligheder, som involverer en sto-
kastisk variabel X, som er tilknyttet et bestemt udfaldsrum. Man kan naturligvis ogsa
direkte tale om sandsynlighederne af de enkelte udfald u, e U, og de betegnes P(u;) .
Det er oplagt, at der altid gaelder at sandsynlighederne ligger mellem 0 og 1:

(1) 0<P(u)<1

samt at sandsynlighederne tilsammen giver 1. At P(u,)+ P(u,)+...+ P(u,) =1 skriver
man ofte pa en kompakt made med et serligt sumtegn:

@) S P(u) =1
i=1

Det er her underforstdet at U = {u,,u,,...,u, } .
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I forbindelse med udfaldsrum taler man ogsa om begrebet en hwndelse. Med en hendel-
se H menes en delmengde af udfaldsrummet, som skrives H < U . Man definerer natur-
ligt nok sandsynligheden for handelsen H som summen af sandsynlighederne af de en-
kelte udfald 1 H. Altsa hvis H = {ul.I Uy pees Uy } , Sa saettes

3) P(H)=P(u,) + P(u,) +...+ P(u; )

Der skal siges lidt om et par s@rlige heendelser: Udfaldsrummet er jo en delmangde af
sig selv og dermed en hendelse. Det er oplagt, at sandsynligheden for den er 1. I den
anden boldgade har vi den delmangde, som ikke indeholder noget udfald overhovedet,
den tomme mcengde, betegnet med det se@rlige symbol . Den har sandsynligheden 0.
Endelig har vi den komplementeere heendelse til H, kaldet H (udtales H bar). Hermed
menes den komplementaere mengde til H, der netop bestar af alle de udfald i U, der ikke
er 1 H. Det er her indlysende, at sandsynligheden for den komplementare haendelse fas
ved at trekke sandsynligheden for haendelsen H fra 1. Vi opsummerer:

(4) P(U)=1, P(@)=0 og P(H)=1-P(H)

Lad os kigge pa et eksempel.

Eksempel 2

I eksempel 1 kunne man for eksempel betragte den haendelse H, der bestér af alle de ud-
fald, hvor den grenne terning viser 3: H ={(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6)} . Da alle

udfaldene i U har sandsynligheden 3, far vi af (3):

P(H) = P((3,D)+P((3,2)) + P((3,3)) + P((3,4)) + P((3,5)) + P((3,06))

IS E EOIS B I
_36+36+36+36+36+36

Den komplementare haendelse til H bestar af alle de udfald, hvor den grenne terning

ikke viser 3. Sandsynligheden for den er ifolge (4): P(H)=1-P(H)=1-1=3.

I det folgende eksempel skal vi se, at man sagtens kan have flere forskellige stokastiske
variable, der er knyttet til det samme udfaldsrum. I eksempel 1 var X, som sé ofte for
set, lig med summen af terningernes gjne. Nu skal vi se et eksempel, hvor kastet med de
to terninger betragtes som et spil og hvor X er gevinsten ved spillet.

Eksempel 3

En banker tilbyder et spil, hvor spilleren slar med to terninger: en gren og en red. Hvis
der er en 1’er blandt de to terninger, skal spilleren betale 4 kr. til bankeren. I alle andre
tilfeelde vinder spilleren det belgb i1 kroner, som svarer til forskellen mellem de to ter-
ningers visning. Hvis den ene terning viser 5 og den anden 2, vinder spilleren altsa
5—2 =3 kroner. Lad os vare systematiske igen:
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Eksperiment: Et kast med to terninger, en gron og en rod. Antal gjne betragtes.
Udfaldsrum: U ={(1,1), (1,2),...,(1,6), (2,1),(2,2),...,(2,6),...,(6,6)} , hvor ferste ko-
ordinaten i talparret angiver antal gjne for den grenne terning, mens andenkoordinaten
angiver antal gjne for den rede terning.

Stokastisk variabel: X angiver det beleb spilleren vinder 1 ét enkelt spil.

For at bestemme sandsynlighedsfordelingen for X skal vi forst finde ud, hvad X giver
for de enkelte udfald i udfaldsrummet. Det er gjort skematisk péd figuren nedenfor til
venstre. Situationen er set fra spillerens synspunkt, s et tab anfores som et negativt tal.
Vi ser, at X kan antage 6 forskellige verdier: —4, 0, 1, 2, 3, og 4. Sandsynligheden for
hver af disse vardier fis ved at telle op, hvor ofte de forekommer i skemaet og sd gange
med 1/36, som er sandsynligheden for hvert enkelt udfald. Det giver tabellen til hgjre:

Red
terning
( )

6|14 4 3 2 1 0

Sandsynlighedsfordelingen for X:
514 3 2 1 0o 1

414 2 1 0 1 2 X | 410 ]| 1|2 |3]4
314 1 0 1 2 3 P(X=x)| 3 |3 |3 | 3% | % | %

g Gron
1 2 3 4 5 6 terning

3. Middelveardi, varians og spredning

Der er specielt to sterrelser, som er med til at sige noget om en stokastisk variabel, og
det er middelveerdien og variansen eller spredningen. Middelverdien fas ved at tage det
vejede gennemsnit af vaerdierne for den stokastiske variabel, mens variansen fas som det
vejede gennemsnit af kvadratet pd afvigelserne fra middelvaerdien. Spredningen er
kvadratroden af variansen. Lad os se pa eksempel 1 og 3 ovenfor.

Eksempel 4

Middelvardien af den stokastiske variabel fra eksempel 1 fis ved at betragte tabellen
for sandsynlighedsfordelingen og udregne det vejede gennemsnit:

(5) 2-E&+3-E+4-E+5L+6-+7-24+8-F+9-L+10- L +11-&+12- &

Denne udregning giver 7. Resultatet er ikke overraskende, da fordelingen er symmetrisk
omkring 7. Middelvaerdien betegnes nogle gange med p, andre gange med E(X).
Sidstnaevnte star for “expectation of X — den forventede verdi af X. Man skriver udreg-
ningen (5) pd en lidt smart made ved hjaelp af et sumtegn:
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(6) p=EX) =) xP(X=x)=2%+32+4-3+. . +12-& =7
i=1
Nu til variansen. Pa kompakt form skriver vi:

n

o Var(X) = Z}: (x,—n)* - P(X =x,)

=2-7"L+3B-7"2+(@-7" L +...+(12-7)"-L = 583
Vi tager altsd forskellene mellem den stokastiske variabels verdier og middelverdien,

oplefter til 2. potens og vejer med sandsynlighederne. Spredningen fas ved at tage kva-
dratroden af variansen:

(8) o = JVar(X) = /5,83 = 2,52

Selv om talvaerdien for spredningen ikke siger noget direkte om fordelingen, sd kan man
dog sige, at jo sterre tallet er, jo mere spredte er data.

Lad os sammenfatte begreberne ovenfor:

Definition 5 (Middelverdi, varians og spredning for stokastisk variabel)
Givet en diskret stokastisk variabel X. Middelvardien for X er givet ved:

©) u=EX) = 2 xP(X =x)

hvor der summeres over de mulige vardier x,, x,,..., som X kan antage. Variansen
for X er givet ved:

(10) Var(X) = Y (x,—W)’P(X =x,)

1

hvor p angiver middelverdien for X. Spredningen for X er givet ved:

(11) o(X) = 4/Var(X)

Eksempel 6

I spillet 1 eksempel 3 fér vi folgende vardier for henholdsvis middelvardi og varians for
den stokastiske variabel X :

1
9

E(X) =) xP(X=x)=-4+02+1£+2.L 134 4+42=-

Var(X) = ) (x,—p)*P(X =x,)

(A=) 4+ 0= 5 + (-5
F Q=R+ G -
= 7,65
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Vi ser, at middelverdien er negativ, hvilket ikke er s merkeligt, da bankerer har det
med at serge for, at de selv har de bedste odds! Helt precist forteller middelvardien, at
spilleren i gennemsnit vil tabe 1/9 kr. 1 hvert spil. Talvaerdien for variansen er ikke nem
at give en god fortolkning af, men vi kan lave lidt om pa spilreglerne og studere den
virkning, som det har pa variansen. Lad os sige, at spilleren stadig taber 4 kr. hvis blot
en af terningerne viser 1, at to ens giver summen af gjnene i kr., undtagen hvis de to ens
er (1,1), mens alle andre kombinationer hverken giver tab eller gevinst. Situationen er
vist pa figuren nedenfor til venstre. Middelverdien viser sig at vare ngjagtig den sam-
me som i det oprindelige spil, men variansen kan vises at vaere vokset til 14,87. Det
skyldes, at spillet er blevet mere chancebetonet. Der er storre preemier, som er fordelt pa
feerre udfald. Men bankeren vil altsd 1 gennemsnit f4 den samme indtjening!
Rgd

terning
( )

6|4 0 0O 0O 0 12

514 0 0 0 10 O

414 0 0 8 0 O

g Grgn
1 2 3 4 5 6 terning

4. Lidt kombinatorik

Som hjzlperedskab til naste afsnit far vi brug for lidt kombinatorik. Kombinatorik er
den matematiske disciplin, som beskeftiger sig med at telle antal kombinationer.

Definition 7

Antag givet n forskellige elementer opstillet pd en rekke. Med betegnelsen en permuta-
tion af de n elementer menes en ombytning af elementerne, si de star i en ny (evt. sam-
me) rekkefolge. Antallet af mulige permutationer af »n forskellige elementer betegnes 7!
og udtales ’n fakultet”.

Pé figuren nedenfor er vist permutationer af tallene fra 1 til 7. Da der er i alt 5040 for-
skellige permutationer, kan vi kun opskrive nogle af dem.

Permutationer 7!=1.2-3.-4.5.6-7=5040

Ltl2f3]4fs]ef7], [2]t]3]4]s][6]7], [2]3]1]4]s]6]7],

o alef1]2]5]7]3

., 7le]s]4]3]2]1]
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Definition 8

En anden vigtig sterrelse er kombinationer. Med betegnelsen K, . vil vi mene antallet
af mader, hvorpd man kan udtage » elementer ud af en mangde pa n forskellige elemen-
ter (antaget 0<r <n).

Situationen er illustreret nedenfor: Der skal udtages 2 tal fra en krukke med de fire tal 1,
2, 3 og 4. Det kan gores pa 6 forskellige mader som vist. Derfor er K, , =6. De udtruk-

ne tal er vist 1 ”poser” for at indikere, at man ikke interesserer sig for, i hvilken raekke-
folge tallene udtreekkes.

Kombinationer K,,=6

969 ¢S
505

Szetning 9 (Permutationer og kombinationer)
a) n!=1-2-3-...-n

!
b K, = n!

ri(n—r)!

Bevis: a) Givet n forskellige elementer. Den forste plads kan besattes pa n méader. For
hver af disse tilfaelde kan plads 2 besattes pa (n—1) mader. For hver af disse kan plads
3 besattes pa (n—2) mader, osv. ... indtil den sidste plads, som kun kan besettes pa 1
made. Antallet af muligheder fas dermed ved at gange disse tal sammen.

' '
De r udtrukne De (n-r)@vrige

b) Man kan betragte problemet pa folgende made: Valg en tilfeldig permutation af de
elementer og lad os vedtage, at de » elementer, som star forst, skal vaere de udtrukne.
Der er imidlertid en masse tilfelde, som telles med flere gange. De forste » elementer
kan permuteres pd r! forskellige mader, men de representerer den samme udtrekning.
Vi ma derfor dividere med 7! for at tage hgje for de permutationer, som taelles med flere
gange. P4 samme made vil permutationer af de n—r ovrige elementer heller ikke resul-
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tere 1 nogen ny udtraekning, hvorfor vi mé dividere med (n—r)! for at tage hejde for de
tilfeelde, som telles med flere gange. Antallet af mulige udtrekninger fas derfor til:
n!

e ri(n—r)!

Eksempel 10

I eksemplet pa den forste figur 1 afsnit 4 har vi, at antallet af permutationer af de 7 ele-
menter er 7!=1-2-3-4-5-6-7=5040. I eksemplet pad den anden figur har vi, at man
kan udtage 2 elementer ud af en krukke med 4 forskellige elementer pa 6 mader:

| |
41 4 _ 1234

K =
Y 214-2)0 2121 12412

Fakultet og kombinationer i Maple og pa TI-30X lommeregneren

Man behever ikke udregne fakultet og kombinationer manuelt ved hjlp af formlerne i
setning 9. De fleste lommeregnere har funktionerne indbygget. I TI-30X kan man for
eksempel benytte en knap med navnet , sé vil der vise sig nogle muligheder. I den
fremkomne menu er udrabstegnet ! den sdkaldte fakultetsfunktion, mens nCr er kombi-
nations-funktionen. Angéende sidstnavnte, sd udregnes K,, ved at trykke 4 nCr 2 og
derefter ENTER. I Maple udregnes K,, ved hj&lp af kommandoen binomial(4,2). For
at udregne storrelsen 6! i Maple skriver man blot 6! - nemmere bliver det ikke!

Eksempel 11

Terne skal arrangere en badminton turnering med 6 personer, hvor alle skal spille mod
alle to og to. Hvor mange kampe skal der arrangeres? Svar: Det er klart, at det svarer til
antallet af mulige mdder at udtrekke 2 personer ud af 6 personer, hvilket er K, =15.

Eksempel 12

Hvor mange forskellige haender med 13 kort kan man f4 ud af et kortspil med 52 kort?
Svaret er Ks, 3 =635013559600.

Bemearkning 13

n .
I stedet for K, . bruges ofte betegnelsen ( ] , 0g sidstnavnte udtales: ’n over r”
’ r
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5. Binomialfordelingen

En af de mest anvendte sandsynlighedsfordelinger er den sdkaldte binomialfordeling. At
den anvendes sa ofte, har sin arsag i, at den er defineret ud fra nogle abstrakte kriterier,
som gor den sd generel, at den passer pd mange situationer. En binomialfordelt stokas-
tisk variabel X er defineret ved folgende:

Eksperiment: Et basiseksperiment udferes n gange. n kaldes for leengden af eksperimen-
tet. Et basiseksperiment kan lykkes eller mislykkes. Udfaldene af hver af basiseksperi-
menterne skal vaere indbyrdes uafhengige. Sandsynligheden for, at et enkelt basiseks-
periment lykkes betegnes p, hvormed sandsynligheden for at det mislykkes er 1—p.
Udfaldsrum: Et udfald u kan beskrives ved en vektor med » koordinater. Den i’te koor-
dinat er lig L, hvis det i’te basiseksperiment lykkes og M, hvis det mislykkes. Eksem-
pel: Hvis n=5, er (L,M,M,L,M) det udfald, at forste og fjerde basiseksperiment lyk-
kes, mens de ovrige tre mislykkes. M@ngden af alle udfald udger udfaldsrummet.
Stokastisk variabel: X angiver det antal gange, som basiseksperimentet lykkes.

Det generelle 1 definitionen gor som sagt, at fordelingen finder anvendelse 1 vidt forskel-
lige situationer: Det kan vare, at man slér 8 gange med en terning og vil undersoge
sandsynligheden for at fi 3 femmere. Det kan vare, at man ensker at finde sandsynlig-
heden for at fa hejst 2 piger ved 4 fodsler, eller méske vil man undersege usikkerheden
af stikprover i forbindelse med folketingsvalg.

Vi skal senere se, hvorfor disse eksempler opfylder kriterierne. Forst skal vi dog opstille
en formel for sandsynligheden for, at basiseksperimentet lykkes » gange:

Szetning 14 (Binomialfordelingen)
Lad X vere en binomialfordelt stokastisk variabel. Sandsynligheden for, at X antager
vaerdien 7 er givet ved felgende udtryk:

(12) P(X=r)=K,,-p"-(1=p)""

Bevisskitse: Af hensyn til overskueligheden vil vi argumentere for ovenstaende formel
ved hjelp af et eksempel: Lad os antage, at vi slar 5 gange med en terning og ensker at
finde sandsynligheden for at i netop 2 firere. Basiseksperimentet er da at sl én gang
med en terning. Vi vedtager, at basiseksperimentet lykkes, hvis man far en firer. Det
giver en basissandsynlighed pd p =1 . Sandsynligheden for at basiseksperimentet mis-
lykkes, dvs. at resultatet ikke er en firer, er dermed 1- p =% . Den stokastiske variabel X
skal angive antallet af gange basiseksperimentet lykkes, dvs. hvor mange gange man far
en firer i n =35 kast. Netop 2 firere kan fremkomme pé forskellig vis: Det er hensigts-
massigt at dele op 1 en reekke handelser. Pa figuren nedenfor symboliserer skrivemaden
(4, 4,4,4, Z) , at man fik firere i1 de to ferste kast, og ikke-firere 1 de naste tre kast. Man
kan ogsé teenke, at man fik firere i forste og tredje kast og ikke-firere i de gvrige, etc.
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/ Netop 2 firere \

(174919194)

(171949431)

(4,4,4,4,4)

N /

Der er i alt 10 muligheder, kan vi se, og de udelukker indbyrdes hinanden samtidigt

med, at de udger alle tilfelde med netop 2 firere. Sandsynligheden for netop to firere
kan da findes ved at leegge sandsynligheden for hver af de 10 muligheder sammen. Lad
os forst bestemme sandsynligheden for (4,4,4,4,4):

P(4,4,4,4,4) = L.1.5.5.5 _ (i)z.(i)3

6 6

Hvor vi har benyttet, at de enkelte kast er uathangige af hinanden, s vi far sandsynlig-
heden for hele kombinationen ved at gange deres indbyrdes sandsynligheder sammen.
Vi kan gere det samme med handelsen (4,1, 4,4, Z):

P(4,4,434,3) = L.3.1.5.5 _ (i)z.(i)3

6

Vi ser, at resultatet er det samme som for. Man overbeviser sig hurtigt om, at alle disse
. . 2 .
sandsynligheder er ens, nemlig (%) (%)3 Derfor fas sandsynligheden for netop 2 firere
2 o
ved at gange (%) (%)3 med antallet af kombinationer:

POY=2) = 10:(4)" ()" = Ko (&) ()"

idet K, =10 er antallet af kombinationer, svarende til antallet af méder, hvorpa man
kan udpege de to pladser, hvorpé firerne skal std. Resten af pladserne skal indeholde
ikke-firere. Vi ser, at resultatet stemmer med (12) for n=5,7=2, p=+¢.

Eksempel 15

Bestem sandsynligheden for ved 8 kast med en terning at fi netop 3 femmere. Angiv
desuden hele sandsynlighedsfordelingen for den stokastiske variabel X, som angiver an-
tal femmere ved de 8 kast.

Losning: Basiseksperimentet er ét kast med en terning, og det udferes » = 8 gange. Ud-
faldene af de enkelte basiseksperimenter er klart uathengige. Dermed kan vi benytte bi-
nomialfordelingen. Basissandsynligheden er p =+ . Ved brug af formel (12) fas:

POC=3) = Ky () (2) = 56 () (3) = 01042
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S& den sogte sandsynlighed er altsa 10,42%. Opgaven kan loses hurtigere i Maple:

restart
with( Statistics) :
X:= RandomVariabfe[Bi}wmmf[8, é] ] :

ProbabilityFunction( X, 3) = 0.1041904817

Man skal kalde pakken Statistics. Herefter har man radighed over en raeekke funktioner.
RandomVariable er det engelske ord for stokastisk variabel. I tredje linje defineres
saledes en binomialfordelt stokastisk variabel med n =8 og p=1. Bemark at “kom-
mafidusen” med at skrive et af tallene som et kommatal — her et sat et punktum efter 6-
tallet i braken 1/6 — sikrer at vi far svarene i kommatal og ikke eksakte broker! Dette var
P(X =3). P4 helt tilsvarende made kan man udregne sandsynligheden for alle de ovri-
ge mulige verdier, som den stokastiske variabel kan antage, og anbringe resultaterne i
et skema. Hermed haves den sékaldte sandsynlighedsfordeling for X :

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8

P(X=x) 0,2326 | 0,3721 | 0,2605 | 0,1042 | 0,0261 | 0,0042 | 0,0004 | 0,0000 | 0,0000

Eksempel 16

Det er en udbredt opfattelse blandt folk, at hvis man far mange bern af samme keon, s er
det en ekstrem hendelse. Men er det nu det? Lad os se pd eksempler. Hvad er sandsyn-
ligheden for ved 4 fodsler at fa: a) fire piger?, b) mindst en pige?, c) hejst to piger?

Losning: Basiseksperimentet er en fodsel. Det
oplyses, at det at {4 en pige eller en dreng kan
betragtes som uathangige hendelser. Her-
med menes, at sandsynligheden for at f& en
dreng eller pige er helt uathaengigt at hvad
konnet pa eventuelt tidligere bern matte have
vearet. Statistikker viser, at piger forekommer
en smule sjeldnere end drenge, nemlig 1 49%
af tilfeldene. Lad os vedtage, at basiseksperi-
mentet lykkes, hvis det bliver en pige, dvs.
basissandsynligheden er p =0,49. Lad X an-

el

give antallet af piger. Det er klart at n=4, da

basiseksperimentet udfores 4 gange.

a) P(X=4)=K,,-0,49*-(1-0,49)"* =K, ,-0,49*.0,51° =0,49* =0,0576, s4 fire
piger ved 4 fadsler sker altsa trods alt i knap 6% af alle tilfelde!
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b) Huvis der skal vare mindst én pige, skal X altsd vere lig med 1, 2, 3 eller 4. Proble-
met kan dermed loses ved at udregne P(X =1)+ P(X =2)+ P(X =3)+ P(X =4).

gnskes

® ® ® °® *—> X
0 1 2 3 4

Der er imidlertid en nemmere made: Det modsatte af at f4 mindst 1 pige er, at man
ingen piger fir (komplementere haendelse). Derfor kan opgaven ogsa loses ved:

P(X21) = 1-P(X=0) = 1-K,,-0,49°-0,51* = 1-0,51* = 0,932

s& sandsynligheden for at fa mindst én pige ved 4 fodsler er altsé 93,2%.
¢) Hvis man skal have hejst 2 piger, sd skal X vaere lig med 0, 1 eller 2. Opgaven kan
altsa loses ved at udregne P(X <2)=P(X =0)+P(X =)+ P(X =2).

gnskes

Det er dog hurtigere at bruge Maples facilitet for kumulerede binomial-sandsynlig-
heder: Cumulative Distribution Function, forkortet CDF, til at udregne sandsynlig-
heden direkte. Med den kan man udregne summen af alle sandsynligheder fra en
veerdi og nedefter. Her er det fra 2 og nedefter:

restart

with( Statistics) :

X = RandomVariable( Binomial(4, 0.49)) :
CDF(X,2)=0.7023480300

Sa sandsynligheden for at {4 hejst 2 piger er altsd 70,2%.

Eksempel 17

Op til folketingsvalg foretages mange valg-
prognoser. Typisk udsperges mellem 1000
og 1500 personer om, hvilket parti de vil
stemme pa. I dette eksempel skal vi forsege
at fa en fornemmelse for, hvor usikre sddan-
ne stikprever er. Vi vil antage, at man ud-
sporger 1200 helt tilfeldigt udvalgte per-
soner. Lad os antage, at et parti A pa lands-

plan har 30% af stemmerne, uden at man

kender tallet. Hvad er da sandsynligheden
for, at en stikpreve pa 1200 vil give et resultat, som afviger med mere end 2 procent-
point fra det rigtige tal?
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Losning: Vi kan benytte binomialfordelingen: Basiseksperimentet er, at man udsperger
én person. Basiseksperimentet lykkes, hvis personen stemmer pad A. Vi kan antage, at
personerne stemmer uathangigt, og basissandsynligheden er p =0,30. Den stokastiske
variabel X angiver, hvor mange af de 1200 personer, som stemmer pé partiet. Lad os
forst prove at bestemme sandsynligheden for det modsatte af det der sporges om, dvs. at
stikprevens resultat afviger med hajst 2% point fra det rigtige, som er 30%. Vi skal altsé
finde sandsynligheden for at stikprevens resultat er mindst 28% og hejst 32%. Ud af
1200 svarer det til at bestemme sandsynligheden for at der er mindst 336 og hejst 384,
som stemmer péd A, altsd P(336 < X <384). De redskaber, vi har til radighed, stiller os
ikke 1 stand til at bestemme denne verdi direkte. Vi mé gore det i to trin: Foerst bestem-
mes sandsynligheden for at X er lig med 384 eller derunder. S& har vi fiet for meget
med, nemlig sandsynligheden for at X er lig med 335 eller derunder. Dette er illustreret
pa figuren herunder. Vi har: P(336 < X <384)= P(X <384)—- P(X <335).

for meget med gnsker

r N N

udregner fgrst

—@ *—@ *—@ *—>» X
0 335 336 384 385 1200

I Maple kan udregningen klares saledes:

restart

with( Statistics) :

X = RandomVariable( Binomial( 1200, 0.30)) :
CDF (X, 384) — CDF (X, 335) = 0.8773176689

Vi har altsd P(336< X <384)=0,877. Vi blev imidlertid spurgt om det modsatte:
Sandsynligheden for at stikpreven afviger med mere end 2% point fra den rigtige pro-
cent (populationens) er altsd 1-0,877=0,123=12,3% . Man skal med andre ord vare
forsigtig med at konkludere for handfast ud fra stikprever. Her gik vi endda ud fra, at
gruppen pd 1200 var helt tilfeldigt udvalgt. Er der en skaevhed i sammensatningen, vil
det forege usikkerheden.

Bemearkning 18

Til den opmaerksomme laeser skal det lige tilfojes, at man egentligt principielt ikke kan
anvende binomialformlen i eksempel 17, hvis man skal vare negjeregnende: Nér en per-
son har afgivet en stemme, s& er sandsynligheden for, at den naste person stemmer pa
partiet A ikke helt 30%, for en person er jo fjernet fra gruppen! Ud af en stor po-
pulation, som den danske befolkning er, har dette dog ingen praktisk betydning. Denne
problematik er drsagen til, at man undertiden siger, at binomialfordelingen gelder for
situationer med tilbagelegning.
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I det folgende skal vi kigge pd middelvardien og variansen for en binomialfordelt sto-
kastisk variabel. Netop i dette tilfeelde geelder der nogle ekstra simple og smukke form-
ler, s& vi undgar at skulle ga tilbage til de generelle definitioner (9) og (10):

Seetning 19

Lad X veare en binomial-fordelt stokastisk variabel med antalsparameter n og basis-
sandsynlighed p. Da er middelvardien og variansen givet ved folgende formler:

a) E(X)=n-p
b) Var(X)=n-p-(1-p)

Bevis: Overspringes, da de er lidt tekniske.

Eksempel 20

I eksempel 15, hvor der kastes 8 gange med en terning, fis E(X)=n-p=8-+=1,33.
Der vil altsé 1 gennemsnit forekomme 1,33 femmere ved 8 kast med en terning. Varian-
sen udregnes til Var(X)=n-p-(1-p)=8-1-2=111.

Eksempel 21

Betragt eksempel 17: I stikprover 4 1200 respondenter er middeltallet for antallet af
stemmer pa parti A ikke overraskende givet ved: E(X)=n-p=1200-0,30=360, hvil-
ket netop svarer til 30% af 1200!

Bemzaerkning 22 (Uathengighed)

Som nevnt er uathengigheden af de enkelte basiseksperimenter en vigtig forudsetning
for, at vi har at gere med en binomialfordeling. Derfor skal man vare papasselig med at
overveje, om denne forudsatning kan siges at veere opfyldt i den enkelte situation. Ved
man statistisk over en lang periode, at Brendbys fodboldhold plejer at vinde 70% af
deres kampe, og man vil vurdere sandsynligheden for, at holdet vinder to af de naste tre
kampe, sd skal man passe pa. For er holdet inde i en god stime, s& ved man godt, at
sandsynligheden for gevinst eges 1 naste kamp, fordi selvtilliden er i top. Udfaldene er
med andre ord ikke uathangige!
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Opgaver

Nedenstaende opgaver er nummereret, si forste ciffer angiver det afsnit, som opgaven
herer til. Séledes er opgave 21 opgave 1 i afsnit 2.

Opgave 20

Betragt folgende eksperiment: Et kast med to terninger, en gron og en rod. Antal gjne
betragtes. Lad den stokastiske variabel X angive forskellen pa gjnene af de to terninger.
Benyt idéerne i eksempel 1 til at lose folgende opgaver:

a) Bestem P(X =3).
b) Hvilke verdier kan X antage? Bestem sandsynlighedsfordelingen for X.
¢) Bestem sandsynligheden for at terningernes differens hgjst er 2, dvs. P(X <2).

Opgave 21

Eksperimentet er et kast med tre menter. Man interesserer sig for, om en ment viser plat
eller krone. Det er en padagogisk hjlp at teenke pa, at menterne er nummererede. Lad
for eksempel (k, p,k) betyde, at ment 1 viser krone, ment 2 viser plat og ment 3 krone.

a) Opskriv de 8 mulige udfald. Overvej hvorfor de er lige mulige?

I det folgende lader vi X veere den stokastiske variabel, som angivet antallet af plat ved
det pageeldende kast med tre monter.

b) Angiv de mulige vaerdier for X og bestem sandsynlighedsfordelingen for X.

Opgave 22

Bestem sandsynligheden for en sum pa mindst 4 og hejst 6 ved ét kast med to terninger?

Opgave 30

En stokastisk variabel X kan antage verdierne 0, 1, 2, 3, 4 og 5 og har felgende sand-
synlighedsfordeling:

Xi 0 1 2 3 4 5
PX=x;) 0,15 0,10 0,30 0,10 0,20 0,15

a) Bestem middelverdien E(X).
b) Bestem variansen Var(X) og spredningen o(X).
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Opgave 31

En bookmaker foreslar folgende spil til en spiller: Et spil bestar i at kaste tre gange med
en ment. Hvis spilleren udelukkende fér plat, skal han betale 20 kr. Hvis spilleren far
krone to gange lige efter hinanden, vinder han 5 kr. I alle andre tilfeelde vinder spilleren
1 kr. Er det et fornuftigt spil for spilleren i det lange lob?

Hjeelp: Opskriv forst de 8 mulige udfald ved ét spil, dvs. tre kast — husk at reekkefolgen
er vaesentlig! Indfer en stokastisk variabel X, som skal vere gevinsten ved ét spil. Hvil-
ke vaerdier kan X antage? Bestem sandsynligheden for hver af disse vaerdier ved at be-
tragte listen med de 8 mulige udfald. Da du siledes har sandsynlighedsfordelingen for
X, kan du afgere sporgsmalet ved at udregne middelvaerdien E(X).

Opgave 32

Nogle bern laver en spillebule. Spillet bestar i at kaste med to terninger som i eksempel
8. Det vedtages, at boden vil udbetale 8 kr. hvis summen af gjnene er mindst 8, 3 kr.,
hvis summen er 6 eller 7, mens spilleren md punge ud med 15 kr., hvis summen af gjne-
ne er 5 og derunder.

a) Udregn en sandsynlighedsfordeling for X.
b) Bestem middelverdien for X, dvs. E(X).
c) Er spillet fordelagtig for boden eller spilleren?

Opgave 40

I en fodboldtrup er der 15 spillere. Der ses 1 det folgende bort fra de specifikke pladser,
som spillerne kan spille.

a) Pa hvor mange mader kan man udtage de 11 spillere, som skal spille den dag? (man
tager ikke hensyn til spillernes placering pd banen).
b) Samme sporgsmél, hvor man tager hensyn til spillernes placering pa banen.

Opgave 41

Lotto er et spil, hvor en spiller kan afkrydse 7 tal pa en liste med tallene fra 1 til 36. Ved
udtreekning udtraekkes 7 numre tilfeeldigt fra en tromle.

a) P4 hvor mange mader kan man udtrekke 7 numre ud af 36? Hvad er sandsynlig-
heden dermed for at fa 7 rigtige?
b) Hvor mange méder er der at fa 6 rigtige pa? (Benyt multiplikationsprincippet!)

Opgave 42

Hvor mange mader kan man udtage 5 kort af et spil pa 52 kort?
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Opgave 50

Los nedenstdende to blandede opgaver.

a) Bestem sandsynligheden for at fa netop 4 toere ved 20 slag med en terning.

b) Hvad er sandsynligheden for at f4& mindst 11 rigtige pa en tipskupon, hvis man be-
nytter ’sypigetips”, dvs. man setter krydset tilfaeldigt? Det oplyses, at der er i alt 13
kampe pd kuponen. Hjeelp: Benyt binomialformlen: Hvad er basiseksperimentet og
basissandsynligheden?

Opgave 51

Man regner med, at 5% af drengene i Danmark er farveblinde. Benyt binomialfordelin-

gen til at lose nedenstdende opgaver. Redegor samtidigt for, hvorfor fordelingen kan be-

nyttes i den aktuelle situation. Vi betragter en klasse med 25 drenge.

a) Hvad er sandsynligheden for, at der netop er 1 farveblind dreng i klassen?

b) Hvad er sandsynligheden for, at der i klassen findes mindst én dreng, som er farve-
blind?

c) Pa hele skolen er der 300 drenge. Hvad er sandsynligheden for, at der er mere end
25 farveblinde drenge pa skolen?

d) Hvad er det gennemsnitlige antal farveblinde drenge pa en skole af den navnte stor-
relse?

Opgave 52

I den danske befolkning er der folgende fordeling af blodtyper:

Rhesus positiv | Rhesus negativ
A 37% 7%
B 8% 2%
0 35% 6%
AB 4% 1%

Der udtages en tilfeldig gruppe pa 50 personer fra den danske befolkning.

a)
b)

c)

Hvad er sandsynligheden for, at der netop er fem B Rhesus positive i gruppen?
Hvad er middelvardien for antallet af B Rhesus positive 1 gruppen?
Bestem sandsynligheden for, at der er mindst seks med blodtype 0 Rhesus negativ.

Opgave 53 (svar)

Hvor mange gange skal man kaste en ment for at vaere 99% sikker pa at f4 mindst én

krone? Hjeelp: Hvad er det modsatte af at f4& mindst én krone? Hvad skal sandsynlig-
heden for at dette forekommer da vere?
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Opgave 54 (Chevalier de Mérés problem)
Den franske adelsmand og gambler Chevalier de Méré studerede folgende to handelser:

1) At fa mindst én sekser ved fire kast med en terning.
2) Mindst én gang at fa en dobbelt-sekser ved 24 kast med fo terninger.

Selv om han havde en anelse om, hvilken handelse, der var den mest sandsynlige, kun-
ne de Méré ikke redegore for det. Derfor henvendte han sig til den store franske mate-
matiker Blaise Pascal (1623 — 1662). Pascals svar bekraftede Mérés formodning. 1 det
folgende skal du preve selv at bestemme de to sandsynligheder. Hjeelp: Se pa den om-
vendte eller modsatte handelse og benyt: P(X >1)=1-P(X =0).

Opgave 55

Pé en fabrik produceres der en komponent til en bil. Det vides erfaringsmeessigt, at 12%
af komponenterne har en defekt. Der udtages pa tilfeldig vis 50 komponenter.

a) Hvad er sandsynligheden for, at netop 7 komponenter har defekten?

b) Hvad er sandsynligheden for at f4 mindst 6 og hejst 8 defekte komponenter?
¢) Hvad er sandsynligheden for at mindst 4 komponenter er defekte?

d) Hvad er det gennemsnitlige antal defekte komponenter i stikpraven?

e) Hvor stor er spredningen?

Opgave 56

I en multiple-choice preve er der 25 spergsmél med hver 5 mulige svar. Antag, at du
ikke ved et klap om emnet og svarer helt tilfaeldigt. Hvad er da sandsynligheden for at fa
mindst 10 rigtige 1 proven? Hvad er middeltallet for antal rigtige svar?



