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Forord

Med denne ebog har jeg haft fokus pd at gere materialet fleksibelt, overskueligt (ogsa
typografisk), logisk, pracist, visuelt, aktiverende og forhabentligt spendende. Fleksibelt,
s brugeren selv kan veelge stof og opgaver ud. Det er ikke taenkt, at bogen behgver leses
1 den reekkefolge materialet er preesenteret. Afsnit kan overspringes eller udskydes. Tan-
ken er at samle ting, der naturligt herer ssammen. Bogen skal vare god at lese til eksamen
til! Overskuelig, fordi det fremmer forstielsen. Matematik er desuden et systematisk fag.
Logisk fordi matematik er et logisk fag. De forskellige begreber ber 1 vidt mulig omfang
begrundes og sammenhangen fremhaves. Precis fordi det er min erfaring, at lose og
upracise formuleringer ofte er til mere skade end gavn. Der er dog situationer, hvor man
ma nejes med lidt lesere formuleringer, sdsom 1 greensevardibegrebet. Visuel fordi det
hjelper pa forstielsen. Derfor mange figurer, grafer og eksempler. Aktiverende derved at
der er mange opgaver, hvoraf nogle har projektagtig karakter. Opgaver med en stjerne er
vurderet til at vaere lidt svaerere end de ovrige. Jeg har ogsé forsegt at gere stoffet span-
dende med temaer, fx det gyldne snit.

Anvendelser af matematik er vigtige, men det er ogsé vigtigt at fremhaeve de matematiske
regler og strukturer. Uden det vil man ikke kunne se pa tvaers af de konkrete anvendelser.
Matematikkens natur er at skreelle alt uvaesentligt fra og komme ind til kernen i en konkret
problemstilling, det veare sig af teoretisk eller praktisk art, og maske komme frem til
feelles principper, der gor sig gaeldende i tilsyneladende vidt forskellige anvendelser.

Erik Vestergaard
Haderslev, august 2017
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1.1 Meengder

For vi kan ga 1 gang med emnet funktioner, fir vi brug for at vide en smule om mangde-
begrebet. En mengde er en samling af objekter eller elementer. Begrebet forstds bedst
ved at kigge pa nogle eksempler. Vi vil ogsa kigge pé nogle operationer, man kan foretage
pa mengder.

Eksempel 1.1

Et eksempel er maengden N af alle kommuner i Nordjylland (pr. 2017). Elementerne er
de enkelte kommuner i Nordjylland. Vi kan opskrive den endelige mangde ved at anbrin-
ge de enkelte elementer adskilt af kommaer og med krellede parenteser omkring:

N = {Aalborg, Hjerring, Frederikshavn, Thisted, Mariager Fjord, Jammerbugt,

Vesthimmerland, Bronderslev, Rebild, Morsg, Laes;a}

Mengden har i alt 11 elementer. Hvis man skriver Thisted € N mener man, at elementet
Thisted tilhorer maengden N. Sagt med ord, sa er Thisted en kommune i Nordjylland.
Man har ogsa et begreb, som hedder en delmengde af en mangde. Vi kunne for eksempel
betragte mengden M af alle kommuner i Nordjylland, hvis navn starter M. Det er oplagt,
at maengden kan skrives saledes:

M = {Mariager Fjord, Morsa}

Mangden M er altsé en delmeengde af mangden N. Matematisk skriver vi M — N . Det
betyder, at ethvert element, som tilherer M ogsé tilherer N. Som en tredje mengde kunne
vi betragte mangden S af alle kommuner, hvori der pr. 2014 var mindst 100.000 indbyg-
gere. Det giver os:

S = {Kﬂbenhavn, Aarhus, Aalborg, Odense, Esbjerg, Vejle, Frederiksborg}

Feellesmengden mellem N og S bestér af alle de elementer, som er i bade N og S. I dette
tilfeelde har denne mangde kun ét element:

NNS = {Aalborg}

Man kan ogsa komme ud for, at feellesmangden slet ikke har nogen elementer. Hvis F
reprasenterer mangden af alle kommuner pa Fyn, sé vil fellesmaengden mellem N og F
naturligvis vaere tom. Man skriver:

NNF =Y

Den tomme mangde har sit helt eget symbol, som ligner et stort @. Nar to mangder ikke
har nogle fzlles elementer, siger vi, at mengderne er indbyrdes disjunkte.
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Normalt i Danmark, vil man med 4 — B mene, at 4 skal vare en ren delmeengde af B,
dvs. der skal findes ét eller flere elementer, som er i B, men ikke 1 4. Hvis man derimod
skriver 4 < B, ma 4 og B gerne vaere samme mangde. Det skal her tilfgjes, at man nogle
steder — iser i udlandet — kan komme ud for at betegnelsen 4 — B ogsa tillader, at 4 og
B gerne mé vaere ens. Tegnene < og < kaldes inklusionstegn. Som eksempel 1 kan an-
tyde, er mangder et meget generelt begreb. Vi skal imidlertid iser arbejde med meaengder
af tal. Vi kigger pa et eksempel og introducerer nogle nye mangdeoperationer.

Eksempel 1.2

Lad A= {—4, -3,0,1,2, 8,19} og B= {—7, -3,0,2, 4,19} . Fellesm@ngden bestir som
navnt af de elementer, som bade er i 4 og B.

AnB={-3,0,2,19}

Foreningsmeengden af maengderne 4 og B bestér af de elementer, som enten er 1 4 eller
B. Det giver os folgende mangde:

AUB={-7,-4,-3,0,1,2,4,8,19}
Mcengdedifferensen mellem A og B bestar af de elementer, som er i A, men ikke 1 B:

A\B={-4,1,8)

Eksempel 1.3

Mzangder kan sagtens indeholde uendeligt mange elementer. Blandt dem har vi felgende
standardmengder, som fér deres helt eget symbol:

N Mengden af de naturlige tal, dvs. alle positive hele tal.

Z Mangden af hele tal, dvs. maengden af alle hele tal, bdde positive
og negative samt 0.

QO Mengden af rationale tal, dvs. mangden af alle tal, der kan skrives som
breker mellem hele tal.

R Mengden af reelle tal, dvs. mengden af alle kommatal.

C Meangden af komplekse tal.

Visse steder i den matematiske litteratur har disse mengder endda faet tildelt helt speciel-
le symboler, nemlig henholdsvis N, Z, Q, R og C. Sidstnevnte mangde af komplekse
tal skal vi forbi kort her, da emnet komplekse tal ligger udenfor denne bogs fremstilling.
Grunden til, at mangden i det hele taget naevnes er, at man ved lesning af ligninger i
CAS-programmer kan komme ud for at fa angivet komplekse losninger, dvs. lesninger
pa formen a +ib, hvor a og b er reelle tal. Sterrelsen i er den sékaldte komplekse enheds-
rod: i =~/=1 . Nok om det her. Mzangden af reelle tal er den storste talmangde, vi normalt
vil beskeftige os med. Den indeholder samtlige kommatal, herunder ogsa dem med uen-
deligt mange decimaler.
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Mengden af naturlige tal kan skrives pa formen N = {l, 2,3,4, } , idet de tre punktum-
mer antyder, at systemet fra de forrige tal fortsaetter. Tilsvarende kan mangden af hele
tal skrives pa formen Z = {0, +1,+2,+£3,+4,.. } , hvor £2 for eksempel betyder, at bade
—2 og 2 er med. Mangden af rationale tal kan faktisk godt stilles op pd en rakke, da
mangden er det, man kalder eellelig, dvs. man kan "nummerere alle elementerne i mang-
den med naturlige tal". Det er dog en smule tricky, sé vi undlader det her. I stedet kan vi
introducere en ny made at skrive mangder op pa:

O={4|a,beZogh=0]

Det er en kompakt matematisk méde at opskrive folgende pa: "Q er mengden af tal, som
kan skrives som breker, for hvilket der gaelder, at bade teller og navner er hele tal. Blot
skal nevneren vere forskellig fra 0". Den lodrette streg betyder altséd: "for hvilket der
gelder". Onskede man at reprasentere mangden af alle ulige positive tal, kunne man
skrive maengden pa formen {1, 3,5,7, } eller pad formen {2n—1| neN } Lader man
nemlig » gennemlobe alle naturlige tal, vil 2n—1 gennemlebe alle positive ulige tal.

Vi er kommet til mangden af reelle tal. Man kan vise, at mengden af reelle tal ikke er
tellelig. Det er med andre ord umuligt at stille dem op pa en raekke. Derfor kan vi heller
ikke opskrive elementerne med komma imellem og med krellede parenteser om. Man kan
tenke pa mangden af reelle tal som punkterne pé en ret linje, som er uendelig 1 begge
retninger (den reelle tallinje). Punkterne svarende til de hele tal fordeler sig ud af tallinjen
med storre tal til hojre for mindre tal og saledes, at der er en fast afstand mellem nabotal.
P& en tilsvarende systematisk méade fordeler tallene, der har decimaler efter kommaet, sig.
Vi skal ikke gé i detaljer med det her.

(]

- o
07 1 V2 2 3"

v

|
N

1
N
o

oofw

Det bemarkes, at alle breker kan skrives som kommatal, eventuelt med uendeligt mange
decimaler. Dermed har vi folgende inklusion: Q < R. Der er imidlertid reelle tal, som
ikke er rationale. De benavnes irrationale tal. Eksempler herpa er V2 og m. Ingen af
disse tal kan skrives som breker mellem hele tal. Det er ikke helt let at bevise, specielt
ikke for tallet m. Nar man skal angive alle reelle tal imellem to tal, s& benyttes intervaller.
Intervallet fra 1 til 3 er markeret pa tallinjen ovenfor og det skrives ]1,3] . I venstre side
vender den firkantede parentes udad, hvilken betyder, at tallet 1 ikke er med i mengden
(svarende til den dbne bolle i1 venstre ende af linjestykket). I hgjre side vender den firkan-
tede parentes derimod indad, hvilket betyder, at tallet 3 er med (svarende til den lukkede
bolle 1 hgjre ende af linjestykket). Hvis man for eksempel ensker at angive mangden af
alle tal, der er mindre end eller lig med 10, sa skriver man ]—oo, 10] , hvor vi har benyttet
tegnet —oo for minus uendelig. Minus uendelig og plus uendelig er ikke tal, s her skal
intervalparentesen altid vende udad. Det far os ogsa frem til, at vi kan skrive mengden af
alle reelle tal som et interval: R = ]—oo, oo[ .
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En anden made at afbilde mangder pé er ved hjelp af sdkaldte Venn-diagrammer. Mang-
der tegnes som cirkler eller lukkede kurver. Da N « Z < Q < R < C ligger de tilsvarende
lukkede kurver inde i hinanden:

Man har ogsé et begreb, som hedder komplementermeengden til en given maengde 4. Det
kreever tilstedeverelsen af en grundmeengde — den maksimale mangde G, man betragter
1 en given situation. Komplementermaengden til 4 er 1 dette tilfelde det samme som
mangdedifferensen G\ 4 og skrives A° eller undertiden (4. Hvis vores grundmangde
er de reelle tal er Q° altsd det samme som mangden af alle irrationale tal. En sidste ting,
vi skal indfere, er begrebet en klassedeling. Klassedelingen (eller partitionen) af en
mangde A er en familie af mangder, som er parvis disjunkte og hvis foreningsmangde
er lig med 4. De tre maengder |-0,0[, {0} og ]0,o0] er sdledes en klassedeling af R. P4
naste side kan du finde Venn-diagrammer over mange af de mangdeoperationer, vi har
kigget pa i dette afsnit.

Eksempel 1.4

Der galder en reekke regneregler for mangder. For eksempel gelder folgende:
AN(BUC) = (ANnB)U(ANC)

Lad os prove at vise dette. Man kan naturligvis tegne Venn-diagrammer for at indse dette,
men det vil kreeve opdeling i forskellige tilfaelde, alt efter om maengderne overlapper eller
ej. En anden effektiv metoder er at vise, at hvis et element tilherer venstresiden, s tilherer
det ogsd hojresiden og omvendt. Lad os sige, at x e AN (B U ). Dahar vi af definitionen
pa fellesmangde, at x € 4 og x € BUC . At x tilherer foreningsmangden mellem B og
C betyder, at x ligger 1 mindst én an mangderne. Vi deler op: Hvis xe B vil xe AN B
og dermed vil x ligge 1 mangden pa hejre side. Hvis derimod x e C, vil der gelde at
xe AN C ,ogi det tilfeelde vil x ogsé tilhere mangden pa hgjre side. Vi har dermed vist,
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at An(BuUC)c(AnB)u(4An (). Vi mangler at vise den modsatte vej, altsa at inklu-
sionen ogsa kan vendes den anden vej: AN(BUC) (AN B)U(ANC). Hvis vi har, at
xe(ANB)U(ANC), ma x ligge 1 mindst den ene af de to mangder indenfor parente-
serne. Igen deles op: Hvis xe AN B har vi xe€ 4 og x< B. Men da vil x ogsé tilhere
mangden B U C . Dermed haves x € AN (B U C). Saddanne regneregler for mangder kan
vaere meget nyttige i forskellige sammenhange.

4 N

‘

I >

Et element tilhgrer maengden A: acA Delmaengde: BC A
A A
B B
ANB AUB
Feellesmaengde Foreningsmangde
A ( <)
B @
AC
- J
Disjunkte maengder Komplementzermangde

A\B

Mangdedifferens Klassedeling
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Eksempel 1.5

Det sidste vi skal kigge pd i dette afsnit er produktmaengder. Lad 4 og B vaere to mangder.
Da bestér produktmeengden Ax B af alle de par af elementer, hvor den forste komponent
kommer fra mengden 4, og den anden komponent kommer fra maengden B. Hvis for
eksempel 4 ={1,2,3} ogB={3,4}, sa har vi:

AxB= {(1,3), 1,4),(2,3),(2,4),(3,3),(3, 4)}

Produktmangden har altsa 6 elementer. Vi skal ofte gare brug af produktmaengder i for-
bindelse med reelle tal. Rx R, ofte forkortet til R, bestar altsa af alle par af reelle tal. Vi
kan opfatte denne meengde som punkter i den reelle plan. Vi kan stede pa talmangder
angivet pa folgende form:

{(x,y)eR2|y:3x—l}

Mangden bestar altsd af alle de talpar, hvor anden koordinaten y er lig med 3 gange for-
stekoordinaten x minus 1. Punktmangden danner en linje i den reelle plan.

y

A

(¢}

w
I~

'
w

1.2 Lidt om ligninger og abne udsagn

I matematisk henseende er et udsagn en pastand, som man kan afgere om er sand eller
falsk. Eksempler herpa er: "Haderslev er en by i Senderjylland" og "Kege er en by 1 Sen-
derjylland". Den forste pastand er sand, mens den anden er falsk. Ikke overraskende skal
vi dog isar arbejde med udsagn, som vedrerer tal. Her er 5>2 og 6 =4 eksempler pa
udsagn. Igen er den forste sand og det andet falsk.

Et dbent udsagn er en pastand, som indeholder en form for variabel. Indsattes en veerdi
for den variable, skal man kunne afgere, om det fremkomne udsagn er sand eller falsk. Et
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eksempel er "Byen ligger i Senderjylland". Den variable er her byen. Vi kan indsette
navnet pd en by og afgere, om det fremkomne udsagn er sand eller falsk. Indsatter vi
Haderslev bliver udsagnet sand, mens det bliver falsk, hvis vi fx indsatter Koge. Et ek-
sempel pé et dbent udsagn med tal er 3x +5 =8 . Hvis man indsatter 1 pd x's plads, bliver
udsagnet sand. For alle andre reelle verdier bliver det falsk. Vi kommer da naturligt ind
pa emnet ligninger, for nar vi skriver:

3x+5=8 < 3x=3 < x=1

sd menes, at de tre ligninger i linjen ovenfor har samme sandhedsverdi. Hermed menes,
at udsagnene bliver sande for ngjagtigt den eller de samme veardier af x. Nar det er tilfel-
det, skrives biimplikationstegn (ensbetydende) imellem de abne udsagn. Et dbent udsagn
kan sagtens besta af flere dele, og her er specielle matematiske tegn nyttige: A, som
betyder og samt v, der betyder eller. Den sdkaldte nulregel siger for eksempel, at hvis et
produkt af to tal er 0, sa er det ensbetydende med, at (mindst) et af tallene ma vaere 0. Det
kan smart udtrykkes:

a-b=0 < a=0vb=0 (nulregel)

Vi kan altsa slutte "begge veje": Hvis vi ved, at produktet af to tal er 0, s& er mindst det
ene tal nedt til at veere 0. Hvis omvendt vi ved, at enten a eller b er lig med 0, sa er
produktet det ogsa. Der findes imidlertid 8bne udsagn, hvor der kun gelder implikations-
tegn imellem, ikke biimplikationstegn! Et eksempel er:

x=4 = x*=16

Hvis venstresiden er sand for et bestemt x, sd bliver hgjresiden det ogsa — underforstaet
for det samme x. Derimod kan man ikke slutte modsat. Det dbne udsagn x* =16 bliver
sand for x =—4, mens venstresiden bliver falsk for denne vardi. Vil man gerne have en
biimplikation, kan man a&ndre lidt i ovenstdende linje:

¥’ =16 & x=4vx=—4
Man kan ogsd have dbne udsagn, som har flere variable. For eksempel gelder folgende
biimplikation, hvor (x, y) € R*:
x*+)°=0 o x=0Ay=0

Med andre ord: Ligningen pa venstre side er opfyldt hvis og kun hvis bade x og y er 0.
Dette er oplagt, da venstresiden vil vare positiv med mindre netop x og y begge er 0.

Advarsel!

Man ser undertiden elever anbringe biimplikationstegn imellem matematiske udtryk.

Folgende er saledes meningslost: 3W , eftersom der pa hver side
af biimplikationstegnet ikke er et dbent udsagn. Det rigtige er her at bruge et ligheds-

tegn imellem udtrykkene: 3x+x—-5+1=4x—4.
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1.3 Funktionsbegrebet

I dette afsnit skal vi introducere begrebet en funktion. Det viser sig at vaere uhyre nyttigt,
og vi vil beskeftige os indgdende med emnet i store dele af denne bog. Der er tale om et
meget generelt begreb, som finder stor anvendelse 1 naturvidenskaben og andre fagom-
rader, herunder gkonomi. Lad os kaste os direkte ud i en definition.

Definition 1.6

Ved en funktion af en maengde X ind i en mangde Y forstas en tilordning, hvor der til
ethvert x € X svarer et entydigt bestemt element yeY .

Til tider kaldes en funktion ogsé for en afbildning. Elementet x fra mangden X afbildes
1 elementet y 1 mangden Y. Her kaldes y for billedet af x eller funktionsveerdien i x og
benavnes f(x). Vikalderx for den uathangige variabel og y for den athengige variabel.
Man kan betragte en funktion som en slags maskine, der nér den fodres med et element x
spytter et andet (eller eventuelt samme) element ud. Vel at marke pd en méde, s& hver
gang maskinen fodres med det samme element, er det ogsé det samme y, som spyttes ud.
Det er det entydigheden gar pa. f'siges at vare en funktion af x.

iy
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Funktionen kan angives ved f: X — Y eller ved X —/—Y . Meengden X kan i princip-
pet vaere naesten hvad som helst, men meget ofte vil det vere de reelle tal eller en del-
mangde heraf. Det samme med mangden Y. Hvis Y er lig med R eller en delmengde
heraf, kaldes funktionen for en reel funktion.

Definitionsmeengden Dm( f) for funktionen fer maengden X, dvs. alle de elementer, der
har et billede. Veerdimeengden Vm( f) er mangden af alle funktionsvardier. Den kan vae-
re ligmed Y eller veere en delmengde heraf. Der kan altsa godt vere elementer i mangden
Y, som ikke "rammes" af noget element fra X.

X y
f
Definitionsmaengden Veerdimaengden

Forskriften for en funktion er den "opskrift", som angiver de y-vaerdier de forskellige x-
vardier afbildes i. Forskrifter ser ofte meget konkrete ud, for eksempel f(x)=x"+1.
Man indsatter blot en x-verdi 1 forskriften og far den tilherende y-vaerdi. For eksempel
afbildes 2 i 5, som folgende viser: f(2)=2>+1=5. Funktionsvaerdieni x =2 (eller blot
12)eraltsd 5.

Grafen for en funktion f er mangden af punkter (x,y), hvor xe X og y= f(x). Med
terminologien fra de forrige afsnit, kan det mere formelt udtrykkes som punktmangden

{y)|xeXny=f(x)

Som tidligere omtalt vil de funktioner, vi is@r skal beskaftige os med, have mengder X
og Y, som er de reelle tal eller delmengder deraf. I dette tilfelde kan man nemt tegne
grafen i et koordinatsystem med x-verdien henad 1. aksen, og den tilherende funktions-
verdi y = f(x) opad 2. aksen. Det giver et meget godt overblik over funktionens forleb
og egenskaber.

Grafen for en funktion: Ikke grafen for en funktion:
Hver x-veerdi har kun én y-veerdi En x-vaerdi har to y-veerdier
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Advarsel!

Det giver ikke mening at sige “tegne-funktionen” (hvorfor teksten er streget over). Det
rigtige er at sige: "tegne grafen for funktionen".

Det er efterhdnden pa tide med nogle eksempler.

Eksempel 1.7
Nedenfor er vist grafen for en funktion /. Felgende enskes lost grafisk:

a) Bestem funktionens definitionsmeangde og verdimangde.
b) Bestem funktionsvardieni x=6.
c¢) Les ligningen f(x)=3.

g
Pe
-

(¢}

~
Y

=

'
w

Lesninger:

a) Vi finder definitionsmengden ved at projicere grafen ned pd x-aksen. Derved fés
mangden af x-vardier, som har et billede. Der er en aben bolle i enden af grafen, sa
punktet (7,5; 6) er ikke med pa grafen. Det er derimod punktet (-3; 0,5), da bollen
her er lukket. Dermed er definitionsmangden folgende interval: Dm(f) = [—3; 7,5 [
Verdimangden er som bekendt maengden af alle mulige y-verdier. Den fas ved at
projicere grafen ind pa y-aksen. Vi ser, at vi opnar alle verdier fra —2 til 6. Tallet —2
er med, da det er funktionsvaerdien 1 x =1. Derimod er tallet 6 ikke med, eftersom
der ikke er nogen x-verdi, som afbildes i 6. Altsa haves Vm(f)=[-2, 6.
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b) f(6)=2 som markeret med stiplede linjer pa grafen.

¢) Vikender altsé y og skal finde x. Der er tre x-vardier, som atbildes i1 3, nemlig 3,5;
4,8 og 6,7 (sa godt vi nu kan aflaese). Aflesningerne er markeret pa grafen. Man kan
skrive resultatet pa én af to mader:

f(x)=3 & x=3,5v x=48 v x=6,7
f(x)=3 < L:{3,5;4,8; 6,7}

Forstnavnte opskrivning: Vi har brugt eller-tegnet v imellem de dbne udsagn. NB!
Det vil veere forkert at skrive et og-tegn imellem, for et givet tal kan ikke bade vere
ligmed 3,5; 4,8 0og 6,7 pa samme tid! Sidstnavnte opskrivning: Her angives lasnings-
mangden bestdende af de tre elementer (tal) 3,5; 4,8 og 6,7.

Bemeerkning 1.8

Hvis der er kommatal i en mangde, er det almindeligt at anbringe semikolon imellem
kommatallene, for at der ikke opstér tvetydighed. Benytter man CAS-vaerktej med en-
gelsk notation, vil det nok vare mest naturligt at angive "kommatallene" med punktum
som decimal-separator og 1 ovrigt adskille tallene med et komma! Den anden skriveméade
overfor vil dermed blive til: f(x)=3 < L={3.5,4.8,6.7}. Noget helt andet er, at man
naturligvis ogsé kan skrive resultatet med ord: Lesningerne til ligningen f(x)=3 er 3.5,
4.8 og 6.7 (eller tal med komma).

Eksempel 1.9

Allerede i 1g betragtede vi i princippet funktioner. Det blev blot ofte kaldt en variabel-
sammenhceng. Ligningen y =2x+1 beskriver sdledes en linecer sammenhceng. Forskrif-
ten for funktionen er altsa f(x)=2x+1. Skal man tegne grafen for en funktion manuelt,
vil man typisk ferst lave en stottepunktstabel, ofte omtalt lost som et "sildeben", indehol-
dende en rekke passende x-verdier med tilherende funktionsvardier. Er der tilstraekke-
ligt mange stottepunkter, kan man herefter tegne grafen for /1 et koordinatsystem ved
(som oftest) at tegne en bled kurve igennem punkterne angivet i stettepunktstabellen. I
tilfeldet med en linear funktion, vil det naturligvis kun vare nedvendigt med to stotte-
punkter, for at man kan tegne grafen, som er en linje. Det kunne vere:

X -2 8
y -3 15

Hvis der ikke star anfort nogen specifik maengde, som funktionen skal betragtes 1, s un-
derforstas definitionsmangden altid at vaere den storst mulige mangde indenfor de reelle
tal. Derfor er Dm( f) = R her, da ethvert reelt tal kan indszattes i forskriften. Ethvert reelt
tal kan "rammes" af en x-vardi, s& verdimangden er ligeledes mangden af alle reelle tal:
Vm(f)=R . Enten kan man argumentere ud fra grafen, eller ogsé kan man indse det ved
at indsaette y pd f(x) plads i forskriften og isolere x:
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y=2x+l < y-1=2x < y7_1=x
Den sidste ligning forteller direkte hvilket x, som afbildes i y, og y kan vere hvad som
helst. Tallet 4421 er saledes billedet af x =(4421-1)/2=2210. Har man radighed over
et CAS-verktej, vil man typisk kunne fa grafen tegnet lynhurtigt med en p/ot kommando.
Her vil man dog vere nodsaget til at angive et endeligt interval at tegne grafen 1 — med
mindre man lader CAS-verktojet velge for én.

Eksempel 1.10

Funktionen f(x)=k/x, hvor k er en konstant forskellig fra 0, kaldes for en omvendt pro-
portionalitet. Vi skal se pa tilfeldet, hvor £ =1. Grafen bliver som vist pa figuren til
venstre. Da man ikke ma dividere med 0, er dette tal ikke med i definitionsmangden. Til
gengald kan vi indsette alle andre reelle tal. Derfor haves: Dm( f) = R\{0}. Men hvilke
funktionsvaerdier foreckommer? Grafen antyder allerede, at rigtig mange y-vardier "ram-
mes" af et x. Men det er kun muligt at afbilde grafen i et omréde svarende til et lille
rektangel, s man mé argumentere ngjere for at bestemme verdimaengden. I dette tilfelde
er det muligt at anvende teknikken fra eksempel 1.9, altsa udskifte f(x) med y, og der-
efter isolere x: y=1/x < y-x=1 < x=1/y. Vi kan indsette ethvert y=0. Altsa er
Vm( )= R\{0}. Grafen er i ovrigt en sékaldt hyperbel. Grafen har desuden asymptoter.
Mere om det i afsnit 1.7.

y y

A A

fo)=
fx)=e*

g

Grafen til hgjre er grafen for den naturlige eksponentialfunktion f(x)=e" med grundtal-
let e=2,7182818.... Vi kan indsette alle reelle tal, s& Dm(f)=R. Vardimangden er
endvidere alle positive reelle tal, dvs. Vm(f) = ]0, oo[ . En nrmere begrundelse for denne
pastand undlader vi, da en forklaring ligger ret dybt begravet i selve konstruktionen af
eksponentialfunktionen. Pdstanden stemmer fint overens med grafen til hojre. Funktions-
vardien vil nerme sig 0, jo storre negativ x-vaerdi man indsetter.
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Bemearkning 1.11

Der er nogen uenighed i den matematiske litteratur, hvorvidt man skal skrive den natur-
lige eksponentialfunktion med e i kursiv eller ej. Langt de fleste udenlandske og nogle
danske kilder bruger bogstavet 1 kursiv: e. Derfor har jeg ogsa valgt at gere det. Man skal
dog vaere opmarksom pé, at ved anvendelse 1 et CAS-varktej skal programmet vide, at
der er tale om det konkrete tal e =2,7182818... og ikke bare en vilkarlig ny variabel, man
har kaldt e. Underseog manualen her! I gvrigt kan man altid bruge den alternative skrive-
madde for den naturlige eksponentialfunktion: exp(x).

Eksempel 1.12

Den italienske fysiker og astronom Galileo Galilei
(1564-1642) betragtes i dag ofte som den moderne
videnskabs fader. Gennem forseg og matematiske
argumenter ndede han frem til sine fysiske love.
Pé trods af, at der pé den tid ikke eksisterede noj-
agtige ure, var han ved hj&lp af eksperimenter og
snedige argumenter i stand til af fremsaette den sa-
kaldte faldlov, som 1 moderne notation vil se sdle-
desud:s=1-g-#*. Herers den tilbagelagte streek-
ning, g er tyngdeaccelerationen og ¢ er den tid, der
er giet siden legemet (fx en kugle) er sluppet i
tyngdefeltet. Specielt er faldtiden uathangig af
massen! I dag kan vi teenke os et eksperiment, hvor

vi slipper en kugle fra en vis hegjde og via en lodretstdende lineal, som peger nedad, samt
et ngjagtigt ur, maler sammenheorende vardier af streekningen s og tiden z. Det giver an-
ledning til en funktion, som vi kan skrive som s(f)=1-g->.

>18 % s(m)
i . A
g 0,2s 2
| @ /
@ o3s
/
1.5
1 /
1 @ o4s /
. )4
. /
i 1
: ° 0,55s /
/
=
wv
0.5 //
1 @ o6s
B ﬁ J
oo
- ﬁ 0 > t(s)
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
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Grafen for funktionen er vist til hejre pa figuren pé forrige side. At betragte strekningen
som en funktion af tiden viser sig meget frugtbar. I et senere kapitel om differentialreg-
ning skal vi se, hvorledes det satter os i stand til at bestemme hastigheden af kuglen til et
vilkérligt tidspunkt.

Bemeerkning 1.13

I forrige eksempel sd vi, at en funktion ikke behover at hedde f, ligesom den uathaengige
variabel ikke behgver hedde x. I mange anvendelser er den uafthangige variable tiden, sa
det vil vere naturligt at kalde den ¢. I ovrigt ger det ikke noget forskel, hvad man kalder
den variable. Séledes repraesenterer forskriften f(x)=1-g- x* den samme funktion som
forskriften f(f)=1-g- t* . En funktion er en "regel", som fortzller hvilken funktionsvaer-
di, der er knyttet til en given vardi. I begge tilfelde siger reglen, at man skal tage den
aktuelle vaerdi, oplefte den i 2. potens og gange med g . Det er altsa ligegyldig, hvad
man kalder den uathangige variabel. Man kan ogsé fint indsette et udtryk pa x's plads,
fx 2¢+1, bare man sé pa hejre side af forskriften ligeledes udskifter alle forekomster af x
med 2r+1: f2t+1)=1-g- (2t + 1) = 18 (4t +41+1). Men betragter man udtrykket
pa hajre side som en funktion af z, har man at gere med en ny funktion. Den kan betragtes
som en ny, sakaldt sammensat funktion. Vi kommer til dette tema 1 afsnit 1.5.

I eksempel 1.9 og 1.10 benyttede vi en teknik med at udskifte f(x) med y i forskriften
for funktionen og derefter isolere x i ligningen — med henblik pa at kunne sige noget om
funktionens verdimangde. Denne teknik er ikke altid mulig. For det forste er det ret ofte
sveert at isolere x, og for det andet kan der sagtens vere flere x-vardier, som "rammer"
den samme y-verdi. I de to omtalte tilfeelde var vores funktion det, man kalder injektiv,
hvilket vil sige, at forskellige x-verdier altid afbildes i forskellige y-verdier:

(1) x#EX, = f(x)# f(x;)

Grafmaessigt betyder det, at enhver vandret linje hejst vil ramme grafen i ét punkt. Den
gode nyhed er, at vi far nye redskaber til at bestemme vardimaengden, nar vi kommer til
differentialregningen!

y y

A A

d

/ X,

Injektiv funktion Ikke injektiv funktion
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Lige en sidste ting, for vi gar videre til naste afsnit: tallet a kaldes for et nulpunkt for f,
safremt f(a)=0. At bestemme en funktions nulpunkter svarer altsa til at lose ligningen
f(x)=0. Det kan resultere i ingen lgsning, én eller flere losninger eller i princippet uen-
deligt mange losninger. Rent grafisk skal man lede efter de steder pd x-aksen, hvor grafen
skaerer x-aksen. Funktionen f med grafen nedenfor har saledes tre nulpunkter: -3, 0 og 2.
Vi kan skrive f(x)=0 < x=-3vx=0vx=2.

Y

A

5

Bemeerkning 1.14

Sperges man om nulpunkterne for en funktion, skal man kun svare med x-verdierne. Hvis
man derimod bliver spurgt om at bestemme grafens skeringspunkter med x-aksen, sa skal
der svares med koordinatpar. I eksemplet ovenfor er grafens skaringspunkter med 1.
aksen séledes (-3,0), (0,0) og(2,0).

O

1.4 Monotoniforhold og ekstrema

Hvis funktionen representerer fortjenesten i en virksomhed som funktion af den valgte
stykpris for varen, s& kan det vaere interessant at undersege, under hvilke forhold fortje-
nesten vokser, aftager eller topper. Eller hvis funktionen reprasenterer den hejde en kastet
bold har over jordoverfladen som funktion af afstanden fra kastestedet, sa kan det vere
nyttigt at bestemme boldens maksimale hojde eller bestemme kastelengden, etc. Sddanne
betragtninger forer os naturligt frem til, at det vil vare hensigtsmaessigt at kunne tale om
voksende og aftagende funktioner samt om maksima eller minima for funktioner. Vi har
brug for nogle klare definitioner.
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Definition 1.15 (Monotoniforhold)

En funktion f'siges at vaere voksende 1 et interval /, sdfremt der for vilkdrlige x,,x, €/
gelder folgende:

(2) xX,>x = f(x)>f(x)

P4 tilsvarende vis siges en funktion f'at vaere aftagende i intervallet I, sdfremt der for
vilkérlige x,,x, € I gelder folgende:

(3) X, >x = f(x)<f(x)

En funktion f'siges i @vrigt at veere voksende (uden angivelse af interval), hvis (2) gelder
for vilkérlige x,,x, € Dm(f). Tilsvarende med aftagende funktion. At en funktion f er
voksende kan altsa lidt lost sagt karakteriseres ved at hvis man gar en tur mod hejre langs
x-aksen, sd vil man opleve, at de tilherende y-vaerdier bliver storre og sterre. For en afta-
gende funktion vil y-verdierne derimod blive mindre og mindre. Vi tager lige et par de-
finitioner mere, for vi kigger pé et eksempel.

Definition 1.16 (Ekstrema)

Et tal M siges at vaere storsteveerdi eller maksimum for funktionen £, safremt der findes
et x,e Dm(f),sd f(x,)=M ogsd f(x)<M foralle x e Dm(f). Man siger end-
videre, at storstevardien antages 1 punktet X .

Et tal m siges at vaere mindsteveerdi eller minimum for funktionen £, sdfremt der findes
et x, € Dm(f), sd f(x,)=m ogsd f(x)=m forallexe Dm(f). Man siger da, at
mindstevardien antages 1 punktet X .

Maksimum og minimum hedder i flertal henholdsvis maksima og minima, og under ét
kalder vi dem for ekstrema. Bemark at ekstrema sagtens kan antages i flere punkter, ja i
princippet 1 uendeligt mange. Vi far brug for en lokal udgave af begreberne ogsa:

Definition 1.17 (Lokale ekstrema)

En funktion siges at have lokalt maksimum 1 punktet x,, sdfremt der findes et nok sa
lille bent interval / < Dm(f), indeholdende x,, sd f(x)< f(x,) forallexe /. Til-
svarende siges en funktion at have et lokalt minimum, hvis der findes et lille abent
interval / < Dm(f),sa f(x)> f(x,) forallexe .

Hvis funktionen har et maksimum eller et minimum, nar man indskrenker definitions-
mangden til et dbent interval, sd taler man altsd om et lokalt maksimum henholdsvis et
lokalt minimum. Vi skal se et eksempel. Hvis et lokalt maksimum ogsa er et maksimum,
sa tilfejer man undertiden ordet globalt til det. Samme med lokalt minimum.
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Eksempel 1.18

Betragt den samme funktion som i eksempel 1.7: Nér vi foretager en tur pa x-aksen fra
venstre mod hgjre, kan vi se, at de tilherende y-verdier vokser mellem —3 og —2. Derfor
siger vi, at f er voksende 1 intervallet i [—3, —2]. Herefter aftager funktionen i intervallet
[—2, l] , etc. Bemark at det ikke er nogen fejl, at tallet —2 figurerer i begge intervaller. Det
at en funktion er voksende eller aftagende, er nemlig ikke nogen punktegenskab, men
kreever, at funktionens forleb kendes i et interval. Dog kan en x-vaerdi aldrig tages med,
hvis funktionen ikke er defineret 1 denne x-vaerdi. Alt 1 alt har vi:

fer voksende 1 [—3,—2],i [1,4] og1i [6; 7,5[
fer aftagende i [—2,1] og1i [4,6]

y
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Angéende lokale og globale ekstrema, s& haves:

fhar et lokalt maksimum i x = -2 og x =4 med vardier henholdsvis 2 og 3.,5.
fhar et lokalt minimum i x =6 med vaerdi 2.
fhar et lokalt og globalt minimum i x =1 med veardi 2.

Derimod har funktionen ikke noget maksimum. Der forekommer funktionsvardier vilkar-

ligt teet pd 6, men vaerdien 6 antages ikke noget sted.

Forst ndr vi kommer til Differentialregningen, vil vi for alvor blive 1 stand til at analysere
funktioners monotoniforhold og lokale og globale ekstrema uden bare at kigge pa en graf.
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1.5 Operationer pa funktioner

Matematikere har altid forsegt at systematisere teorier. Derfor er det ikke overraskende,
at de ogsé har fundet pa at foretage operationer pa funktioner. De mest oplagte er at leegge
funktioner sammen, hvorved der fis en ny funktion. Eller at subtrahere, multiplicere eller
dividere funktioner. Det mest naturlige er at definere omtalte funktioner saledes:

Sumfunktion: (f+2)x)=f(x)+g(x)
Differensfunktion:  (f —g)(x)= f(x)—g(x)
Produktfunktion: (f-2)x)=f(x)-g(x)

Kvotientfunktion: [ij (x) = &
4 g(x)

Definitionsmangderne for de nye funktioner f+ g, f —gog f-g vil da naturligt vaere
feellesmengden af definitionsmangderne for de to funktioner. I tilfzeldet med kvotient-
funktionen m4 man dog tillige fjerne de tal, hvor g(x) er 0.

Eksempel 1.19

Lad der vere givet de to funktioner f(x)= Jx o g g(x)=-0.5-x+3. Sumfunktionen vil
da vaere givet ved h(x)=(f+g)(x)= f(x)+ g(x)=-0.5x+3+ Jx . Her har vi tilladt os
at kalde sumkurven for 4 for simpelheds skyld. Rent grafmaessigt er det ogsd nemt at
forestille sig, for man laegger bare funktionsverdierne for f og g sammen i hvert punkt;
s& har man funktionsvardien for sumfunktionen. I x =1 funktionsverdierne for f og g
henholdsvis 1 og 2,5. Derfor er funktionsverdien for 4 ligmed 1+2,5=3,51 x=1. Be-
merk 1 gvrigt, at definitionsmaengden for / bliver [O, oo[ , da f'kun er defineret her.
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Sammensat funktion

Vi skal kigge pd en anden og endnu mere interessant operation, nemlig sammenscetning
af funktioner. Her er analogien af en funktion som verende en slags "maskine" nyttig:
Hver funktion har dens egen maskine. Et x smides ind i den forste maskine, y spyttes ud,
og denne vardi smides videre ind i den neeste maskine, som spytter z ud. Men kunne vi
ikke lave en maskine, som klarer det hele pa en gang, dvs. tager x ind og spytter z ud?

g S

fog
X | g>y:f\z

Udtrykt i matematisk sprog seger vi en funktion, som afbilder x i z. Men y = g(x), sa vi
kan indsette g(x) pa x's plads i forskriften for den anden funktion f. Den sammensatte
funktion betegnes med fog (laes: "f bolle g"), og den opfylder:

(4) (f og)(x)=f(g(x))

Hvis vaerdimangden for g er en delmangde af Y, som vist pa figuren nedenfor, sé er der
ikke noget problem. S4 vil definitionsmangden for den sammensatte funktion vaere X. Er
dette ikke tilfeeldet, ma man indskraenke definitionsmengden for f o g til en delmangde
af X, nemlig mangden af de x € X , hvor g(x)eY .
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Eksempel 1.20

Lad f(x)=x"+x+2 og g(x)=x+3. Vi vil bestemme forskriften for fo g.Af pada-
gogiske arsager skriver vi f(y)=y* + y+2 og indsatter derefter y=g(x)=x+3:

(feg)x) = f(g(x)) = (x+3)2+(x+3)+2 = x*+7x+14

hvor vi tillige af @stetiske drsager har reduceret udtrykket i sidste lighedstegn. Man kunne
ogsd finde pd at sammensette funktionerne 1 den modsatte raekkefolge, altsd
bestemme forskriften for go f . Her skriver visd g(y)=y+3 og y=f(x)=x"+x+2:

(g0 ) = g(f(x)) = (P +x+2)+3 = X +x+5

Vi opdager samtidigt, at fog # go f . Det er faktisk ogsa det normale, altsa at det nor-
malt ikke er ligegyldigt hvilken raekkefolge der sammenseattes 1. Der er 1 evrigt
ingen problemer med definitionsmangderne her, da begge funktioner er defineret pa R.

O

Bemaerkning 1.21

[ udtrykket f og kalder man ofte g for den indre funktion og f for den ydre funktion. Vi
kommer til at stifte meget mere bekendtskab med dette, nér vi kommer til differentialreg-
ningen et par kapitler leengere fremme.

Eksempel 1.22

4.
3

r er kuglens radius. Massen af en genstand med rumfang V og
massefylde p er givet ved m=p-V . Bestem en forskrift for

Rumfanget af en kugle er givet ved formlen ¥V =%-7-7° hvor

massen af en jernkugle som funktion af radius. Det oplyses,
at massefylden for jern er 7,88 g/cm’.

Sl

volumen og funktionen g, som givet volumen giver massen: 8 f'om
f(V)=1788-V og g(r)=%-m- r* . Vi underforstar her radius

regnet i cm, rumfanget i cm® og massen i gram. Da radius m4 vare positiv, har vi defini-

Losning: Vi kan betragte det som sammenseatningen af to
funktioner, nemlig f, som givet en kuglens radius giver dens

tionsmangden R . Vi har nu:

(fo@)(r) = f(g(r)=T,88 (4 m-r*) =330/

Invers funktion

Den sidste ting, vi skal kigge pa i dette afsnit er begrebet en omvendt eller en invers funk-
tion til en given funktion. Idéen er, at man 1 visse tilfelde gerne vil kunne "ophaeve virk-
ningen" af en funktion f'ved efterfelgende at anvende den omvendte funktion, som beteg-
nes ', saledes at man kommer tilbage til udgangspunktet. Hvis funktionen for eksem-
pel svarer til at gange med 5, dvs. f(x)=5x, sa vil det omvendte vere at dividere med
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5,8 f(x)= +x. Men lad os se lidt mere abstrakt pa sagen. Hvis vi skal gere os forhab-
ninger om at finde en invers funktion, kan vi ikke have situation 1 vist pd venstre del af
figuren nedenfor. Hvis funktionen afbilder to tal » og ¢ 1 det samme tal g, s& skulle en
eventuel invers funktion afbilde g 1 bdde b og c. Men sé har vi ikke at gore med en funk-
tion! Derfor md vi nedvendigvis krave situation 2, hvor hvert tal i definitionsmangden
for fafbildes i forskellige tal i Y. Det er det samme, som vi udtrykte matematisk i (1) side

20. Funktionen skal altséd vare injektiv.

Situation 1 Situation 2
4 I 4 I

Eksempel 1.23

I USA anvendes oftest Fahrenheit-skalaen til at angive temperaturer, m
mens man 1 det meste af Europa bruger Celsius-skalaen. Man kan ° ’
oversatte temperaturer angivet i Celsius-skalaen til Fahrenheit via fol- 50
gende funktion: f(x)=18x+32. Spergsmaélet er, hvordan man om-
regner temperaturer den anden vej? Svaret fas ved at bestemme den

w
o

inverse funktion til £. Vi lader:

N
o

x: Temperaturen i °C
y: Temperaturen i °F

-
o

Metoden er at isolere x 1 forskriften: y=1,8x+32 < y=32_ o
Dermed har vi f7'(y) = yl_sz . e
Ifolge Bemerkning 1.13 er ’det underordnet, hvad vi kalder variablen, -
o .. . _ x—32 Q
sa man kan lige s godt angive den som: f'(x)= I \ /)

Eksempel 1.24

Vi er vant til, at ndr vi bruger lommeregneren, sa er det omvendte af at oploefte til anden
potens via tasten , at uddrage kvadratroden via tasten [/x|, men der er en problematik
her. Funktionen f(x)=x er nemlig ikke injektiv. Et tal og dets tilsvarende negative tal

giver nemlig det samme, nar man oplefter. Saledes er 2° = (-2)* =4. Hvis vi imidlertid
indskraenker definitionsmangden for f'til [O, oo[ , sa er alt fint, og f'er injektiv.
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Bemark en anden ting: Grafen for den inverse funktion fas ved at spejle grafen for den
oprindelige funktion i linjen y = x. Dette gelder for alle funktioner!

y

A
O / V4

7
Ve
7/
2 Vl
] o) =2/ p
o) / ,
Ve
Ve
Ve
Ve
7

4 7

'
N

Bemeerkning 1.25

Hvis X rammer hele Y under funktionen f, dvs. hvis f(X)=Y ogfi evrigt er injektiv, sa
siges afbildningen f at vere bijektiv eller en bijektion. Det betyder, at elementerne sé at
sige er "parret to og to" gennem f. Vi har dermed:

Q) N (f(x)=xforallexe X
(6) f(f(y)=yforalle yeY

Udtrykt pa en anden made: De sammensatte funktioner f™'o f og fo f™' er identiteter
pa henholdsvis X og Y, dvs. de afbilder et tal i sig selv. I eksempel 1.24 ovenfor bliver
dette til v/x* = x for alle x € [0,00] og (Jx)? =xforallexe [0,00] .

S Y=£X)
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1.6 Granseverdi og kontinuitet

Ligesom al anden forskning, s udvikler
den matematiske forskning sig heller ikke
ad perfekte lige veje. Nogle teorier gér i
glemmebogen, fordi de med tiden viser sig
ufrugtbare. Andre teorier tilpasses eller til-
rettes af andre, fordi man finder bedre, mere
logiske og stringente mader at forklare tin-
gene pa. | matematikbeger til undervisning
bliver man saledes som oftest prasenteret
for finpudsede teoriopbygninger, der har
staet deres prove i artier eller arhundreder.
En reekke prominente matematikere havde i
1600-tallet og 1700-tallet arbejdet med at
beregne tangenter til forskellige kurver.
Hertil opfandt man blandt andet metoder til

at regne med "uendeligt sma storrelser". De
forskellige metoder fungerede, nar man an- ~ Augustin Louis Cauchy (1789-1857)
vendte dem i praksis, men grundlaget var

tvivlsomt. Ifelge [1] udtrykte den franske matematiker d'Alembert det sdledes (oversat):

Indtil nu har man beskceftiget sig mere med at udvide bygningsveerket end med at oplyse
indgangsdoren; med at bygge det hojere i stedet for at styrke fundamentet.

Iszer den franske matematiker August Louis Cauchy (1789-1857) satte sig for at give den
gryende differentialregning et solidt fundament via greensevardibegrebet. I 1821, mens
Cauchy var professor pa det beromte L'Ecole Polytecnique beliggende teet ved Paris, ud-
gav han en laerebog, som vandt stor udbredelse. Cauchy, som levede 1 en tumultagtig
periode efter den franske revolution, var uddannet ingenier, men blev efterhanden mere
og mere tiltrukket af den rene og abstrakte matematik.

Med disse ord vil vi vende os mod graensevaerdibegrebet. Forst 1 kapitlet Differentialreg-
ning vil vi dog for alvor se raekkevidden af dette begreb.

Uendelige talfelger

Talfoelger er som ordet siger en folge af tal. Det interessante i den forbindelse er hvorvidt
tallene nermer sig til et tal eller ej, altsd har en greensevardi. Lad os for eksempel kigge
pé folgende uendelige talfolge:

1 1 1 1 )"
(7) l, D 40 g0 16 0 (7) D]

Det er ikke sveert at se systemet: Det neste element er halvt sé stort som det forrige. Vi
kan afbilde situationen i et koordinatsystem, som vist pa naste side.
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0.5

Vi ser at tallene bliver mindre og mindre og at tallene kommer vilkéarligt taet pa 0. Det er
derfor naturligt, at vi ma forlange af greensevardibegrebet, at greensevardien af talfelgen
skal vere 0. Situationen er dog lidt mere tvivlsom i tilfeeldet med talfelgen afbildet her:

A
2

1.5

0.5

0 > n
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Godt nok er "hovedtendensen", at tallene i1 folgen naermer sig 1, nar n bliver sterre og

storre, men man kan se elementer lengere ude 1 folgen, der er leengere vak fra 1 end visse
elementer tidligere 1 folgen. I ovrigt kan den sidste talfolge skrives som:

) {1+ 3~sin(n)}
neN

4n

Det sidste er ikke sa vigtigt her. Meningen var blot at problematisere, at greenseverdibe-
grebet ikke er helt sa enkelt, som man skulle tro. Definitionen af greenseverdi skal nemlig
kunne tage hejde for alle mulige tenkelige talfolger pd en meningsfuld méide. Selve de-
finitionen af greenseveerdi vil vi imidlertid springe over, da det ligger i den mere tekniske
ende, og fordi vi som regel kan klare os med den mere intuitive fornemmelse af hvad det
vil sige at en folge af tal neermer sig til et bestemt tal eller eventuelt til co (uendelig). Den
mere avancerede og interesserede laeser kan studere en preecis definition i opgave 142.
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Det kan rebes, at med det eksisterende grensevardibegreb for en talfolge har talfolgen
(8) virkelig en granse, og at den er 1. Hvis vi kalder det n'te element 1 talfelgen for a,,
kan vi udtrykke at greenseverdien er 1 péd folgende méde:

9) a, >1 for n—> oo
Det leses: "a, gar mod 1 for n gdende imod uendelig". En alternativ méde er:

(10) lim a, =1

n—>0

som lases "Gransevardien for a, , for n gdende mod uendelig, er 1". Betegnelsen "lim"
kommer af det latinske "limes", som betyder "granse".

Uendelige raekker

Der er ogsa et begreb, som kaldes en uendelig reekke. Vi skal kun kommentere det flygtigt.
En uendelig raekke ser saledes ud:

(11) Zan =a+a,+...+a,+...

Der er anvendt det store graeske bogstav Sigma, som i denne sammenhang kaldes for et
summationstegn. Venstresiden er blot en kort skrivemade for det, der stir pa hejre side:
man summerer alle a'erne med indices fra 1 og fremefter. Man plejer kun at skrive de
forste elementer, hvorefter tre punktummer indikerer, at sddan fortsetter det. Nogle gange
vil man lige anfore det n'te element. Men hvordan skal grensevardi forstds her? Svaret
er, at man veelger at gore brug af det greensevardibegreb, som vi antager allerede er kendt
fra uendelige talfolger. Betragt den reekke, som er (11) afskaret efter det k'te element:

k
(12) S, = Zan =a+a,+...+a,

n=1
For hver verdi af £, vil den give et tal, som man kan regne ud. Der er ingen problemer,
fordi der er tale om en endelig raekke. Vi kan nu betragte talfelgen af alle disse tal, som
ogsa betegnes afsnitsfolgen:

(13) {Sk}keN

Man definerer da, at den oprindelige uendelige reekke har en greenseverdi (kaldes at rek-
ken er konvergent) hvis og kun hvis afsnitsfelgen (13) har en grensevardi. Den uendelige
raekkes graenseverdi er 1 sd fald afsnitsfolgens greenseverdi.

Eksempel 1.26

Man kunne méske tro, at ndr man legger uendelig mange tal sammen, s& far man noget
uendeligt stort. Det behaver ikke vare tilfeldet. Betragt den uendelige rekke:

(14) i(%) = I+d+d+d4+(4) +..

n=0
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I dette tilfzelde kan vi bruge et smart geometrisk argument med henblik pa at vise, at
reekken er konvergent med verdien 2. Ifolge (12) og (13) skal vi se pd afsnitsfelger: Den
forste afsnitsfolge er 1, den naeste 1+, den naste 145+, den naeste 1+ +4 +4 osv.
Vi kan tenke pd det som kvadratiske lagkager: En person tager hele den forste lagkage,
den anden tager halvdelen af den naste, den tredje tager halvdelen af hvad, der er tilbage,
etc. Det er her oplagt, at jo flere der tager et stykke lagkage, jo mindre vil der vere tilbage
af lagkage nummer 2. Faktisk vil det, der er tilbage, nermer sig til 0, ndr antallet af
personer gar mod uendelig.

1/16

1/4

1/8

1/2

Dermed har vi vist, at i(%)” =2.
n=0

Det er langt fra altid, at det gér s& nemt som i eksempel 1.26. Faktisk udger teorien om
de uendelige rekker en fascinerende og eksotisk verden. Som et eksempel galder:

© 1 2
(15) Z; =

Tallet = dukker op pa mystisk vis her. Det er sveert at vise (15), s& vi holder os langt vak
fra det. I princippet kan (15) bruges til at bestemme tallet n, men da konvergenshastig-
heden er ret langsom, er det ikke den bedste formel til det. Der skal simpelthen for mange
led pé i reekken til at man kommer tilstreekkelig teet pa w. Teorien om uendelige rekker
kan ogsd bruges til at afslere pointen i et gammelt filosofisk paradoks: Zenons paradoks:
Achilleus og skildpadden. Se opgave 143. Langt fra alle reekker er konvergente. De kaldes
divergente. Vi ser pa det i opgave 147.

Funktioner

Vi er kommet til grenseverdier for funktioner. I princippet kan en talfolge ogsa betragtes
som en funktion defineret pd de naturlige tal (evt. inklusiv 0), men nu skal vi kigge pa
reelle funktioner, hvis definitionsmangder indeholder passende intervaller som del-
mangder. Hvor vi med talfelger kun var i stand til at tale om grensevardier, nar n gar
mod uendelig, sa bliver det med funktioner nu ogsa muligt at undersege eventuelle gren-
sevardier, ndr den variable x gir mod et fast tal x,. Vi starter med sidstn@vnte. Igen vil
vi behandle emnet graensevardi pé et intuitivt plan, da de pracise definitioner er noget
tekniske. Den avancerede leser henvises til Tema A. Vi lader x nerme sig til tallet x, og
ser, hvad der sker med de tilherende funktionsverdier. Situationen er vist pa figur (a) pa
naeste side. Tre x-vaerdier er angivet med grenne prikker pa x-aksen og de tilherende y-
veerdier er vist med bla prikker pa y-aksen. Vi ser, at y-verdierne kommer vilkarligt taet
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pé tallet a, bare vi vaelger x-vardierne tilstrekkelig tet pd x,. Det samme vil ske, hvis vi
velger at nerme os til x, fra venstre. Vi siger da, at " f(x) gar mod a for x gdende mod
x,", hvilket matematisk skrives pé én af to mader:
(16) f(x)—>a for x >x, eller lim f(x)=a

X=X,
Hvad nu hvis grafen for en funktion "foretager et hop" 1 x,, som illustreret pa figur (b)?
Funktionsvardien i x, er her b. Grafen er ikke leengere sammenhangende omkring x,.
Svaret er, at f stadig har greensevardien a for x — x,, for man interesserer sig ikke for,
hvad der sker i selve det punkt, som x naermer sig til. Derfor er det samme ogsa tilfaeldet
1 situationen pd figur (c), hvor fslet ikke er defineret i x;.

1
1
1
— |
1
1
1
1

X

Hvad hvis graensevardierne er forskellige, nir x nermer (d) y
sig fra hejre og fra venstre, som illustreret pa figur (d)? A
Vi kan skrive det ved at tilfgje et +, hvis man naermer sig f

fra hejre og et minus, hvis man ne@rmer sig fra venstre: b}----- /—\

1 :
f(x)—>b for x> x, /

f(x)>a for x = x,

Svaret er her, at fikke har en grenseverdi i dette tilfaelde.
For at f'skal have en graensevardi for x gdende imod x,,,
skal grensevardierne fra hojre og venstre vare ens! Disse forklaringer giver en god basis
for at kunne argumentere og regne opgaver fremover. Man skal dog vare opmarksom
pa, at det stadig er lose definitioner. For at kunne handtere alle funktioner pa en menings-
fuld mide, m4 man ty til de praecise definitioner (se opgave 153*). Der findes s& mange
"vilde" funktioner, som kan skabe tvivl. Et eksempel pa en "vild" funktion er denne givet
ved en "gaffelforskrift":

0 for x rational

1 for xirrational

(17) fx) = {

Funktionsverdien er altsa 0, hvis x er et rationalt tal, mens funktionsverdien er 1, hvis x
er et irrationalt tal. Da mengden af rationale tal ligger taet i mangden af reelle tal (se
opgave 108), vil funktionsvaerdien ustandseligt skifte mellem 0 og 1, "nar man gér en tur
fra venstre mod hejre pd x-aksen". Det vil 1 praksis vere umuligt at tegne grafen.
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Man kan ogsa have funktioner, der gar mod uendelig eller minus uendelig, enten nar x
selv gér mod uendelig eller minus uendelig (som i eksemplet nedenfor). eller hvis x gar
mod et fast tal x,. Det sidste ser vi pa, nar vi kommer til emnet asymptoter i naste afsnit.

Eksempel 1.27

Vi ser her pa funktionen givet ved f(x) =" x* . Det er ret oplagt, at y-vardierne bliver
vilkérligt store, bare vi valger x-vardierne store nok. Pé tilsvarende vis er det ret oplagt,
at y-vaerdierne bliver vilkérligt store negative, bare man valger x-vardierne tilstraekkelig
store negative. Vi skriver:

f(x) > o for x > ©

f(x) > —oo for x — -0

y

A

' /

~l

N

I~
N

I~
&b

Stadig skal det noteres, at der er brug for en praecis matematisk definition, for der findes
tilfeelde, hvor tingene ikke er s& oplagte som i1 eksempel 1.27. Vi undlader det her.

Regneregler for graensevardier

Heldigvis geelder der smukke regneregler for grenseveardier, og dem skal vi fremover
gore stor brug af. Hvis man for eksempel ved, at to funktioner f og g hver is@r har en
grensevaerdi for x gdende imod et bestemt tal x,, sa vil sumfunktionen f +g ogsd have
en grensevardi for x gdende imod x,,, og denne grensevardi er summen af grensevear-
dierne for hver af funktionerne. Noget helt tilsvarende gelder, nar man foretager andre
operationer pa funktioner (se afsnit 1.5). Der gelder folgende satning, som vi vil undlade
at bevise, da det er noget teknisk:
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Setning 1.28

Antag at funktionen f har greensevardien a, nar x gar mod x,, samt at funktionen g
har grensevardien b, ndr x gdr mod x,. Da har hver af funktionerne f+g, f—g og
/- g ogsé en greenseverdi for x gdende mod x,,, givet ved de tre forste regler neden-
for. Hvis b # 0 har ogsd f/g en grensevardi, nemlig den givet ved regel 4.

1) Iim(f+g)x) =a+b 2) lim(f-g)x) =a-b
3) lim(f-g)x) =a-b 4) lim [ij (x) = % , forudsat b # 0
XX, =5\ g

Eksempel 1.29
Vi ensker at undersoge folgende funktion for en eventuel grensevardi, ndr x — 2:

2x° -5
x+7

h(x) =

Szt f(x)=2 og g(x)=x". Den konstante funktion fhar naturligvis 2 som greensevardi,
dvs. f(x)— 2 for x > 2. Det er ret oplagt, at g(x) — 4 for x — 2. Herefter kan vi bruge
regel 3) i setning 1.28 til at konkludere, at (f - g)(x) =2x* - 2-4=8 for x > 2. Vi kan
fortsette pé lignende made, idet telleren kan betragtes som en differens af de to funktio-
ner x — 2x* og x> 5. Regel 2) giver os da, at 2x* =5 —>8-5=3 for x — 2. Tilsva-
rende kan man bruge regel 1) til at vise, at naevneren x+7 >2+7=9forx—> 2. Da
navneren ikke har grenseverdi 0, kan vi endelig benytte regel 4) til at konkludere, at

. (2x*-5) 3
lim =—=3
X=Xy x+7 9

Nogle vil muligvis indvende, at vi jo bare kunne have indsat x =2 1 forskriften for 4 for

at finde greensevaerdien. Ja, det kunne vi faktisk her. Arsagen skal findes i begrebet kon-
tinuitet, som bliver det naeste punkt, vi skal studere.

Eksempel 1.30
Lad os undersoge funktionen f(x) = (x> —1)/ (2x—2) for x gdende imod 1. Teller og

navner gar hver for sig begge mod 0 for x — 1. Dermed kan vi ikke bruge setning 1.28
regel 4). Heldigvis kan man faktorisere broken forst:

x? -1 _ D) (=D Lix+), x#1
2x-2 2-(x=1)

Dermed er det nemt at se, at lin} fx)=11+D=1.
x—>
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Kontinuitet

Begrebet kontinuitet er helt centralt i analysen af funktioner. Vi kommer ogsa til at stifte
mere bekendtskab med det, ndr vi kommer til differentialregningen.

Definition 1.31 (Kontinuitet)

En funktion f'siges at vare kontinuert 1 punktet x,, sdfremt der galder:

(18) f(x)—= f(x,) for x - x,

Hvis funktionen er kontinuert i ethvert punkt i dens definitionsmengde siger vi blot,
at f'er kontinuert.

Det at f'er kontinuert i punktet x, er altsa sterkere end at funktionen bare har en granse-
verdi for x — x, . Funktionen skal nemlig tillige veere defineret i punktet x, og grense-
verdien skal vere f(x,). Side 33 blev det navnt, at f'har en grensevardi 1 hver af de tre
situationer givet pa figurerne (a), (b) og (c), mens f ikke havde nogen graenseverdi i
situationen givet pa figur (d). I hvilke af de fire situationer er f'da kontinuert i x,? Svaret
er, at det kun er tilfaeldet i (a)! Pa figur (b) har funktionen godt nok en grenseverdi, men
den er ikke den rigtige: a # f(x,) . P4 figur (c) er f'slet ikke defineret i x,.

Lidt lost plejer man at karakterisere en kontinuert funktion defineret pa et interval ved, at
grafen er sammenhcengende i dette interval. I tilfeeldet med funktionen f(x)=1/x i ek-
sempel 1.10 er funktionen defineret i alle punkter pa ner x = 0 . Funktionen er kontinuert,
og vi ser da ogsa, at grafen er sammenhangende i hver af de to intervaller, hvor funktio-
nen er defineret: ]—oo,O[ og ]O,oo[ , Man kan vise, at langt de fleste funktioner, som vi
beskaftiger os med, er kontinuerte. Det geelder for eksempel for de velkendte funktioner
sin(x), cos(x), tan(x), e*, a”, log(x), In(x), Jx,x% samt polynomier. Og laver vi nye funk-
tioner ud fra dem ved at legge sammen, treekke fra, gange eller dividere, sd far vi igen
kontinuerte funktioner. Det fremgéar nemlig ret let af saetning 1.28, at vi har:

Seetning 1.32

Hvis funktionerne /' og g er kontinuerte i punktet x,, sd gelder det samme for funk-
tionerne f+g, f—g, f-g,oghvis g(x,)#0,sderogsd /g kontinuerti x,.

Der gelder endda:

Seetning 1.33

Hvis funktionen f'er kontinuert i x,, og funktionen g er kontinuerti g(x,), sa er den
sammensatte funktion fog kontinuerti x,.
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Eksempel 1.34

Vores viden om, at de basale funktioner er kontinuerte, giver os — via sa&tning 1.32 og
setning 1.33 — automatisk, at en hel masse andre funktioner ogsa er kontinuerte, uden at
vi behover vise det s@rskilt for hver enkelt tilfelde. Det er styrken ved satninger som
1.32 og 1.33. Et eksempel er den lidt skere funktion:
f(x) = Lm , XE [—10,10]
sin(x) +2

Her er bade sammensat funktion, plusreglen, gangereglen og divisionsreglen i spil. I prin-
cippet kunne man indsatte et hvilket som helst reelt tal i funktionsudtrykket, da udtrykket
under kvadratrodstegnet er mindst 1 og navneren aldrig bliver 0 — eftersom sinus jo altid
antager verdier mellem —1 og 1. Vi har dog indskranket til intervallet [—10,10] . Vi ser,
at grafen er fint sammenhangende i intervallet!
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Der findes naturligvis ogsé funktioner, som ikke er kontinuerte. Man kan nemt lave en
gaffelforskrift, som giver anledning til en graf, som foretager et "spring" i et punkt. findes
endda funktioner, som ikke er kontinuerte 1 et eneste punkt. Et eksempel er den "vilde"
funktion (17) side 33!

Som bekendt bruges symbolet A ofte i forbindelse med tilveekster, som i1 ovrigt gerne ma
veare negative. Med tilveksten i x mener vi Ax = x — x, og med tilvaksten i funktionsvaer-
di mener vi Af = f(x)— f(x,) . Definitionen af begrebet kontinuitet kan dermed alterna-
tivt til (18) formuleres séledes:

(19) Af -0 for Ax—>0

Vi slutter emnet kontinuitet her.
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1.7 Asymptoter

Det sidste emne i dette kapitel er asymptoter. Nogle funktioner har en graf, som har en
eller flere asymptoter. Viden om dem kan bruges til at fastlegge grafens forleb ngjere.
Begrebet forklares nemmest gennem et par eksempler. Nér vi pa et senere tidspunkt skal
foretage funktionsundersogelser, vil asymptoter vare et nyttigt redskab.

Eksempel 1.35

Betragt funktionen f(x)= %+ 2, x# 3, hvis graf ser sdledes ud:
X
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»
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For det forste indser vi, at funktionen ikke er defineret i x =3, fordi n@vneren giver 0 i
dette punkt. SA Dm( /) = R\ {3} . Det er ofte interessant at undersgge funktioner i naerhe-
den af punkter, hvor en navner giver 0. Vi vil undersege, hvad der sker med funktions-
vardierne, ndr x nermer sig til 3 bade fra venstre og hejre. Hvis vi kommer fra hgjre, vil
navneren x —3 nerme sig til 0, men i gvrig hele tiden vaere positiv. Hele breken vil derfor
narme sig til +oo. Tallet 2 gor ingen forskel her. Hvis omvendt x naermer sig til 3 fra
venstre, vil n@vneren nerme sig til 0, men hele tiden vere negativ. Derfor vil breken
narme sig til —o. Vi skriver:

(20) f(x) > forx—3" og f(x)—>—w0 forx—3"

Den forste pastand i (20) udtrykkes: " f(x) gér mod uendelig for x gdende mod 3 fra
hgjre". Tilsvarende med den anden. Vi siger da, at grafen for / har den lodrette asymptote
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x =3. Det skal tilfojes, at det er nok, at bare én af de to granser 1 (20) er opfyldt, for at
man vil sige, at der er en lodret asymptote.

Grafen for funktionen har imidlertid ogsé en anden asymptote. Lader vi x nerme sig oo,
vil breken naerme sig til 0, og dermed vil f(x) nerme sig til 2. Vi siger, at grafen for f
har en vandret asymptote med ligning y =2 . Man kan forklare det ved, at

(21) |f(x)—2|—>0 X — ®

Den numeriske forskel mellem f(x) og 2 gar altsd mod 0 for x gaende imod . Det
samme er i gvrigt tilfeeldet, hvis man lader x naerme sig til —oo. Lidt lost kan man sige, at
den vandrette linje med ligning y =2 er en god tilnermelse til grafen i + uendelig.

Eksempel 1.36

Lad f(x) = S S . Grafen ser séledes ud:

1+3,5-¢7%
y

A

D

[6,]

N\

N

<
v
=

i
N

Der er tale om en sdkaldt logistisk veekst, som vi skal stifte bekendtskab med senere.
Grafen har, som man kan ane, to vandrette asymptoter, nemlig y=0 og y=4. Lad os
argumentere for det uden at kigge pa grafen. Funktionen 4(x) = e *’** kan betragtes som
en sammensat funktion. Nar x — oo vil den indre funktion (eksponenten) gad mod —oo.
Derfor vil A(x) — 0 for x — 0. Naevneren vil derfor naerme sig til 1 for x — o, hvorfor
hele funktionen vil opfylde:

(22) f(x)—>4 forx > o

Dermed er y =4 en vandret asymptote. Hvis vi i stedet lader x — —oo vil A(x) — . Det
samme er tilfzeldet med navneren. Derfor vil hele funktionen opfylde:

(23) f(x)—>0 for x - —0

hvilket viser, at y =0 er en vandret asymptote.
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2.1 Andengradspolynomier og deres grafer

Polynomier har altid spille en stor rolle i matematikken. Andengradsligninger blev lost
helt tilbage til de ferste civilisationer: Babylonerne. Her har man gennem kileskrifter pa
lertavler vidnesbyrd om, at andengradsproblemer blev lgst. Mere om det kan findes i [6]
og [7]. Grafen for et andengradspolynomium er en sdkaldt parabel. Den forekommer ogsa
som et af flere sikaldte keglesnit, som allerede blev studeret af de gamle graekere, saerlig
ved Apollonius af Perga (262 £ Kr.—190f.Kr.). Derudover dukker andengradspolynomier
op i et utal af uventede sammenhange. Et eksempel er i denne e-bogs tema A om det
gyldne snit. Det er med andre ord vigtigt at kende til andengradspolynomier. Vi starter
med at udlede nogle egenskaber for disse polynomier i en moderne kontekst. Derefter vil
vi se pa anvendelser.

Parallelforskydning af grafer

Vi fér brug for et par generelle hjelpesatninger, for vi gar i gang med at udlede egenska-
ber for andengradspolynomier og deres grafer.

Seetning 2.1

Parallelforskydes grafen for en funktion fmed x, ix-aksens retning, sa fis grafen for
funktionen g(x)= f(x—x,). Forskriften for g fés altsa ved at udskifte alle forekom-
ster af x med x—x,.

Bevis: Den bla graf er en parallelforskydning af den rede graf pd figuren nedenfor.
Spergsmélet er hvilken forskrift, der giver den bla kurve som graf. Vi skal fortalle, hvil-
ken vaerdi g skal have i ethvert x. Men det er nemt, for vi kan jo bare "hente" y-vaerdien
fra den oprindelige graf: g skal have samme funktionsverdi i x, som f'har i x—x,. Det
kan udtrykkes ved g(x)= f(x—x,).

A

Sx—x,) = g(x)

v
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Seetning 2.2

Parallelforskydes grafen for en funktion fmed y, iy-aksens retning, sa fis grafen for
funktionen g(x)= f(x)+ y,. Forskriften for g fas altsé ved at legge y, til 1 forskrif-
ten for f.

Bevis: Vi far funktionsvardien for g i x ved at laegge y, til funktionsverdien for /i det
samme punkt. Med andre ord: g(x)= f(x)+y,.

4

g(x) =f(x) +y,

J)

v

Vi kan sammenfatte de to satninger med parallelforskydning i én:

Satning 2.3

Parallelforskydes grafen for f med vektoren (x,,y,), dvs. med x, ix-aksens retning
og med y, iy-aksens retning, sd fas grafen for g(x) = f(x—x,)+ f(x,) . Forskriften
for g fés altsa ved 1 forskriften for f at udskifte alle forekomster af x med x—x, og
derefter legge y, til.

Definition 2.4
Et andengradspolynomium er en funktion pd formen:
(1) P(x)=a-x*+b-x+c, a#0

hvor a, b og c er faste reelle tal. Man kalder dem ogsa for koefficienterne til henholds-
vis 2. gradsleddet, 1. gradsleddet og 0. gradsleddet. Alternativt kan ¢ ogsé kaldes kon-
stantleddet. Grafen for et andengradspolynomium kaldes en parabel.
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For at {4 et indtryk af, hvordan grafen ser ud for forskellige verdier af koefficienterne a
b og c, kan man med fordel bruge GeoGebra eller et andet CAS-vaerktoj til at fa tegnet
en graf, hvor koefficienterne kan varieres med en skyder (se opgave 201). I det efterfol-
gende vil vi udlede nogle af de ting, som du maske har eksperimenteret dig frem til. Det
forste vil vare at kigge pa det simple andengradspolynomium f(x)=a-x*, hvor b =0
og ¢ =0. Som graferne pa figuren til venstre antyder, vender parablens grene opad, nar
a >0 ognedad, nér a < 0. Og jo sterre a er numerisk set, jo mere smal bliver parablen.

Y y

A A

\ 5 / | \[ [ |

/a=0,5

N4
A
TN
;:

;:

Lad os herefter undersege, hvad der sker, nir vi parallelforskyder grafen for det simple
andengradspolynomium. Hvilken forskrift svarer det til. Vi tager forst et eksempel, hvor-
efter vi kigger pa det generelt.

Eksempel 2.5

Pé figuren ovenfor til hejre er grafen for f(x) = %xz tegnet. Vi ensker at parallelforskyde

grafen med vektoren (1,2), dvs. med 1 hen ad x-aksen og 2 opad y-aksen. Vi bruger sat-
ning 2.4 og far folgende forskrift herende til den parallelforskudte graf:

) gx) = f(x—D+2 = L(x-1’+2 =17 -2x+1)+2 = 15’ —x+21

1
2
Vi fér med andre ord igen et andengradspolynomium, numed a =1,b=-logc=21.

m
Det store spergsmal er, om grafen for ethvert andengradspolynomium fés som en paral-
lelforskydning af grafen for et simpelt andengradspolynomium. Svaret er bekreftende,
som den naste s@tning viser.
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Saetning 2.6 (Parablens toppunkt)

Lad g(x) = ax’ +bx+c ogsterrelsen d = b> —4ac betegne polynomiets sikaldte dis-
kriminant. Grafen for g fas da ved at parallelforskyde grafen for det simple anden-
gradspolynomium f(x) = ax® med vektoren

3) (02 30) = (—%—%}

Specielt er koordinaterne til toppunktet for grafen for g givet ved (3).

Bevis: Vi starter med at parallelforskyde grafen for f(x)=ax” med (x5 ¥) » 0g sa forst
senere afgere, hvad x, og y, skal s@ttes lig med for at grafen for g. Ligesom 1 eksempel
2.5 bruger vi s@tning 2.4 og reducerer:

g(x) = fx—xy)+y, = a(x—x0)2+yo = a(x2—2x0x+x§)+y0

ax® — 2ax,x+ axg +¥ = ax® + (—2ax,)x+ (axg +)

(4)

Husk at det er x, der er den variable, og at x, og y, skal betragtes som konstanter. g er
derfor et andengradspolynomium, hvor koefficienten til 2. gradsleddet er a, koefficienten
til 1. gradsleddet er —2ax, og konstantleddet er ax; + y,. Vi skal nu afstemme koeffi-
cienter. For at ax® +bx +c = ax’ +(—2ax,)x + (ax; +y,) for alle x, ma koefficienterne
vaere ens. Koefficienten til 2. gradsleddet passer allerede. Derudover ma vi krave, at

(5) —2ax,=b og axg +y,=c¢

Forste ligning giver straks x, = —b/(2a) . Man isolerer y, i den anden ligning og indsztter
verdien for x, og reducerer:

5 ( bjz B> b>
c—axy, =c—a-|—-— | =c-a—5 =c——

4ac b* _ 4ac-b> _ —(b*-4ac) —d

da 4da 4q 4q 4a

Yo
(6)

hvor vi i 5. lighedstegn har forleenget ¢ = ¢/1 med 4a i teller og nevner. I 8. lighedstegn
har vi indfert sterrelsen d = b* —4ac , kaldet diskriminanten. Alt i alt ser vi, at grafen for
g(x) =ax” +bx+c fremkommer ved at parallelforskyde grafen for det simple 2. grads-
polynomium f(x) = ax® med vektoren givet ved (3). Pastanden om, at (3) samtidigt altid
angiver toppunktet for g's graf (parablen) er herefter en simpel konsekvens af, at toppunk-
tet for grafen for f'er (0,0). Under parallelforskydningen vil dette toppunkt nemlig flyttes
hen 1 punktet giver ved koordinatsettet (3).

For vi kigger pé et eksempel pa brug af satning 2.6, skal vi vigtig iagttagelse, aom kom-
mer direkte ud af saetning 2.6, og som vi far brug for i et senere afsnit, hvor vi skal lose
andengradsligninger.
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Bemgerkning 2.7

Indsettes udtrykkene for x, og y, fra setning 2.6 1 g(x)= f(x—x,)+y,, kan vi se, at
et generelt andengradspolynomium kan skrives pa folgende made:

2
(7 ax’ +bx+c = a~(x+i] _4
2a 4a

Eksempel 2.8

Betragt andengradspolynomiet g(x) = %xz +x—4. Vi afleser her straks koefficienterne
til a=4,b=10gc=-4. Viudregner diskriminanten: d = b* —4ac=1"-4 ~%~(—4) =9.
Ved indsattelse 1 formel (3) fra saetning 2.6 far vi parablens toppunkt:

b d 19
5 =|-— | =|-—,—| = _1’_4l
Co: o) ( 2a 4a] ( 2-1 4.1] 1)

Det stemmer fint med grafen:

+

\ 5 /
\ 4 /

\ ’ /

\ /

\ | /
6 5 \ -8 2 - ) / 4
\ o/

Afslutningsvist skal vi anfore en anden nyttig s@tning om grafen for et andengradspoly-
nomium. Vi vil forst bevise den, nar vi kommer til differentialregningen.

Seatning 2.9

Tangenten til grafen for andengradspolynomiet P(x)=ax* +bx+c i punktet (0,c)
er givet ved y =bx+c. Specielt gelder der, at heldningen af tangenten til parablen 1
x=0 erligmed b.
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2.2 Andengradsligninger

En andengradsligning er en ligning pa formen ax”+bx+c=0, a#0. For et givet sat
koefficienter onskes altsa de x-verdier, som tilfredsstiller ligningen. Lasningerne beteg-
nes i ovrigt ogsa redderne til andengradspolynomiet P(x)=ax”+bx+c.

Seetning 2.10 (Andengradsligninger)

Andengradsligningen ax” +bx+c¢=0, hvor a #0 og diskriminanten d =b* —4ac,
har folgende losninger:

Hvis d <0: Der er ingen lgsninger.

Hvis d =0: Der er netop én lgsning: x = .
a

—b+Jd

Hvis d > 0: Der er to lgsninger: x = >
a

Bevis: For at bevise s@tningen, skal vi gore brug af bemarkning 2.7, som vi fik direkte
som en sideeffekt efter udledningen af parablens toppunkt tidligere. Det umiddelbare pro-
blem man meder, ndr man uden forkundskaber forseger at lose en andengradsligning er,
at man ikke — som i tilfaeldet med en 1. gradsligning — bare kan isolere x pa den ene side
af lighedstegnet. Den ubekendte x forekommer nemlig flere steder og i1 forskellig potens!
Omskrivningen 1 bemarkning 2.7 viser imidlertid, at det er muligt at isolere x 1 kvadratet
pa en toleddet storrelse (husk kvadratsaetningerne):

ax* +bx+c = 0

(8) g

bY  d
X+—| = —
2a 4a*
Den sidste ligning udtrykker reelt, at "noget i 2. potens er lig med et tal". For at komme
videre, ma vi dele op i tre tilfeelde, afhengig af veerdien af d :

d <0: Navneren i "tallet" pa hejre side i den sidste ligning er altid positiv, da a star i
2. potens. Nar diskriminanten d derfor er negativ, vil hele breken blive negativ.
Venstresiden, som er "noget" 1 2. potens vil altid vaere mindst 0. Derfor kan lig-
ningen aldrig blive opfyldt, og der er ingen losninger!
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d=0: Nar d =0 ertelleren i broken pé hejresiden 1 ligningen 0, dvs. hegjresiden er 0.
Den eneste made "noget" i 2. potens kan give 0, er hvis "noget" selv er 0:

2
x+i =0 & x+i =0 & x= _b
2a 2a 2a

d >0: I dette tilfelde er bade teller og nevner 1 hojresiden af den sidste ligning 1 (8)
positive. Derfor har vi:

2
bY  d bY (Nd
X+— | =— & |x+— | =|—
2a 4a* 2a 2a
Den eneste made, hvorpa to udtryk i 2. potens kan vere ens er, hvis udtrykkene
er ens eller det ene udtryk er lig med minus det andet:

2a 2a 2a 2a 2a
o o b Nd b d _bVd
2a 2a 2a  2a 2a

hvor vi 1 sidste ensbetydende har sat pa faelles brokstreg og skrevet det kompakt.
Der er altsé to losninger. Setningen er hermed bevist.

Bemeerkning 2.11

Man observerer, at formlen x =(—b+ Jd ) / 2a faktisk ogsa kan bruges til tilfeeldet d = 0.
Losningen kaldes da ogsé for en dobbeltrod til det aktuelle polynomium.

Eksempel 2.12

Lad os bestemme rodderne til det samme andengradspolynomium, som vi kiggede pé i
eksempel 2.8: g(x) = %xz +x—4.Dengangsa vi,at a=1,b=10g ¢ =—4 ogat diskrimi-
nanten var givet ved: d =b*> —4ac=1> -4 -1-(-4) =9. Vi bruger s&tning 2.10. Eftersom
d=9>0, far vi:

L —btJd 149 143 {2
_ = = - _

2a 2.1 1 —4

Redderne til polynomiet er altsd —4 og 2. Grafen for polynomiet g(x) :%xz +x—4
skeerer dermed x-aksen 1 —4 og 2, hvilket tydeligt ses pa grafen i eksempel 2.8.

Andengradsligninger opstar ikke blot ndr et andengradspolynomium settes lig med 0. Vi
skal se pa det i1 det felgende eksempel.
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Eksempel 2.13

Los ligningen —x* +2x-2=x-4 grafisk
og ved beregning.

Losning: Lad os ferst lase opgaven grafisk.
Vi tegner graferne for f(x)=—-x"+2x-2
og g(x)=x—4. Lesningerne fas som x-ko-
ordinaterne til grafernes skaeringspunkter,
her —1 og 2. Vi gér herefter over til at bereg-
ne losningerne til ligningen. Det kan natur-
ligvis gores ved at anvende solve i CAS-
varktejet, men vi kan ogsé lese den manuelt
ved at isolere alt pa venstre side, sa der kun
er 0 tilbage pa hejre side:

X 42x-2=x-4 &

Dermed fas pa ny en andengradsligning, hvor d =b* —4ac =1 -4-(-1)-2=9:

Lo chEdd _ -1£V9 123 {2

2a 2-(-1)

Vi ser, at det stemmer med vore aflaesninger.

Eksempel 2.14

Los andengradsuligheden x* —8x+15<0.

Losning: Vi starter med at lose den tilsvaren-
de ligning: x* —8x+15=0. Diskriminanten
er d =b* —4ac=(-8)* —4-1-15=4, hvilket

giver folgende losninger:
L _chtVd _8+2 82 _ {5
2a 2-1 2 3

Hvis vi lader f(x)=x”+8x—15, skal vi alt-
sd lese uligheden f(x)<0. Grafisk svarer

det til at finde de x-vardier, hvor grafen lig-
ger pa x-aksen eller under. Det sker imellem
de to redder 3 og 5. Derfor er lgsningen til
uligheden L =[3,5].

4
" / > X
" g
[\
g f
[ \
—x?4+x+2=0
-2 -1
mi
2
\ |
\ |
f
\ /
4 > X
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Eksempel 2.15

Vi vil nu studere, hvad grafen forteller om fortegnene pé koefficienterne a, b og ¢ for det
tilherende andengradspolynomium samt fortegnet pa diskriminanten d.

@ (b) y (c) »

A A

»
»
»

v
=

A 4

Vihar f(x)=ax>+bx+c.Heraf fas f(0)=a-0>+b-0+c=c, sa c er skeeringen med y-
aksen. Ifelge satning 2.9 kan b findes som haldningen af tangenten til grafeni x=0.
Den pagzldende tangent er vist med et blét linjestykke. Endelig ved vi, at eventuelle
losninger til andengradsligningen ax”+bx+c=0 svarer til grafens skaeringspunkter
med x-aksen samt at antallet af losninger afgeres af diskriminanten d. d >0 er ensbety-
dende med 2 lgsninger, d =0 er ensbetydende med 1 lgsning og d <0 er ensbetydende
med ingen losninger. Med disse ting for gje, kan vi behandle hver af de tre tilfelde:

Grafen (a): Vi ser straks, at a <0, eftersom parablen vender grenene nedad. Da grafen
skaerer y-aksen pd den negative del af aksen, har vi ¢ < 0. Da den bla tangent
har positiv haeldning, er » > 0. Da grafen ikke skarer x-aksen, er d <0.

Grafen (b): Viserat a >0, da parablen vender grenene opad. Da grafen skearer y-aksen
pa den negative del af aksen, har vi ¢ <0. Da den bl tangent har negativ
haeldning, er 5 <0. Da grafen skerer x-aksen to steder, er der to lesninger
til andengradsligningen, sa d > 0.

Grafen (c): Viserat a >0, da parablen vender grenene opad. Da grafen skerer y-aksen
pa den negative del af aksen, har vi ¢ <0. Da den blé tangent har negativ
haldning, er b <0. Da grafen tangerer x-aksen i ét punkt, har andengrads-
ligningen to lesninger, s& d =0.

Bemeerkning 2.16

En alternativ made at afgere, hvilket fortegn b og d har, er at udnytte formlen for top-
punktet for et andengradspolynomium, dvs. (3) i stning 2.6. Man observerer fortegnene
for koordinaterne x, og y, til toppunktet. Ud fra det og viden om fortegnet for a, kan
fortegnene for b og d findes. Interesserede laesere kan studere opgave 211.
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2.3 Faktorisering af andengradspolynomium

I dette afsnit skal vi se, at hvis et andengradspolynomium har mindst én reel rod, sa kan
det faktoriseres til et produkt af to ferstegradspolynomier.

Seetning 2.17 (Faktorisering af 2. gradspolynomier)

Givet et andengradspolynomium £(x) = ax® + bx +c . Hvis diskriminanten d > 0 kan
polynomiet faktoriseres pa folgende made:

9) f(x) = ax’ +bx+c = a-(x—x)(x—x,)

hvor x; og x, er redderne i andengradspolynomiet. Hvis d =0 og der dermed kun er
én rod, s bruges denne rod (ogsé kaldet en dobbeltrod) som bade x, og x, .

Bevis: Overladt til leseren 1 opgave 218 med lidt hjeelp til.

Eksempel 2.18

Saetning 2.17 er rigtig nyttig. Den kan undertiden bruges til at reducere tilsyneladende
komplicerede broker. Tag for eksempel breken
2x* +7x—4
—  x#—4
x+4

Det overlades til lzeseren at vise, at redderne i tzlleren 2x* +7x—4 er 1 og 4. Ifolge
(9) kan vi da foretage en omskrivning af teelleren, hvorefter reduceringer giver felgende:

27 +7x-4  2:(x=D-(x—=(-4) _ 2-(x—D)-(x+4) _
x+4 - x+4 - x+4

Vi far med andre ord et meget simplere udtryk, fordi faktoren x+4 forkorter vak.

Eksempel 2.19

Idéen i satning 2.17 kan bruges af matematiklaerere, som ensker at lave opgaver med
andengradsligninger til sine elever. Lad os sige, at lereren leder efter en andengradslig-
ning med losningerne —1,5 og 4. Sé& kan laereren udregne produktet af x minus den ene
losning og x minus den anden lgsning.

(x—(-15))-(x—4) = (x+15)-(x—4) = x> —4x+15x-6 = x> —2,5x—6

Det er klart, at andengradspolynomiet har de to redder —1,5 og 4, for hvis x er en af disse
to tal, vil en af faktorerne i udtrykket pé venstre side give 0! Kan man ikke lide kommatal
1 koefficienterne 1 andengradsligningen, kan man eventuelt vaelge at gange udtrykket med
2. Det vil tydeligvis ikke @ndre redderne:

2-(x*=2,5x—6) = 2x* —5x—12
Andengradspolynomiet har dermed de enskede radder —1,5 og 4. m
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Eksempel 2.20

I det tilfeelde, hvor man har at gere med en andengradsligning, hvor konstantleddet ¢ er
0, er der ingen grund til at benytte setning 2.17. Her kan man uden videre faktorisere ved
at sette x udenfor parentes og bruge nulreglen. Et eksempel er:

¥ -8x=0 < x(x-8)=0 & x=0v x-8=0 < x=0v x=8

Polynomiet P(x)=x*—8x har altsa redderne 0 og 8.

2.4 Det generelle polynomium af n'te grad

Som navnt har polynomier veret studeret intenst i matematikken igennem tiderne. Det
generelle polynomium af grad » er defineret séledes:

Definition 2.21 (n'te gradspolynomium)

1

En funktion pd formen: p(x)=a, -x"+a, - x"" + ...+ a,-x+a,, hvor koefficienter-

ne a,,a, ,,...,a, er konstanter og hvor a, # 0, kaldes for et polynomium af grad ».

n> “n—1°

I begyndelsen af 1900-tallet lykkedes det endeligt at levere et stringent bevis for Algebra-
ens fundamentalscetning. Denne beromte s@tning siger, at ethvert polynomium af grad »
(endda med komplekse koefficienter) har netop n redder — nar reddernes multiplicitet
telles med. Rodderne kan eventuelt vaere komplekse tal. Vi arbejder imidlertid kun med
reelle tal 1 denne e-bog, sé algebraens fundamentalsatning forteller os, at et polynomium
af grad n med reelle koefficienter hgjst har n reelle redder. Et eksempel er folgende tredje-
gradspolynomium:

(10) p(x) = 2x° =3x* —5x+6
eller folgende fjerdegradspolynomium:
(11) p(x) = x* —10x° +28x* = 70x +147

Men hvordan bestemmer man de eventuelle radder? Ja, vi kan selvfolgelig lase det med
vores CAS-vearktej, men dette vaerktej bygger netop pa vore forfaedres opdagelser. Vi har
allerede set pa formler til bestemmelse af redder for andengradspolynomier, men hvad
med polynomier af 3. grad og 4. grad? En formel til losning af en generel 3. gradsligning
blev i 1545 publiceret af italieneren Gerolamo Cardano (1501-1576) i hans matematiske
vaerk Ars Magna. Den var resultatet af bidrag fra flere italienske matematikere. Forsiden
af Cardanos veark ses pa naste side. Det lykkedes endvidere for Cardanos egen elev Lodo-
vico Ferrari (1522-1565) at finde en formel til bestemmelse af lgsningerne til en fjerde-
gradsligning. I meget lang tid derefter sogte man efter formler til bestemmelse af redderne
i polynomier af 5. grad og hejere grad. Det skulle vise sig at veere en umulig opgave ...
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tematiske tidsskrift Journal fiir die
reine und Angewandte Mathematik 1
aret 1826.

LRk

Niels Henrik Abel (1802-1829). Maler: Johan Gorbitz.
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Formlerne for tredje- og fjerdegradsligningerne er for komplicerede til at blive omtalt
narmere her. Den interesserede leser kan l&se om Cardanos formel til losning af tredje-
gradsligningen i [2] side 80-83. At der slet ikke findes en formel, som kan give lgsnin-
gerne til en generel femtegradsligning ud fra viden om koefficienterne i ligningen, betyder
ikke, at losningerne ikke findes. Algebraens fundamentalsatning siger jo netop, at de fin-
des. Der findes blot ikke nogen formel, der kan udtrykke dem eksakt — med de krav man
har til en sddan formel. Derimod er der altid mulighed for at bestemme losningerne nume-
risk, dvs. tilnermet med kommatal. For matematikere er der derimod ofte stor forskel pa
at have eksakte lgsninger og tilnermede lgsninger.

Seaetning 2.22

Et polynomium af ul/ige grad har altid mindst én reel rod.

Bevis: Dette indses nemt ud fra vor viden om, at alle polynomier er defineret for alle reelle
tal og er kontinuerte: Da p(x) — oo for x &> w0 og p(x) — —w for x — —o0, ma grafen for
polynomiet krydse x-aksen mindst et sted. Dette sted er en reel rod i polynomiet.

Bemaerkning 2.23

Faktisk kan man endda bevise folgende om polynomier med reelle koefficienter: Er gra-
den ulige, er der et ulige antal reelle redder. Hvis graden er lige, er der et /ige antal reelle
rodder. I begge tilfalde medregnes multiple redder. For eksempel mé alle tredjegradslig-
ninger med reelle koefficienter have enten 1 eller 3 reelle redder og alle fjerdegradslig-
ninger med reelle koefficienter ma have 0, 2 eller 4 reelle rodder.

Hvis 7 er rod i et polynomium p(x), kan p(x) faktoriseres 1 produktet af x—r og et
polynomium med en grad, som er én lavere. Kan man finde en rod i det sidstnaevnte
polynomium, kan ogsa dette polynomium faktoriseres, etc. Tredjegradspolynomiet (10)
pa en af de forrige sider har de reelle radder 1, 2 og —1,5, og kan faktoriseres séledes:

(12) p(x) = 2x° =3x* =5x+6 = 2-(x=1)-(x=2)-(x+1,5)

Man kan vise, at setning 2.17 kan generaliseres til polynomier af hgjere grad. Fjerde-
gradspolynomiet (11) har de reelle redder 3 og 7 og faktoriserer séledes:

(13) p(x) = x* —10x* +28x* =70x+147 = (x-3)-(x=7)-(x* +7)
Den sidste faktor x> + 7 kan ikke faktoriseres videre indenfor de reelle tal. I polynomiet
(14) p(x) = x* =9x° =15x* +53x =30 = (x=1)*-(x+3)-(x—10)

ser vi, at faktoren (x—1) forekommer to gange. Multipliciteten er 2, og vi kalder 1 for en
dobbeltrod. Denne rod skal altsa telles med to gange, nér vi taler om at multipliciteten
medregnes. Interesserede lasere kan i opgave 223 studere, hvordan man faktoriserer po-
lynomier — en teknik, der gar under navnet polynomiets division.
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2.5 Anvendelser af andengradspolynomier

Som allerede navnt 1 begyndelsen af dette kapitel dukker andengradspolynomier og an-
dengradsligninger op i overraskende mange sammenhange. Vi skal kigge pa en raekke
eksempler herpd. Derudover vil man kunne studere en anvendelse af andengradspolyno-
mier i Tema B.

Eksempel 2.24 (Kasteparabel)

Et af de mest beromte eksempler er kasteparablen. Nar der foretages et skrdt kast med en
bold, og der kan ses bort fra luftmodstand, viser det sig, at bolden gennemlgber en bane,
som er en del af en parabel. Pa figuren nedenfor er der lagt et koordinatsystem ind, sa x-
aksen er vandret, og bolden forlader personens hind i punktet (0, y,) . Til dette tidspunkt
har bolden en fart pd v, , og boldens retning er angivet ved vinklen o i forhold til vandret.

Man kan vise, at boldens bane er graf for polynomiet givet ved felgende forskrift:

g 2
15 X) = ————=—-x" +tan(a) - x +
(15) I s (0)-x+
hvor g er tyngdeaccelerationen 9,82 m/ s* . I det folgende antager vi, at en bold sendes
afsted med farten 14 m/s i en vinkel (elevation) pd 38°, og at bolden forlader handen i en
hejde af 1,90 m over jorden.

a) Hvor hejt nér bolden op over jordoverfladen, og hvor langt fra kasteren opnés denne
maksimale hgjde — underforstaet 1 vandret retning.
b) Bestem kastelengden, dvs. afstanden fra kasteren til nedslagspunktet.

Losning: a) Lad os udregne koefficienterne i andengradspolynomiet. Vi anferer ikke de
fysiske enheder, men underforstar SI-enheder:

a=-— & - 98 — ~0,04034234438
2vy - (cos(a)) 2-147 - (cos(38°))
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b =tan(a) = tan(38°) = 0,7812856266
c=y,=19

hvilket giver felgende andengradspolynomium:
(16) p(x) =—0,04034234438 - x* +0,7812856266 - x +1,90
Diskriminanten findes:
d = b*—4-a-c = 0,7812856266> —4-(—0,04034234438)-1,90 = 0,9170090476
Toppunktet kan dernaest bestemmes med sa&tning 2.6:
B 0,7812856266 0,9170090476

b d
X, , = —_, = —_ ,—
(17) (x0-30) ( 2a 4aj ( 2-(—0,04034234438) 4-(—0,04034234438)j
= (9,683195639;5,682670788)

Boldens maksimale hgjde er altsd 5,68 m og den opnés i afstanden 9,68 m fra kasteren.

b) Nedslagspunktet kan karakteriseres ved, at y =0 eller p(x)=0. Derfor skal vi lose
andengradsligningen —0,04034234438-x* +0,7812856266-x +1,90 = 0. Derfor benyttes
formlen i se@tning 10. For det forste ser vi, at der er to lesninger, da d > 0.

_ —b+d  —0,7812856266 + /09170090476 {21,55169148

(18) X =
2a 2-(—0,04034234438) —2,185300207

Den negative er en "kunstig" losning, som fremkommer, hvis man forlenger boldens
parabelbane bagud til skeering med x-aksen. Det er ikke ualmindeligt, at man ved anven-
delser af andengradsligninger far kunstige lesninger. Man skal blot argumentere og kas-
sere dem. Svaret pa delsporgsmalet er altsa at kastelengden er 21,55 m.

Bemeerkning 2.25

Nar vi kommer til differentialregningen skal vi se, at opgaven kan leses hurtigere. En
anden ting er, at tiden ¢ slet ikke indgar i formel (15). Dermed kan vi ikke stille spergsmal,
som vedrerer tiden. Det er en ulempe. Skal man have tiden i spil, skal man helst til at
kigge pa de sékaldte vektorfunktioner, som vi ikke behandler her.

Eksempel 2.26 x+10

Det oplyses, at l&engden i en rektangulaer plakat er 10 cm storre
end dens bredde. Endvidere er plakatens areal lig med 1500

1500 cm?
cm?. Bestem sidelengderne i plakaten. cm
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Losning: Vi satter bredden af plakaten til x. Dermed er dens leengde x+10. Idet vi un-
derforstar enheden cm, kan vi opstille folgende ligning:

(19) x-(x+10)=1500 < x*+10x=1500 < x*+10x—1500=0

En andengradsligning med disse koefficienter: a =1,b=10 0og ¢ =—1500. Diskriminan-
ten fas til: d =b*> —4-a-c=10>—4-1-(=1500) = 6100 . Sztning 2.6 giver:

—btJd  —10++/6100 34,05124838
X = = =
2a 2-1 —44,05124838

(20)

Den negative losning kasseres. Dermed er plakatens lengde 44,05 cm, mens dens bredde
er 34,05 cm.

Eksempel 2.27 (Haengebro)

De to midterste barekabler pa en hangebro danner en parabel under idealiserede forud-
setninger. Forudsatningen er at massen af barekablerne + de lodrette haengekabler kan
negligeres i forhold til massen af selve broelementet. Endvidere skal selve vejbanen vare
vandret og have samme massefordeling overalt. Dette kan med nogen tilnermelse siges
at veere tilfeldet for vor egen Storebaltsbro. I afsnittet 3.10 om anvendelser af differen-
tialregning kigger vi pd et argument for pastanden om en parabelbue. Den interesserede
leeser kan endvidere lave en model af en haengebro under Tema B.

Storebzltsbroens to midterste hangekabler hanger tilnsermelsesvist i en parabelbue
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Eksempel 2.28 (Radioteleskoper og paraboler)

Hvis man drejer en parabel om dens symmetriakse, far man en sikaldt omdrejningspara-
boloide. Denne form viser sig at veere overordentlig nyttig. Den bruges i radioteleskoper
til at fokusere og forsterke de meget svage radiosignaler fra rummet. Ud fra samme

grundidé benyttes formen 1 paraboler til modtagelse af TV-signaler fra satellitter. Hvis
man har et parabolformel spejl, kan man endda bruge det til at stege en bef i solskinsvejr!

tangenti P

Den egenskab, der glder for en parabel / strale 1
og som udnyttes i en parabol, er folgende:

Stréler, som er parallelle med parablens strale 2

A

akse, vil alle blive reflekteret af parablen,

sd den reflekterede strale rammer et fxl- strale 3

les punkt kaldet breendpunktet for parab-

len. Den interesserede laeser kan studere
egenskaben ngjere i opgave 234, hvor vi \
anvender softwaren GeoGebra. braendpunkt akse

>
>
%
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Eksempel 2.29 (Keglesnit)

Allerede 1 indledningen til dette kapitel om polynomier blev det nevnt, at grekeren Apol-
lonius af Perga (262 £ Kr.—190f.Kr.) indgdende studerede keglesnit. Han formulerede og
udledte en imponerende rekke af egenskaber for de fire keglesnit. Keglesnittene, hvoraf
parablen er den ene, kan bedst forklares ved at kigge pa figuren nedenfor til hegjre. Det
skal forestille den tredimensionelle situation projiceret vinkelret ind i en plan, sé keglen
bliver til en trekant. Er snittet vinkelret pd keglens (lodrette) akse, fas en cirkel. Er snittet
skrat, sd snittet gér ud gennem "siden" af keglen, fas en ellipse. Er snittet parallelt med en
af "siderne" i keglen (DE parallel med AB), fas en parabel. Endelig far man hyperblen
ved at foretage et snit, som ikke er parallelt med nogen af "siderne" og sa snittet ikke nar
ud gennem nogen af "siderne". I princippet kan keglen teenkes at vere uendelig lang.
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Keglesnit kommer 1 spil i mange sammenhange. Vi har allerede set eksempler pd hvor
parabler dukker op. Hvad angar ellipsen, sé kan det navnes, at en planet bevager sig i en
ellipsebane omkring Solen, med Solen i det ene ellipsens ene braendpunkt. Denne geome-
triske egenskab kan udledes (omend svert) ud fra gravitationsloven, der siger, at de to
himmellegemer pavirker hinanden med en kraft, som er proportional med produktet af de
to masser og omvendt proportional med kvadratet pa afstanden mellem deres centre.
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3.1 Historisk optakt

Allerede de gamle graekere havde konstrueret tangenter til de kurver, som fremkommer
ved snit i en kegle, dvs. dem vi kalder keglesnit. Der er tale om cirkler, ellipser, parabler
og hyperbler. Herefter skal man helt frem til 1600-tallet, for man stoder pé afgerende nye
fremskridt i1 teorien om tangenter. Med et udbygget matematisk symbolsprog og frem-
komsten af den analytiske geometri anfort af franskmandene Francois Viete (1540-
1603), René Decartes (1596-1650) og Pierre de Fermat (1601-1665) havde man faet nye
varktejer. Det vil fore for vidt at komme narmere ind pa de ellers interessante tidlige
bidrag til tangentbestemmelser. Den interesserede leeser henvises til [1] og [9]. De nye
fremskridt ansporede is@r to personer til uathangigt af hinanden at udvikle hver deres
version af det vi 1 dag kalder for differentialregningen. Der er tale om englenderen Isaac
Newton (1643-1727) og tyskeren Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Newton kender
vi i dag desuden som en af de storste fysikere igennem tiderne. Leibniz var et slags uni-
versalgeni, der var kyndig i discipliner som jura, teologi, fysik, historie, logik, filosofi og
matematik. Han opfandt endda en mekanisk regnemaskine. Den dag i dag er der stadig
diskussioner om, hvem af de to, der kom forst med differentialregningen. Mange af de
nye opdagelser indenfor omrédet blev da ogsé holdt hemmeligt eller forst udgivet langt
senere. Zren for at vaere faderen til den sakaldte infinitesimalregning, der hentyder til
"regning med uendelig sma storrelser” stod ud i lys lue allerede mens de to levede.

Isaac Newton (1643-1727) Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)

Igen skal vi ikke g nermere ind pé de to vidt forskellige mader, som Newton og Leibniz
udviklede differentialregningen pd. I dag ger man det nemlig pé en helt anden méde, som
er mere stringent og forstdelig. Som tidligere navnt i afsnit 1.6 var det blandt andet Augu-
stin Louis Cauchy (1789-1859) der fik differentialregningen formuleret via greenseveer-
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dibegrebet. Lad os slutte dette indledende afsnit her med at bemarke, af differentialreg-
ningen skulle vise sig at fi en betydning uden sidestykke i matematikkens historie. Et helt
nyt univers var dbnet. Nu kunne man bestemme toppunkter og monotoniforhold for funk-
tioner og emnet finder store anvendelser i fysik, skonomi, biologi og mange andre dis-
cipliner. Veeksthastighed er for eksempel et begreb, som eksisterer i alle disse omrader og
differentialregningen kan bruges til at beskrive og analysere de konkrete faenomener. Dif-
ferentialregningen foret ogsd den sékaldte integralregning med sig, og den har ligeledes
enorme anvendelsesomrader.

3.2 Lidt om tangenter og sekanter

Lad os lige vende tilbage til greekerne og deres forstaelse af begrebet en fangent. Her er
en tangent til en kurve en linje, der har et punkt felles med kurven, mens alle andre punk-
ter pd linjen ligger udenfor kurven. Som omtalt bestemte greekerne tangenter til keglesnit.
To af dem er vist herunder: Cirklen og ellipsen. Tangenten i et punkt pa cirklen har kun
¢ét punkt til feelles med cirklen, nemlig roringspunktet. For cirklen gaelder der den smukke
egenskab, at alle tangenter stdr vinkelret pd radien fra reringspunktet. For en ellipse gel-
der blandt andet den interessante egenskab, at tangenten halverer vinklen mellem de to
"straler", der gér gennem brandpunkterne og reringspunktet.

Lad os overveje situationen for en mere generel kurve som den pa figuren nedenfor. In-
tuitionen siger os vel, at en fangent 1 punktet 4 er den linje, der passerer igennem punktet
A og som "tangerer" kurven 1 den umiddelbare narhed af A. Det sidste er vist i zoom-
billedet omkring punktet 4: Lost sagt, sé er det sveert at se forskel pé linjen og kurven jo
taettere man er pa punktet 4.

/ Kurve C

~.

>
"
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Den bla linje er tangenten. Vi bemarker, at vi mé opgive grekernes krav om, at tangenten
kun mé have ét punkt til felles med kurven. At punktet rammer kurven i punktet C er
tilfeldigt og uvasentligt. Det afgerende er, at linjen "opferer" sig pa den rette made i
narheden af reringspunktet! Derimod vil vi betegne den orange linje igennem 4 og B som
en sekant. En sekant er helt simpelt en linje, der skerer igennem kurven i mindst to punk-
ter. Der er ingen krav om, hvordan linjen skal opfere sig i neerheden af skeeringspunkterne.
P4 zoom-billedet pa forrige side ser vi da ogsa, at sekanten danner en relativ stor vinkel
med kurven uanset hvor meget vi nermer os punktet 4.

Eksempel 3.1

Vi skal gere tingene mere pracise ved brug af grenseverdibegrebet. Kun kurver, som er
grafer for funktioner, vil blive betragtet. Vi skal specifikt betragte grafen for funktionen
f(x)=0,25x" og forsege at bestemme tangenten til grafen i punktet P, med koordina-
terne (1, £(1)) =(1;0,25). En ikke-lodret linje er som bekendt fastlagt af et punkt og en
haldning. Vi kender punktet £, men mangler haldningen. Da det skal vare svarere og
sverere at se forskel pd tangenten og grafen jo tettere man er pa x,, er det en narliggende
idé at udnytte punkter pa grafen til at bestemme tangentens haldning. Vi vil bestemme
heldningen af den sekant, som gar igennem reringspunktet £, og et andet punkt (x, f(x))
pa grafen. Forst vaelger vi x =3, hvilket giver grafpunktet (3, /(3))=(3; 2,25) . Heeld-
ningen af sekanten fés ved at bruge formlen for haeldningen a af en ret linje, kendt fra 1g:

V=N _ SR -/f) _ 2,25-0,25 _
X, — X 3-1 3-1

2
(1) a = o 1
Senere vil vi i gvrigt betegne denne tangenthaldning med udtrykket Ay/Ax, som er
forskellen i funktionsvardi divideret med forskellen i x-verdi. Den kaldes derfor ogsé for
differenskvotienten. Vi har dermed udregnet forste reekke 1 skemaet nedenfor. Vi bevager
os nu tettere pa reringspunktet ved at vaelge et x, som er taettere pa x, =1: Vi vaelger x til
at veere 2 og beregner den nye sekanthaldning:

Ay _ f@-fO) _1-025 _ 0,75

2 a=
@ Ax 2-1 2-1 1

= 0,75

hvormed vi far den anden rekke 1 skemaet. Vi forts@tter med at vaelge x-verdier taettere
og tettere pd x, = 1. Faktisk har vi nedenfor valgt at halvere afstanden i hvert trin. Det
behever man nu ikke. Husk at punktet (x,, f(x,)) = (L, £ (1)) = (1; 0,25) er det faste punkt,
mens punktet (x, £(x)) endrer sig fra reekke til reekke (beveegelige punkt).

X ‘ f(x) ‘ Ax Ay ‘ a ‘
3 2,25 2 2 1
2 1 1 0,75 0,75
1,5 0,5625 0,5 0,3125 0,625
1,25 0,390625 0,25 0,140625 0,5625
1,125| 0,31640625 0,125| 0,06640625 0,53125
1,0625 | 0,282226563 0,0625 | 0,032226563 0,515625
1,03125| 0,265869141 0,03125 | 0,015869141 0,5078125
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For hvert nyt valg af bevageligt punkt udregnes sekanthaldningen. Ved at betragte sidste
sojle med sekanth@ldningerne, kan vi se, at heldningerne godt kunne se ud til at nerme
sig til 0,5. Grafisk ser det séledes ud som vist pa figuren herunder. Man opdager, at de
orange sekanter ser ud til at "stabilisere sig", nér det bevagelige punkt kommer taettere
og tettere pd roringspunktet. Sagt mere praecist, sa ser det ud til, at sekanternes haldnin-
ger har en greensevardi, nar det bevaegelige punkt narmer sig til det faste punkt F.

Y

A

4
4

[é§]

f(x)=0,25-x /

[
N

At grenseverdien er 0,5 er som sagt bare en fornemmelse vi far ved at kigge i tabellen.
Vi kan dog ikke vere sikker pé det, for det ville betyde, at vi skulle fortsatte 1 det uende-
lige. Heldigvis kan man vere snedig og bevise helt pracist, hvorfor grenseverdien af
sekanthaldningerne virkelig er 0,5. I stedet for at regne videre i tabellen, veelger vi at
udtrykke det beveegelige punkt via den ubekendte x: P(x, f(x)). Vi opskriver et udtryk
for sekanthaldningerne eller differenskvotienten i dette tilfaelde:

Ay _ f)-f(D) _ 0,25x* 0,25
Ax x—1 x-1

Vi skal lade x naerme sig til 1. Det kan umiddelbart forekomme sveert at afgere hvad der

3) a =

sker med differenskvotienten, nér x naermer sig til 1. Vi kan imidlertid lese opgaven ved
at benytte tricket i eksempel 1.30 fra et tidligere afsnit om greensevardier: Vi faktoriserer
teelleren ved at bruge en kvadratsetning:

_ 0,25x* -0,25 _ 0,25-(x*-1) _ 5. XD (x=1)

@ e -1 -1 (x—1)

= 0,25-(x+1)

Det er meget nemt at afgore, hvad det simplificerede udtryk for a nermer sig til:
(5) a = 025-(x+1)—>0,25-(1+1)=0,50 for x —>1

Det onskede er dermed bevist. Sekanthaldningerne narmer sig virkelig til 0,5. Det er da
nerliggende, at definere, at heldningen af tangenten til grafen i punktet F, skal vare
0,50. Da vi har et punkt pd tangenten, nemlig reringspunktet £, (1; 0,25), kan vi desuden
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bestemme /igningen for tangenten til grafen i dette reringspunkt. Som bekendt er lignin-
gen for en ret linje, der gar igennem punktet (x,,y,) og har heldning a, givet ved:

(6) y=a-(x—xy)+,
Vi indsatter det, vi ved:
(7) y=0,5-(x-1)+0,25 < »p=0,5x-0,25

hvorefter ligningen for tangenten er bestemt. Hvis vi tegner bade grafen og tangenten i
samme koordinatsystem, kan vi da ogsa se, at det ser ud til at stemme:

Y

A

A
4

F(x)=0,25-x /

yd
AN

IN

3.3 Differentiable funktioner

I dette afsnit skal vi formalisere det, der skete i eksempel 3.1 i forrige afsnit, herunder
definere begrebet en differentialkvotient. Vi starter med nogle definitioner.

Definition 3.2
Med differenskvotienten for funktionen /i punktet x, menes breken

Ay @)= S ()

® Ax X=X,

Den kan omtales som tilveeksten 1 funktionsverdi (eller y-verdi) divideret med tilveek-
sten 1 x-veerdi og kan tolkes som hceldningen af sekanten gennem de to graf-punkter

By (xo, [ (xp)) og P(x, f(x)) .
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Definition 3.3

En funktion f'siges at vere differentiabel i punktet x,, sifremt differenskvotienten for
f1 x, har en grenseverdi for x — x, . I s& fald kaldes grenseverdien for differential-
kvotienten for fi x,, og den betegnes med f"(x,):
. ([ Ay
9 ' = lim| —
9) £(x0) gn( ij

Differentialkvotienten laeses "fmarke i x,". Hvis fer differentiabel i ethvert punkt af
sin definitionsmangde, s siges f at vare differentiabel — uden angivelse af et punkt.

Definition 3.4

Antag at funktionen f'er differentiabel i x,. Da vil vi sige, at grafen for fhar en tangent

1 Fy(x,, f(x,)), og den defineres som den linje, der gar igennem punktet £, og som
har heldningen f'(x,).

Yy
4
sekant
f(.X) tangent
~J0)
» X

I eksempel 3.1 fra forrige afsnit fandt vi, at funktionen givet ved f(x)=0,25x> har dif-
ferentialkvotienten 0,5 i punktet x, =1. Det betyder, at vi kan skrive f'(1)=0,5, hvilket
leeses som: "f merke i punktet 1 er lig med 0,5".

Bemerkning 3.5

Differentialkvotienten kaldes ogsa ofte for den afledede. 1 visse ssmmenhange ser man
ogsé betegnelsen df/dx i stedet for f'(x,). Det var den betegnelse, som Leibniz benyt-
tede, da han udviklede differentialregningen. Man skal dog passe pa ikke at opfatte det
som en brgk mellem to sterrelser.
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I arbejdet med at bestemme differentialkvotienter skal vi gere brug en fremgangsméade,
som kan betegnes tretrinsreglen.

Tretrinsreglen

1. Opskriv udtrykket for differenskvotienten % = M

2. Reducér udtrykket for differenskvotienten fra punkt 1 passende.
3. Afger om det reducerede udtryk for differenskvotienten har en graenseveerdi for

x —> x, eller hvad der er det samme: Ax — 0. Hvis grensevardien eksisterer,
settes den lig med f'(x,).

Seetning 3.6

Funktionen f(x)= x> er differentiabel i ethvert punkt x, € R, og differentialkvotien-
ten er givet ved f'(x,) =2x,.

Bevis: Vi bruger tretrinsreglen ovenfor:

1. Differenskvotienten:

Ay f)-fx) _ X -x
Ax

2. Reduktion: & = xz—xg - (x+x) - (x—Xp)
Ax

= x+x0

R A
3. Grensevardi: Vi konstaterer, at Ey = X+x, = X, +x,=2x, for x > x,.

Da grensevardien eksisterer, konstaterer vi, at f'er differentiabel i x,), og at differen-
tialkvotienten i x,, er ligmed f'(x,)=2x,.

Det gnskede er dermed vist.

Eksempel 3.7

Setning 3.6 fortzller os med andre ord, at haeldningen af tangenten i punktet P (x,,x;)
pa grafen er ligmed f'(x,) = 2x,. Man kan indsette et hvilket som helst tal pa x,'s plads:
Vardien x, =2 giver for eksempel punktet F,(2,4) pé grafen, mens tangentens heldning
idette punkter f'(2)=2-2=4. Setter vi derimod x, =—1, fas grafpunktet £, (-11), og
tangenthaldningen i dette punkt er f'(—1)=2-(—1)=-2. Begge tangenter er indtegnet
pa figuren pa neeste side.



68 © Erik Vestergaard

»
»
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~

/

\\\

Seetning 3.8

Funktionen f(x)=1/x er differentiabel i ethvert punkt x, # 0, og differentialkvo-
tienten er givet ved f"(x,)=—1/x2.

Bevis: Vi bruger tretrinsreglen igen:

11
1. Differenskvotienten: Ay SO/ X %
Ax X=X, X=X,
1 1 X X Xg—X
2. Reduktion: ¥ = X Yo _ XX XX _ X%
Ax X=X, X=X, X=X,
_ Xo— X o mxy) 1
(x=xy)-x-x, (x—x5)-x-x, XX,
3. Gransevardi: Vi konstaterer, at y_ 1 - - ! =—L2 for x — x,.
Ax XX, X+ X, X,

Da grensevardien eksisterer, konstaterer vi, at f'er differentiabel 1 x, # 0, og at dif-
ferentialkvotienten 1 x, er ligmed f'(x,) = —1/ xg .

Det enskede er dermed vist.
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Seetning 3.9

Funktionen f(x)= Jx er differentiabel i ethvert punkt x, >0, og differentialkvoti-

enten er givet ved:
1

f (XO):m

Bevis: Overlades til l@seren i1 opgave 304.

Da vi for eksempel i s@tning 3.6 udledte udtrykket for differentialkvotienten til funktio-
nen f(x)=x" fandt vi frem til svaret f”(x,)=2x,. Nar vi fremover bruger differential-
kvotienten til lasning af opgaver, vil vi ofte bare skrive f'(x)=2x. Under beviset var vi
nedt til at sztte et indeks pa x for at kunne skelne mellem det faste punkt og det bevaege-
lige punkt.

Eksempel 3.10

I eksempel 3.7 sa vi, at vi kan bruge differentialkvotienten til at bestemme tangenthaeld-
ninger i bestemte punkter pa grafen. Vi kan imidlertid ogsd omvendt bestemme de punk-
ter, hvori en graf har en given tangenthaldning. Lad for eksempel f(x)=1/x. Vi vil
bestemme x-koordinaterne til de punkter pd grafen, hvor tangenten har heldning —2.

flx)=-2 < —%:—2 & -1=-2x" & =1 & x=+[1 =20,7071
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Bemerkning 3.11 (Differentiabilitet er en lokal egenskab)

Det er vigtigt at notere sig, at differentiabilitet er en "lokal egenskab", forstaet pa folgende
méde: Om en funktion er differentiabel i et punkt x, og i givet fald sterrelsen af differen-
tialkvotienten, athaenger udelukkende af, hvordan funktionen ser ud i et nok s lille abent
interval indeholdende x,. Dette fremgér direkte af greensevardibegrebet, som blev gen-
nemgaet i afsnit 1.6 i kapitel 1. Omvendt er det ikke nok bare at kende funktionsvaerdien
1 punktet x,. S& det er ikke en punktegenskab.

Eksempel 3.12

Det er pa tide at se et eksempel pé en funktion, som ikke er differentiabel i et bestemt
punkt. Det klassiske eksempel er funktionen f(x)= |x , kaldet numerisk x. Der er tale om
en funktion, som alternativt kan skrives som en "gaftel-forskrift":

x for x>0

—x for x<0

(10) fx) = {

pi<

For ikke-negative x-vardier er funktionen lig 5
med x og for negative x-vardier er funktio- 4

nen lig med —x . Hvis man tegner grafen, op- s

dager man, at den har en kant 1 x, =0. Vi vil
vise, at funktionen ikke er differentiabel i ne-

top dette punkt. For at differenskvotienten

t > X
y. 4

skal kunne have en grensevardi for x > 0,

=1

er det nadvendigt, at det er den samme gren-

sevaerdi man fér, uanset om man lader x naerme sig til O fra hgjre eller fra venstre. Lad os
kigge pa differenskvotienten i tilfeelde af, at det beveegelige punkt x ligger henholdsvis til
hajre og til venstre for 0:

A _ S0-fO) _x-0 _

11 ix x—0 . x—OO
0. N f@-fO -0 _
Ax x—0 x—0

For det forste ser vi, at differenskvotienterne er konstante; de athaenger slet ikke af det
bevagelige punkt x. Derfor er grensevardierne af dem folgende:

(12) &—H for x > 0" mens £—>—1 for x >0
Ax Ax

Da grenseverdierne fra hajre og venstre er forskellige, har differenskvotienten ingen
grensevaerdi for x > 0 og dermed er funktionen ikke differentiable i x, = 0. Funktionen
er imidlertid differentiabel i alle andre punkter end 0.
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Tilbage 1 historien troede man faktisk leenge, at hvis en funktion var kontinuert, s métte
den ogsa kunne differentieres. Denne vildfarelse hanger dog ogséd sammen med, at selve
funktionsbegrebet var under udvikling i 1800-tallet. For eksempel blev en funktion defi-
neret ved en gaffelforskrift opfattet som en slags fupnummer. Men sa kom den tyske ma-
tematiker Karl Weierstrass (1815-1897) i 1871 med en funktion pd en form, som man
indtil da accepterede fuldt ud. Han viste at funktionen er kontinuert i ethvert punkt, men
ikke er differentiabel i noget punkt! Det var et chok for matematikverdenen! Pa den made
kan man sige, at udviklingen af funktionsbegrebet og differentialregningen foregik side-
lebende og er endt med den velpolerede teori, vi har 1 dag. I opgave 312 kan man studere
Karl Weierstrass' "syge" funktion 1 sit CAS-varktej.

Seetning 3.13

Lad f'vere en funktion. Da gelder: f differentiabel 1 x, = f kontinuertix,

Bevis: Antag at funktionen f er differentiabel i x,. Da md differenskvotienten for 11 x,
have en endelig grensevardi for x — x,. Vi kalder denne granseverdi for a. Vi skal
vise, at sd er fogsd kontinuert 1 x,,. Ifolge definitionen af kontinuitet, skal vi redegere for,
at f(x) = f(x,) for x > x, , eller hvad der er det samme, at Ay — 0 for Ax — 0. Det sid-
ste fremgér af (19) fra afsnit 1.6.

(13) Ay:%-Ax—)wO:O for Ax—0

Det enskede er dermed vist.

Bemeerkning 3.14

Implikationen i satning 3.13 kan ikke udvides til en biimplikation. Der gelder nemlig
ikke, at hvis f'er kontinuert i x,, sd mé f ogsd vaere differentiabel 1 punktet. Dette fremgér
direkte af eksempel 3.12! Vi konkluderer, at udsagnet om, at en funktion er differentiabel
i et punkt, er et steerkere udsagn end at sige, at f'er kontinuert i punktet.
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Figuren pd forrige side viser grafen for en funktion f. I punktet x, er funktionen ikke
defineret. Derfor er funktionen hverken kontinuert eller differentiabel her. I punktet x,
er f derimod bade kontinuert og differentiabel. Man kan definere en tangent i punktet. I
punktet x; er f kontinuert, da grafen er ssmmenh@ngende omkring punktet. Derimod er
fikke differentiabel 1 x;, da grafen har en spids her. Det er ikke muligt at tegne eller
definere en tangent her. I punktet x, er funktionen ikke kontinuert, da "grafen springer"
her. Ifelge s@tning 3.13 kan f derfor heller ikke vaere differentiabel 1 x, . Endelig er der
endepunktet x;: Funktionen er kontinuert her, da grafen er sammenhangende omkring
punktet. Differentiabel er funktionen umiddelbart ikke her, da det vil kreeve, at der findes
lidt plads pa hver side af punktet, hvor funktionen er defineret. Man kan dog godt indfere
differentiabilitet fra venstre ved kun at kraeve, at differenskvotienten har en grensevaerdi
for Ax - 0™, og man vil ogsd kunne indfere en halvtangent i x5, men det er ikke noget,
vi vil komme til at bruge meget, hvis overhovedet.

Eksempel 3.15
Vi har givet grafen for en funktion, men har ingen kendskab til forskriften.

a) Afles f'(-5) pa grafen.
b) Bestem ved afleesning losningerne til ligningen f'(x)=0,5.

Losning: a) Vi tegner pa bedste vis tangenten til grafen for /i punktet (-5, f(=5)). En
trekant tegnes for at bestemme tangentens haldning. Trekanten tegnes forholdsvis stor
for at reducere usikkerheden. Vi ser, at y vokser med 3, hver gang x vokser med 1. Altsa
er f'(=5)=3.b) Vi skal bestemme x-verdierne til de grafpunkter, hvori tangenten har
haeldning 0,5. I praksis kan det gores ved et vilkarligt sted at tegne en linje med heeldning
0,5 (y-tilveekst pa 1, hver gang der er en x-tilvaekst pa 2). Herefter parallelforskydes linjen
til tangering med grafen, hvilket omtrent sker i punkterne x =—-2,3 ogi x=35,0.

y
A
o !
9 /f
. /
T /
AT N /
A/
: 5 /
/
/ ' N Z
/ T
Ax=1 ! .
/ |
75//-543210 } 7 0¥
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3.4 En ligning for tangenten

I definition 3.4 gav vi en helt stringent definition af begrebet en tangent til grafen for en
funktion i et punkt x,. I det folgende skal vi udlede en faerdig formel for dens ligning.

Seetning 3.16 (Tangentens ligning)

Lad f vare en funktion, som er differentiabel i x,. Grafen for f har da en tangent i
punktet F(x,, f(x,)) med ligning

(14) y=1"(x) (x=x0) + f(x)

Bevis: Vi bruger den velkendte formel fra 1g for ligningen for en ret linje med haeldning
a, gaende igennem punktet (x,,y,) . Det eneste vi skal gore er at indsatte det vi ved: At
tangenten gar gennem punktet (x,, /(x,)) og at haeldningen er lig med f'(x,):

(15) y=a-(x=x)+y, < y=["(x) (x=x)+f(x)

hvorefter det onskede er vist. Bemark lige, at det er x og y, som er variable i udtrykket
(14), mens de gvrige storrelser blot reprasenterer konstanter!

Eksempel 3.17 (Tangent og approksimerende forstegradspolynomium)

Vivil gerne bestemme ligningen for tangenten til grafen for funktionen f(x)= Jx , x20
1 punktet £, (1, /(1)) . Hertil f&r vi brug for bade funktionsverdien og differentialkvotien-

ten 1 punktet x, =1. Et udtryk for differentialkvotienten har vi fra setning 3.9.
1

= = ! -— -1
f)=\1=1, f'q) Nt

(14) giver folgende udtryk for tangentens ligning: y=1-(x-1)+1 & y=1x+1.

y

A

2
I

N

p(2)—__ ]
S
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P4 figuren pa forrige side er tangenten indtegnet sammen med grafen for f. Det er vel-
kendt, at tangenten er en tilnermelse til grafen i nerheden af reringspunktet. Den linezre
funktion, der har tangenten som graf, kaldes derfor ofte for det approksimerende forste-
gradspolynomium til {1 punktet x,. Bemark at et forstegradspolynomium betragtet som
funktion er det samme som en linear funktion! Ordet "approksimere" kan oversattes med
"tilnerme". I vores eksempel er det approksimerende forstegradspolynomium til /1 punk-
tet x, =1 givet ved p(x)=1x+5.Forxinarhedenaf I er p(x) altsa en god tilnaermelse
til funktionsvaerdien f(x). Lad os se pa nogle fa eksempler:

x=2: f(2)=+2=1414214 p(2)=12+1=15 forskel: 0,085786
x=11: f(L)=yL1=1,048809  p(L1)=1-1,1+1=1,05 forskel: 0,011191
x=1,01: f(1,01)=4/1,01 =1,004988 p(1,01)=1-1,01+1=1,005 forskel: 0,000012

Det forste eksempel er markeret pa figuren. Eksemplerne antyder, at forskellen mellem
f(x) og p(x) kan blive vilkarlig lille, blot x er tilstreekkelig tet pa x, =1.

Bemerkning 3.18

Man kan faktisk generalisere ovenstadende til at approksimere en funktion med et n'te
gradspolynomium i et punkt x,. Derved kan man opné en endnu bedre approksimation.
Emnet omhandler Taylorpolynomier, som det dog vil fere for vidt at komme naermere ind
pa i denne e-bog.

»
»

Eksempel 3.19

Lad f(x)=x". Bestem den vinkel,
som tangenten til grafen for /1 punktet
P (1,5; £(1,5)) danner med x-aksen. N

L

a
~—
—~

Losning: Det overlades til leseren at \
overbevise sig om, at der gelder fol-
gende formel for en linjes haldning a
som funktion af den vinkel v linjen

/
w
~—

—
~—

danner med x-aksen:

(16) tan(v) =a

/
/ / !
Da hzldningen af tangenten i £, her - - ® / ) > X
er f'(1,L5)=2-1,5=3 fas:

v=tan'(a) =tan"'(3) =71,6°

Opgaven kan naturligvis ogsa klares
med en solve-kommando.
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3.5 Monotoniforhold og lokale ekstrema

Inden vi gar videre med at bestemme differentialkvotienter for andre funktioner end det
lille udpluk af funktioner, vi sa pa i afsnit 3.3, skal vi se, hvordan differentialregning kan
bruges til at bestemme monotoniforhold og lokale og globale ekstrema for differentiable
funktioner. I afsnit 1.4 i kapitel 1 blev begreberne defineret. De fleste vil nok have en
umiddelbar forestilling om, at egenskaben at en funktion er voksende eller aftagende i et
interval ma haenge sammen med tangenthaldningerne til grafen i intervallet. Vi skal
undersoge, hvad man helt pracist kan konkludere.

Seaetning 3.20

Lad f'vaere en funktion, som er differentiabel i et abent interval /. Da gelder:

a) fervoksendeil/ = f'(x)>0 forallexel
b) feraftagendei/ = f'(x)<0 forallexel

Bevis: a) Lad x, vere et vilkérligt tal 1 intervallet /. Nér vi valger et andet tal x 1 inter-
vallet, kan vi pd s&dvanlig vis udregne x-tilveksten Ax = x —x, samt funktionstilveeksten
Ay = f(x)— f(x,). Viantager, at f'er voksende i /. Hvis x valges til venstre for x,, sé vil
bade x-tilvaeksten og funktionstilvaeksten vere negative, som det fremgér af den venstre
del af figuren herunder. Nar man dividerer noget negativt med noget negativt, fir man
noget positivt. Derfor er differenskvotienten ogsa positiv: Ay/Ax > 0. Eller grafisk: Se-
kanthaldningen er positiv! Velger vi derimod x til hejre for x,, sd vil bade x-tilvekst og
funktionstilvaekst vare positive, som det ses pd figuren nedenfor til hejre. Nar man divi-
derer noget positivt med noget positivt, far man igen noget positivt. Derfor far vi igen en
positiv differenskvotient: Ay/Ax >0, dvs. positiv sekanthaldning.

" "
Jx)
S(x) JS(x)
Jx)

I alle tilfeelde vil differenskvotienten dermed vare positiv. I setningen er det antaget, at f
er differentiabel 1 hele /, dermed specielt i tallet x,. Det betyder, at differenskvotienten
har en greensevardi for Ax — 0. Denne graensevardi er nadt til at vaere mindst 0, for en
rekke af positive tal (differenskvotienterne) kan umuligt have en grenseverdi, som er et
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negativt tal. Vi konkluderer at f”(x,)>0. Da x, var vilkarligt valgt i intervallet /, har vi
hermed bevist a). beviser for b) kerer pa analog vis og overlades til laeseren.

Eksempel 3.21 y

»
»

Den opmerksomme laser vil have bemarket, at der i ¢

setning 3.20 figurerer > og < i stedet for > og <. Det

kan virke overraskende. En voksende funktion kan 3 /
altsd godt have et punkt x,, hvori differentialkvotien- /

ten er lig med O eller sagt med andre ord: hvor der er /

tangenthaldning 0. Et klassisk eksempel er funktio-
nen f(x)=x". Viskal senere se, at funktionen er dif-
ferentiabel i hele R med f'(x) =3x” som differential- /
kvotient. I punktet x, =0 er differentialkvotienten lig ) /’“
med 0: f'(0)=3-0>=0, men funktionen er faktisk
voksende i hele R! I punktet x, =0 er x-aksen tangent

til grafen! Umiddelbart kan det virke forkert: man er /
vant til at tangenter forbliver pa den ene side af gra- /
fen, 1 det mindste 1 n@rheden af reringspunktet. Men /

det er altsd hensigtsmaessigt at tillade at tangenter kan
skere igennem grafen. Det helt afgerende er, at

4

tangent og graf bliver mere og mere sammenfaldende
1 nerheden af reringspunktet, noget lost formuleret. Definitionen pé differentiabilitet sik-
rer det. I gvrigt siger man, at funktionen har en vandret vendetangent 1 x, =0. Umid-
delbart for punktet x, =0 vil tangenten dreje én vej, hvorefter den efter punktet drejer 1
den stik modsatte retning.

Saetning 3.20 er god at have, men det ville have varet endnu mere nyttigt at have en
setning, som gar den anden vej rundt, dvs. udtaler sig om monotoniforhold pa baggrund
af fortegnet pa differentialkvotienten. Heldigvis gelder sddan en s@tning ogsé:

Seaetning 3.22 (Monotonisatningen)
Lad f'vere en funktion, som er differentiabel i et 4bent interval /. Da gaelder:

a) f'(x)>O0forallexel = fervoksendeil
b) f'(x)<Oforallexel = f eraftagendeil
¢) f'(x)=0forallexel = ferkonstantil/

Er den ene ende eller begge ender af intervallet / endelig, kan hejresiderne udvides til
at geelde i det udvidede interval 7, som indeholder endepunkterne — sifremt f'er kon-
tinuert 1 det udvidede interval.

Bevis: Setningen synes nasten selvindlysende. Hvis differentialkvotienten for eksempel
er positiv overalt i intervallet /, vil tangenten til grafen have en positiv haeldning overalt i
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intervallet, hvorfor det synes klart, at funktionen mé vare voksende i /. Det er imidlertid
sveert at bevise. Det skyldes at differentiabilitet er en "lokal egenskab" (se bemarkning
3.11), mens monotoni er en mere global egenskab. Den interesserede laser kan konsultere
opgave 326* for et stringent bevis. Det involverer brug af en middelveerdiscetning.

I afsnit 1.4 sa vi ogsa pa begrebet lokalt ekstremum, som enten kan vere et lokalt maksi-
mum eller et lokalt minimum. Til forskel fra et (globalt) maksimum er et lokalt maksimum
1 x, defineret ved, at f'blot skal have et maksimum 1 x,, nir man begrenser funktionen
til et vilkarligt lille bent interval omkring punktet. Tilsvarende med et lokalt minimum.
Men hvordan hanger det sammen med differentiabilitet? Jo der gaelder:

Seetning 3.23

Lad f'vare en funktion, som er differentiabel i et punkt x,. Da galder:

(16) f har lokalt ekstremum ix, = f'(x,)=0

Bevis: Igen virker setningen fuldsteendig selvindlysende: Ved en "lille lokal bund" eller
"lille lokal top" pé en graf vil der nedvendigvis veere en vandret tangent. Vi skal dog give
et stringent bevis for tilfeldet, hvor f'har et lokalt maksimum i x,. Beviset for et lokalt
minimum er helt analogt. Lidt i stil med beviset for setning 3.20 kan vi velge x pa hen-
holdsvis venstre og hajre side af x, og se, hvilken betydning det har for differenskvo-
tienten. Vi ser, at differenskvotienten er negativ, nér x er pa hejre side og positiv, nar x er
pé venstre side af x,. Igen kan det oversattes grafisk til sekantheldninger.

%i Ax <0 Ax>0
70e) Ay<0 70c) Ay<0
J&) | Y f(x) Y
i—y> 0 A—y< 0
X Ax
Zy 5 Zy
/ ~— / ~—
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Vi ved, at fer differentiabel 1 x,,. Derfor mé differenskvotienten have en grenseverdi,
for Ax — 0. Denne grenseverdi skal veere den samme, uanset hvilken side man nermer
sig til 0 fra. Den eneste mulighed er da, at grenseverdien ma vare 0. Dermed har vi
bevist, at f'(x,)=0.

Bemeerkning 3.24

Implikationen i s&tning 3.23 kan ikke vendes om, dvs. der geelder ikke, at hvis differen-
tialkvotienten er 0 i et punkt x,, sd har f et lokalt ekstremum i punktet. Funktionen i
eksempel 3.21 er et godt modeksempel pa det. En anden interessant erkendelse fra ek-
sempel 3.21 er, at en funktion ikke behever vaere konstant noget sted, selvom der er et
punkt, hvori differentialkvotienten er 0. Er funktionen det derimod i et dbent interval, s&
er funktionen konstant i dette interval, jf. setning 3.22 c).

Seetning 3.25

En funktion, som er kontinuert i et /ukket interval har bade et maksimum og et mini-
mum i intervallet.

Bevis: Ogsa denne s@tning kan synes meget naturlig, da man 1 et interval kan tenke pa
en kontinuert funktion som havende en sammenhangende graf. Generelt er setningen
dog vanskelig at bevise, sa vi undlader det.

Figuren nedenfor til venstre illustrerer situationen: fer kontinuert pa det lukkede interval
[a,D]. Vi ser, at funktionen har minimum i x = ¢ og maksimum i x = b . Figuren til hojre
forklarer derimod, hvad der kan ske, hvis intervallet ikke er lukket. Her er f defineret pa
intervallet [a,b[ . Funktionen har godt nok et minimum i x = @ men har intet maksimum
— det skal forestille, at f'har en lodret asymptotei x=5.

y y

A A

——————r)
S¥
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Med ovenstaende teoretiske resultater er det pa tide at kigge pé deres praktiske anvendel-

ser 1 forbindelse med at bestemme monotoniforhold og eventuelle lokale og globale ek-
strema for aktuelle funktioner. Her er fremgangsmaden ofte folgende:

Monotoniforhold i praksis

Bestem de x € Dm( f'), hvori grafen har vandret tangent, dvs. hvor f'(x)=0.
Lav en fortegnslinje for f”'(x), hvorpa definitionsmengden er indtegnet samt
de punkter, hvor der er vandret tangent.

Fortegnet for f”(x) i hvert af de intervaller fra definitionsmengden, som er
ad skilt af punkterne, hvor f'(x)=0, mangler at blive bestemt. Det gares ved
i hvert af intervallerne at indsette en selvvalgt x-veerdi i f'(x). Fortegnene
indsattes 1 fortegnslinjen omtalt under punkt 2.

Monotoniforholdene opskrives ud fra tallinjen for f”(x). Funktionen er vok-
sende i de intervaller, hvor fortegnet er + og aftagende i de intervaller, hvor
fortegnet er —. Endepunkterne skal her medtages, sdfremt f er kontinuert (evt.
blot fra den relevante side) i punktet. Foreckommer kombinationen + 0 + pa
tallinjen for f'(x) skal intervallerne slds sammen. Tilsvarende med — 0 —.

Lokale/globale ekstrema i praksis

5.

Lokale ekstrema: Underseg punkter x,, hvor f'(x,)=0.Hvis f” har fortegns
variationen + 0 — omkring x,,, sa er der lokalt maksimum 1 x,. Hvis fortegns-
variationen derimod er — 0 +, er der lokalt minimum 1 x.

Globale ekstrema: Underseog funktionsvaerdierne i punkter, hvor f'(x)=0
samt "enderne af definitionsmangden". Det kan vere en funktionsvaerdi i et
endepunkt af et interval, greensevardien af funktionen for x gdende imod et tal
eller —oo eller oo. Det vises bedst i eksempler nedenfor.

Bemaerkning 3.26

Forudsetningen for at metoden under punkt 3 ovenfor virker er, at /" ikke skifter fortegn
i de omtalte intervaller. Tankegangen er, at hvis f” er henholdsvis negativ og positiv i to
punkter i et interval, s& ma der vere et punkt imellem de to, hvor f'(x)=0. Men disse

har vi jo allerede indregnet! Her har vi stiltiende forudsat, at f* er kontinuert i interval-

lerne! Heldigvis er det opfyldt for stort set alle de funktioner, vi kommer til at arbejde
med. Hvis funktionen er to gange differentiabel er dette for eksempel opfyldt, jf. setning

3.13 — anvendt pa funktionen f”.

Pa figurerne pa naste side er angivet nogle mulige variationer af fortegn for f” i et punkt
X,, hvor grafen har vandret tangent. I princippet kunne differentialkvotienten ogsd vaere

0 til hejre og/eller venstre side af x,,, men disse lidt specielle tilfalde er ikke interessante
1 denne forbindelse.
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Eksempel 3.27

Betragt funktionen f(x) = %x“ —%xz + x —2 . Vi skal bestemme monotoniforhold og be-
stemme eventuelle lokale og globale ekstrema for funktionen.

Da der ikke er oplyst noget interval at betragte funktionen i, s& ma vi selv bestemme
definitionsmengden. Den er klart hele R, da alle vaerdier af x kan sattes ind i forskriften.

Nedenfor bruger vi ikke tid pd selv at differentiere og lose ligninger, men lader vores
CAS-verktoj gore arbejdet.

Monotoniforhold
Steder med vandret tangent:

f'(x)=0 & x==2vx=1

Differentialkvotienter i mellemliggende punkter:

f(=3)=-8, f'(0)=1, f'(2)=2

Heraf far vi folgende fortegnslinje for f:

v

| - ;
/@ - o '

+ 0 -
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Heraf ses:
fer aftagende i |—o0,—2]
fer voksende i [-2,00[

Lokale og globale ekstrema

Funktionsverdierne i de interessante punkter:

f(=2)=-5 Y
£(1)=-1,625

Vi ser:

f har lokalt maksimum 1 x=-2 med

veaerdi —5.

Funktionens opfersel for x > —© og 4

\
\
\
/fhar vandret vendetangenti x=1. \\
\
\
\

for x > oo:

lim f(x)=o

X—>—0 \

lim f(x) = oo

X—>00 \

Heraf ser vi: / 4

/f har intet maksimum.
f har (globalt) minimum 1 x =-2 med

veaerdi —5. 6

Bemaerkninger 3.28

Det bemaerkes, at hvis man som i eksempel 3.27 har fortegnsvariationen + 0+ eller for
den sags skyld — 0 — omkring et punkt, hvor grafen har vandret tangent, s& skal monotoni-
intervallerne omkring punktet slds sammen til ét! Angdende funktionens opfersel for x
gdende imod *oo, s kan det ogsa nemt forstis uden brug af CAS-varktej: Vi har at gore
med et polynomium og her vil leddet af hejeste grad altid "vinde", nar der indsattes
tilstraekkeligt store positive/negative tal. Dette ses helt tydeligt af omskrivningen:

It 32 g oyt L2
g X 4x+x2—x(84 2T 37

X X X

Parentesen vil klart gd mod ¢ for x — —oo eller x — oo. Da graden af hojeste-gradsleddet
%x“ er et /ige tal, vil grensevardien for hele udtrykket vaere +oo, hvad enten vi lader
x — —o eller x — oo. Funktionen antager med andre ord vilkarligt heje verdier, hvorfor
funktionen ikke har noget maksimum. En sidste ting, der lige skal n@vnes er, at et CAS-
veerktej sandsynligvis vil skrive losningerne til f'(x) =0 som -2, 1, 1. Atroden 1 skrives

to gange skyldes, at polynomiet f'(x) har 1 som dobbeltrod.



82 © Erik Vestergaard

Eksempel 3.29

Betragt funktionen f(x)=x’—3x+In(x), x ]0,3] . Vi vil bestemme monotoniforhold
og eventuelle lokale og globale ekstrema for funktionen.

Monotoniforhold
Steder med vandret tangent:

f'(x)=0 < x=0,4661781481 v x=1,908482912

Differentialkvotienter i mellemliggende punkter:

f'0,1)=9,43 f'1H=-2 [f'(2)=0,5

Heraf far vi folgende fortegnslinje for f:

X ‘ 0 0,466 1,908 3
/@) 5+ 0 - 0+
Heraf ses:

fer voksende i ]0;0,466] og i [1,908;3]
fer aftagende i [0,466; 1,908]

Lokale og globale ekstrema

Funktionsverdierne i de interessante punkter:
£(0,4661781481) =—1,313842825 y
£(1,908482912) =-3,329331722
f£(3)=1,098612289

»
»

Vi ser: f
f'har lokalt maksimum i x = 0,466 l >
med vaerdi —1,314. ) 1
fhar lokalt minimum i x =1,908
med vaerdi —3,329.

—

Funktionens opfersel for x — 0" : ' /
lim f(x)=-o \ /
x—0" 3

Funktionen har altsd en lodret asymptote1 x =0

Heraf ser vi:

fhar maksimum i x =3 med vaerdi 1,099. 5

/ har intet minimum.
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Bemaerkninger 3.30

Igen kunne vi godt selv have forudsagt funktionens greenseverdi uden brug af CAS-verk-
tgj. Det er velkendt, at den naturlige logaritmefunktion gar mod —o for x gdende mod 0
fra hejre. Eftersom polynomiedelen klart gér mod 0 for x — 0" har vi, at hele funktionen
vil gd mod —oo for x — 0" . Dermed antager funktionen vilkérligt sma verdier, si der ikke
findes et minimum. Eksempel 3.29 illustrerer ogsa et af de tilfelde, hvor funktionen an-
tager sin maksimumsverdi i et intervalendepunkt, her x = 3. Det er med andre ord vigtigt
ogsé at udregne funktionsverdier i endepunkter af intervaller — vel at maerke indenfor
funktionens definitionsmangde.

Eksempel 3.31
Vis at funktionen f(x)=0.1-x>—0.6-x> +1.8-x—3 er voksende.

Som s@dvanlig undersgger vi for vandrette tangenter:

flx)=0 & L=g
Ligningen har ingen losninger, og det er ikke fordi CAS-verktejet ikke kan finde dem.
Der er ingen reelle losninger! Da funktionen er defineret pa hele R, har vi altsa ikke noget
punkt at seette ind pa fortegnslinjen for f”. Vi udregner derfor kun differentialkvotienten

i et enkelt punkt: f'(0)=1,8. Da det er et positivt tal og /1 evrigt har en kontinuert afledet,
ser fortegnslinjen for f” altsa séledes ud:

* |
1 | +

Det viser at funktionen er voksende 1 hele sit interval, ogsé jf. setning 3.22.

3.6 Funktionsundersogelser

I forrige afsnit har vi allerede varet godt i gang med et par af de elementer, man sedvan-
ligvis vil undersoge, nér man bliver bedt om at foretage en funktionsundersogelse af en
funktion. En mere fuldkommen liste vil indeholde felgende punkter:

Funktionsundersggelser

e Definitionsmangde

e Nulpunkter

e Monotoniforhold

e Vandrette og lodrette asymptoter
e Lokale og globale ekstrema

e Vazrdimangde

o Graf
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Vi har 1 hej grad udnyttet funktionens differentiabilitet samt at differentialkvotienten er
kontinuert. Vi skal da ogsa stadig antage, at de betragtede funktioner har disse "pane"
egenskaber. Lad os se pa et eksempel, hvor vi undersgger de gvrige punkter i listen
ovenfor.

Eksempel 3.32

Givet funktionen. f(x)=0.5x +3—x2 . Foretag en funktionsundersegelse af /.
x —

Losning: Vi gennemgar punkterne i skemaet ét efter ét. Igen antages det, at vi har et CAS-
veerktej til radighed.

1. Definitionsmaengden

Vi ser, at det eneste problem, der kan opsta er, at naevneren kan blive 0:
N=0 & x-2=0 & x=2

Altsa ma vi udelade 2 og far dermed: Dm(f)= R\{2}.

2. Nulpunkter
f(x)=0 & x=-4v x=0

Dermed har funktionen nulpunkteri x=—4 og x=0.

3. Monotoniforhold
Vi undersoger for vandrette tangenter:

f'(x)=0 < x=-1,464101615 v x=5,464101615

Differentialkvotienter i mellemliggende punkter:

£1(=2)=0,125 f'(0)=—-1 f'3)=-55 f(6)=0,125

Heraf fér vi folgende fortegnslinje for f:

x ‘ 1,464 2 5,464
f@) + 0 - 1 - 0+
Heraf ses:

fervoksende i |—o0;—1,464] ogi [5,464; [
fer aftagende i [-1,464;2[ ogi |2;5,464]

4. Vandrette og lodrette asymptoter

Der er mulighed for en lodret asymptote i x = 2, hvor funktionen ikke er defineret:

lim f(x)=-o lim f(x)=o0
x—2" x—=2"
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De konkluderes, at der er en lodret asymptote i x=2.

Angaende vandrette asymptoter, sd underseger vi funktionsverdien for x — too:

lim f(x)=—0 lim f(x)=o

x—>—00

Vi konkluderer, at der ikke er nogen vandrette asymptoter (sa skulle mindst en af graen-
serne have veret et fast tal).

5. Lokale og globale ekstrema
Vi udregner funktionsvardierne i de punkter, hvori der er vandret tangent:

£(~1,464101615) = 0,5358983845
£(5,464101615) = 7,464101615

Af fortegnslinjen for /' under punkt 3 ser vi:
fhar lokalt maksimum i x =—1,464 med vardi 0,536.
fhar lokalt minimum i x = 5,464 med veaerdi 7,464.

6. Verdimaengde

Verdimangden er som bekendt mengden af alle de y-verdier, som kan opnés ved ind-
settelse 1 funktionsforskriften. Vi har at gere med en differentiabel funktion, som dermed
ogsé er kontinuert. Derfor er grafen sammenhcengende 1 de intervaller, hvori fer defineret,
dvs. her ]-o0,2[ og ]2,00[. Via monotoniforhold, de lokale ekstrema og de udregnede
grenseverdier fir vi verdimangden til at vaere foreningsmangden af to intervaller:

Vm(f) =]-o0; 0,536] U [7,464; [

7. Graf

Grafen er vist nedenfor. Man genkender, at grafen skerer x-aksen i —4 og 0 (nulpunkterne)
samt stederne for lokalt minimum og lokalt maksimum. Den lodrette asymptote er desu-
den tegnet ind som en stiplet lodret linje.
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Bemeerkning 3.33

Igen kunne man godt have forudset den lodrette asymptote i eksempel 3.32 uden brug af
CAS-verktej. Nar man lader x naerme sig til 2 fra heojre, vil n@vneren nerme sig til 0 fra
hgjre. Da telleren nermer sig til 6, som er positiv, vil hele breken nerme sig til +oo. Det
andet led, vil nerme sig til 1.5, hvorfor hele udtrykket vil naerme sig til +oo. Tilsvarende
argumenteres for, at f(x) gar mod —o for x — 2~ . Enanden ting: /' er negativ pa begge
sider af x = 2. Det betyder dog ikke at vi kan smaekke de to intervaller sammen til ét, hvor
funktionen er voksende, for f'er ikke defineret 1 2! Det er altsd ikke samme situation som
i eksempel 3.27.

Bemerkning 3.34

Det skal tilfojes, at man ogsa kan f4 flere former for CAS-vaerktej til at udregne uligheder.
Det kunne have veret brugt til at udregne monotoniintervallerne i dette og forrige afsnit.
Vores hidtidige metode fungerer dog pant og giver overblik.

Eksempel 3.35
Bestem definitionsmangden for funktionen %(x) =+/10x —x .

Losning: Vi kan betragte funktionen /4 som varende sammensat af de to funktioner f og
g, hvor g(x)=10x—x" er den indre funktion og f(y)= \/; er den ydre funktion, jf. af-
snit 1.5. Som bekendt kan man ikke tage kvadratroden af et negativt tal indenfor mengden
af reelle tal. Derfor er Dm(f)=[0,00[ . Vi skal alts4 sikre os, at den indre funktion ikke
giver noget negativt. Derfor loser vi uligheden 10x — x* > 0 . Ifolge Bemaerkning 3.34 kan
man fa sit CAS-varktej til at give svaret: x € [O,IO] . Der er dog her tale om en anden-
gradsulighed, s& man kan ogsé lgse den manuelt som sédan (se eksempel 2.14). En tredje
metode kan vare at bruge en metode analog til den, vi tidligere har brugt til at bestemme
monotoniforhold med — denne gang vel at marke for funktionen og ikke dens differen-
tialkvotient: Altsa lave en fortegnslinje for g(x) ved at lese g(x) =0 og derefter udregne
funktionsvaerdier omkring lgsningerne ... Under alle omstendigheder ender vi med sva-
ret: Dm(h) = [0,10].

3.7 Leer at bruge solve i en mere avanceret kontekst

Vi er vant til at bruge et CAS-vaerktej til at lose en simpel ligning, hvor der er én ubekendt,
ofte x. I dette afsnit skal vi se, hvordan man kan bruge solve til at lase mere komplekse
opgaver. Det kan vare i1 forbindelse med at lose sdkaldte parameteropgaver. Her har man
at gore med en funktion, hvori der figurerer én eller flere parametre, som betyder, at man
1 principper har at gore med en hel familie af funktioner, parametriseret ved én eller flere
parametre. Man soger s& blandt denne familie af funktioner en funktion, som opfylder
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noget bestemt. Ikke sjeldent vil det endda munde ud 1 at lese to ligninger med to ube-
kendte. Kunsten bestar i at gennemskue, hvilke ligninger man skal stille op og lese med
solve-kommandoen. Vi skal se pd en reekke eksempler.

Eksempel 3.36

Lad f(x)=-x"+2x.Bestem q, s linjen y =—x+a er en tangent til grafen for /.

Losning: Vi s@tter p(x)=—-x+a. Det at linjen
er tangent til grafen for £, kan vi karakterisere

ved, at der er et ukendt punkt x, (ferstekoordi-

naten til reringspunktet), hvori funktionerne f
og p bade har samme funktionsvaerdi og samme / N\

differentialkvotient. Bade a og x, er ukendte, - o > X

men Vi har ogsa to ligninger. De kan lgses med / \
et CAS-varktoj: K

p(xo) =S (x0) A P'(x0) = ["(xo) [ \
0 :
a=225n x,=1,5

Tegner vi graferne for de to funktioner kan vi da ogsa se, at det stemmer. Roringspunktet
fas til £(1,5;0,75).

Bemearkning 3.37

Man kunne naturligvis ogsé have tenkt saledes i problemstillingen i eksempel 3.36: Tan-
genten har klart heldning —1, uanset verdien af a. Derfor seges en tangent til grafen for
f, hvis haeldning er —1. Derfor lases ligningen f'(x)=-1, som vil give lgsningen 1,5.
Denne verdi kan indsattes 1 forskriften for £, hvorefter y-verdien til reringspunktet haves.
Dernast kan @ nemt bestemmes. Denne metode krever imidlertid, at man kan lese lig-
ningerne én ad gangen. Det er ikke muligt i opgave 361. Det er mere uniformt at lose
opgaven som vist ovenfor. Man skal typisk opskrive de to ligninger, foruden at fortaelle
varktejet, hvad de to ubekendte er. Det kunne se ud noget i stil med:

solve({p'(xp) = /"(%y), P(x) = f (x)} {50, 4}
Zndring af parameteren a bevirker 1 ovrigt en parallelforskydning af grafen for /1 ek-
semplet ovenfor!

Eksempel 3.38

Givet funktionen f(x)=e"* —a-x. Bestem parameteren a, saledes at grafen for f gér
igennem punktet (5,0).
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Leesning: Oplysningen karakteriseres ved, at vi skal have f(5)=0. Efter at have defineret
funktionen, kan vi derefter lose ligningen f(5)=0 med hensyn til a:

£(5)=0 < a=2,436498792

Det overlades til leeseren at tegne grafen for f med den anferte veerdi af a. Sa skulle grafen
gerne ga igennem punktet (5,0).

Eksempel 3.39
+ : . .
Lad f(x)= x2 a3 . Bestem a saledes, at funktionen har et lokalt maksimumi x =3.
X"+

Losning: Vi karakterer oplysningen til at der skal gaelde f7(3)=0. Efter at have defineret
funktionen loses ligningen med hensyn til a:

£ (3)=0 < a=-1

Tilbage er naturligvis at pavise, at f med denne vaerdi af a virkelig har lokalt maksimum.
Dette overlades til leseren. Tegnes grafen for a =—1 ser det saledes ud, hvor der dog
ikke er samme skalering pd akserne:

A

03

0:
/ I ———
AV
1 > X
0o 9 8 -fr 6 -5 -4 -3 -2 10
— =01
\\
\ =0-
™\ /

N 03
\\ .

=05

Eksempel 3.40

Lad f(x)=1x+1x>-2x+a. For hvilke verdier af a har f netop tre nulpunkter?

Losning: Denne gang er situationen svarere. for hvordan skal vi karakterisere oplysnin-
gen med de tre nulpunkter matematisk? For det forste ser vi, at parameteren a blot er lagt
til 1 forskriften. Det betyder, at en @ndring af a blot vil bevirke en parallelforskydning af
grafen i y-aksens retning. Vi kan preve at tegne grafen for tilfeeldet a =0, dvs. hvor a
ikke er tilstede. Det giver grafen vist pa neaste side. Det overlades til leeseren at vise, at
funktionen har lokalt maksimum i x = -2 med veerdi 1 og lokalt minimum i x =1 med
verdi —Z. Det indses, at man kan flytte grafen opad med { eller nedad med 1, for

grafen rammer x-aksen i mindre end 3 punkter. Derfor er svaret pa opgaven, at a skal

10 7

Y [ for at f'netop har tre nulpunkter.

ligge i1 det abne interval ]—
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Eksempel 3.41

Lad f(x)=v4-x*,x€ [—2, 2] . Det oplyses at grafen for f'har en tangent, som passerer
igennem punktet (5,0) . Bestem tangentens ligning.

Losning: Som s@dvanlig gelder det om at omsatte oplysningerne til ligninger og gore
sig klart hvilke ubekendte der er. Lad grafen for ferstegradspolynomiet p(x)=a-x+b
reprasentere tangenten. Kald x-koordinaten til tangentens reringspunktet for x,. Funk-
tionerne p og f skal have samme funktionsverdi og tangenthaldning i x,, hvilket giver
ligningerne p(x,) = f(x,) og p'(x,) = f'(x,) . Endelig fas ligningen p(5)=0 ud fra op-
lysningen om punktet, som tangenten skal passere igennem. De ubekendte er a, b og x; .
Derfor geelder det om at lgse tre ligninger med tre ubekendte. Vi far:

p(x))=f(x)) A P'(x0)=f"(x)) A p(5)=0
)
a=—0,4364357805 A b=2,182178902 A x,=0,8

I praksis skal man i sit CAS-vaerktej forst definere funktionerne f og p og derefter typisk
lose ligningssystemet med en kommando noget i retningen af:

SOlve({p’(xo) = f’('xO)ﬂ p(xo) = f(xO)a p(s) = O} 7{x07a:b})
hvor bade ligninger og de ubekendte oplyses.
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3.8 Regneregler for differentiation

Hidtil har vi kun udledt differentialkvotienterne for et ganske lille antal funktioner, her-
under x* og 1/x. Men hvad med for eksempel folgende funktioner: 5-x% eller x* +1/x.
Er vi nedt til at ga tilbage til tretrinsreglen for at undersgge, om disse funktioner er diffe-
rentiable og 1 givet fald bestemme deres differentialkvotienter? Svaret er heldigvis ne;j.
Der gelder nemlig nogle meget handy regneregler for differentiable funktioner, som vi
skal udlede i dette afsnit og som letter vores arbejde med at differentiere vasentligt!

Saetning 3.42 (Sum, differens og konstant-reglen)

Lad f'og g vere to funktioner, som er differentiable i x,, og lad k vaere en konstant.
Da er funktionerne f +g, f — g samt k- f differentiable i x, med folgende differen-
tialkvotienter:

a)  (f+8) (%) =1"(x)+8(x)
b) (f —g)(x))=/"(x))—&'(x))
o) (k- f)(xp)=k-f"(xp)

Bevis: Vi ngjes med at bevise a). Beviset for de to evrige overlades til laeseren i opgave
368. For simpelheds skyld kalder vi sumfunktionen for 4 :

h(x)=(f +g)(x) = f(x)+g(x)
Ifolge tretrinsreglen skal vi gribe fat i differenskvotienten for 4. Eftersom der kommer

flere differenskvotienter i spil 1 beviset, anbringer vi et indeks pa funktionstilveksten for
at fortaelle, hvilken funktion, den herer til. Vi omskriver:

Ay, h(x)=h(x,)
Ax Ax
(S +8)x) = (f +g)(xp)
Ax
(/) +g(x) =/ (x) +g(xy))
Ax
_ S =S G) +8(x) — g (%)
Ax
fO)= 1), 2()-2(x)
Ax Ax

(17)

I'linje 4 har vi havet parenteserne i teelleren og byttet lidt rundt pa reekkefelgen af leddene.
I linje 5 er der blevet sat pa hver sin brekstreg. I linje 6 registrerer vi, at vi i linje 5 faktisk
har summen af differenskvotienterne for henholdsvis f og g. Det er faktisk hele idéen i
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beviset, nemlig at omskrive differenskvotienten for den funktion, vi ikke ved noget om —
nemlig sumfunktionen /4 — til et udtryk, som vi ved noget om. Men hvad ved vi om diffe-
renskvotienterne for f'og g? Jo vi ved, at f og g er differentiable i x,,. Dermed har deres
differenskvotienter en greensevaerdi, nemlig henholdsvis f”(x,) og g'(x,) for Ax > 0:

A
(18) S -

™ ~ . - f'(xy)+g'(xy) for Ax >0

Eftersom differenskvotienten for 4 har en greensevardi for Ax — 0, er sumfunktionen 4
differentiabel i x, og differentialkvotienten for / er lig denne graenseverdi, altsa:

(19) h(x0) = f"(x9) + 8 (%)

hvormed a) er bevist.

Eksempel 3.43

Med sxtning 3.42 er vi pludseligt blevet i stand til at differentiere et vaeld af nye funktio-
ner. Regel a) siger, at "differentialkvotienten af en sum er lig med summen af differen-
tialkvotienterne". Regel b) siger det tilsvarende om en differens, mens regel ¢) godtger,
at vi "kan saette multiplikative konstanter udenfor":

(2] = () a(2) = 2me(-5) = 2
(x=5) = (x) =(5) =1-0=1

(S-xz) = 5-(x2)’ =5-2x = 10x

Det naste sporgsmal, der kan traenge sig pa, er, om differentialkvotienten af et produkt er
produktet af differentialkvotienterne? Det viser sig ikke at vaere tilfaeldet. Men der gaelder
alligevel en smuk satning:

Saetning 3.44 (Produktreglen for differentiation)

Lad f og g vere to funktioner, som er differentiable 1 x,. Da er produktfunktionen
f - g differentiabel i x, med differentialkvotienten givet ved

(20) (f-2) (%)= 1'(x0) g(x0) + £ (x0) - g'(%)

Bevis: Den overordnede idé i beviset er den samme som i beviset for satning 3.42 a), blot
er det mere teknisk kompliceret her. Vi lader 4 reprasentere produktfunktionen:

h(x)=(f-g)(x)= f(x)-g(x)



92 © Erik Vestergaard

Vi regner pa differenskvotienten for 4 :

Ay, _ h(x) = h(xy)

Ax Ax
_ 0= -8)x)
Ax
_ @80~ (%) g(x)
Ax
S8~ /() g0 + /(%) () = £ ()& (xy)
Ax
@8- 1(0)8() | f00) 80~ [(%) &)
Ax Ax
0= f0) 8@ | fx) ()~ g(x)
Ax Ax
LSOO o g, D=8

- %-g(x) " f(x@-%f

Ilinje 4 er et ekstra led (markeret med redt) bade trukket fra og lagt til, hvilket ikke aendrer
pd noget. I linje 5 er der sat pa hver sin brekstreg. I linje 6 er en falles faktor i telleren
sat udenfor parentes — 1 begge breker. I linje 7 er den falles faktor sat helt ned bagved
eller foran breken. Derved genkender vi i linje 8 differenskvotienterne for fog g.

Eftersom bade f'og g er antaget differentiable 1 x,,, s& ved vi, at differenskvotienterne har
en grensevardi for Ax — 0. Da g er differentiabel i x,,, er funktionen ogsa kontinuert i
punktet ifolge setning 3.13. Der gelder med andre ord: g(x) — g(x,) for Ax - 0. I det
andet led er f(x,) bare en konstant! Alt 1 alt konkluderer vi, at det sidste udtryk 1 udreg-
ningerne ovenfor virkelig har en greenseverdi for Ax — 0:

ey - %‘-gm v f(xo)'% = f'(%) g+ (5 8'(%,) for Ax =0

Vi konkluderer, at produktet af funktionerne f og g er differentiabel i x, med den angivne
differentialkvotient.

Beviset ovenfor er vigtigt, fordi det illustrerer vigtigheden af at vare pracis. Resultatet
er uventet — man kan ikke altid forlade sig pa sin umiddelbare intuition. Produktreglen
kan udtrykkes noget i retningen af felgende: "Man differentierer et produkt ved at diffe-
rentiere den forste funktion, lade den anden sté plus lade den ferste funktion sta og diffe-
rentiere den anden". Vi skal snart se eksempler pé, hvor brugbar denne regel er. Forst vil
vi dog uden bevis anfere en tilsvarende regel for, hvordan man differentierer en kvotient.
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Satning 3.45 (Kvotientreglen for differentiation)

Lad fog g vare to funktioner, som er differentiable i x,,. Antag desuden at g(x,) # 0.
Da er produktfunktionen f/g differentiabel i x, med differentialkvotienten givet
ved

22) (1j () = L) 830) =/ (50)-¢'Cxy)
g (g(xo))

Bevis: Overlades til den interesserede laeser i opgave 370.

Eksempel 3.46

Med produktreglen og kvotientreglen er vi blevet i stand til at differentiere en lang raekke
af nye funktioner. Lad os for eksempel se pa forskellige positive potenser af x. Fra opgave
302 ved viat (x) =1, og fra setning 3.6 ved vi, at (x*)' = 2x . Vi kan bruge produktreglen
for differentiation i saetning 3.44 til at bestemme differentialkvotienten for x°, idet vi kan

skrive funktionen som produktet x-x*:

(23) @) =(x-x*) =(x) ¥ +x-(x*) =1-x* +x-2x =x7 +2x* =3x°
Derfra kan vi ga videre:
(24) ) =(x-x)Y =(x) - +x-(x*) =1- x> +x-3x% = x° +3x° = 4x?

Sadan kunne vi fortsaette. Ja vi kunne endda gere det for hele, negative potenser af x (se
opgave 371). Vi skal dog stoppe her og nejes med at formulere resultaterne 1 den vigtige
setning nedenfor.

Seetning 3.47

For ethvert n € Z er funktionen f(x)=x" differentiabel, og differentialkvotienten er
givet ved f'(x)=n-x"".

Bevis: Vingjes med indikationerne pa s@tningens rigtighed i eksempel 3.46 ovenfor. Den
interesserede laser kan lose opgave 372 for et ngjere bevis.

Saetning 3.47 er uhyre vigtig, og vi vil komme til at bruge den meget fremover. Faktisk
gaelder setningen ogsé for ikke-heltallige vaerdier af n, dvs. den galder for generelle po-
tensfunktioner, men det vil vi gemme til neste afsnit. Hvorfor er den vigtig? Jo det er
fordi polynomier spiller en stor rolle i matematik, og et polynomiums "bestanddele" er
netop faktorer pa formen x". Vi skal se n@rmere pa det i naeste eksempel.
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Eksempel 3.48

Vi ensker at differentiere f(x)=2x". Konstantreglen fra satning 3.42 siger, at vi kan
sette konstanten 2 "udenfor", og sa ellers bare differentiere x* ved hjalp af satning 3.47:

(25) (2'X4)’=2'(x4)':2o4x4_1 :8_)C3

Konstantreglen er benyttet til forste lighedstegn. Effekten af det, der er sket kan illustreres
saledes:

FE traek 1 fra i potens

(2x*) - 8x°

Har vi derimod et polynomium med flere led, som 1 nedenstdende tilfelde, sa bruger vi
desuden sumreglen og differensreglen fra differentiation fra satning 3.42:

Qx*+x7 =3x2+3x+5) = 2x*) +(x°) =(3x*) +Bx) +(5)
(26) = 8x° +3x> —6x+3+0

= 8x°+3x>—6x+3

Normalt vil vi faktisk skrive resultatet uden mellemregninger, fordi processen forekom-
mer s nerliggende. Differentierer vi et polynomium, far vi altsé altid et nyt polynomium
med en grad, som er én mindre.

m
Eksempel 3.49
Lad os se pé et par eksempler mere:

(10x> =2x% +11x+6)" = 30x* —4x* +11

(-3x° +8x* = 7x? =5) = —15x* +32x° —14x
Men satning 3.47 kan ogsé bruges i tilfzeldet med negative eksponenter og 0:

(x24+5x " —14+42x%) = —2x'—5x? —0+4x
= —2x ' —5x7 +4x
m

Eksempel 3.50 (Et gensyn med andengradspolynomier)

Med differentialregningen som redskab, kan vi nu nemt pé en alternativ made bevise den
toppunktsformel for en parabel, som er opgivet i s@tning 2.6. For et generelt andengrads-
polynomium f(x)=a-x*+b-x+c,a#0 har vi f'(x)=2ax+b. 1 parablens toppunkt
geelder der ifolge setning 3.23, at f'(x) =0. Vi lgser derfor ligningen:

(27) f'(x)=0 © 2ax+b=0 f'(x)=0 < 2ax+b=0 < x:_—b

2a
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For at bestemme y-koordinaten til toppunktet, indsettes x-vardien i forskriften:

b Y b
f(x) = a-x*+b-x+c = a-(——] +b~(——]+c
2a 2a
2 2 2
28) LA SN B N
4a 2a 4a 4a 4a
_ b +4ac  —(b’-4ac) _ d
4a 4a 4a

Vi overlader detaljerne til leeseren. Vi mangler at bevise se@tning 2.9 fra kapitel 2. Her
pastas det, at b kan fas som tangenthaldningen i (0,c) . Det er nemt at verificere:

29) £1(0)=2a-0+b=b

Hvorved det enskede er vist.

Lad os betragte eksemplet f(x)=0,5x* +3x—2. Det gier folgende diskriminant:

d=b*—4ac=3"-4-05-(-2)=9+4=13

b d 3 13
Toppunkt: | ——,— | = | — ,— = (-3;-6,5
PP ( 2a 4aj [ 2-0,5 4-0,5] ( )

Grafen er tegnet nedenfor, og vi ser, at det stemmer at tangenten til grafen i skarings-
punktet (0,—2) med y-aksen er lig med 3.

T l
\\\

'
o®

Vi mangler endnu en differentiationsregel, nemlig den for sammensatte funktioner. Be-
grebet sammensat funktion kiggede vi pd i1 afsnit 1.5 1 kapitel 1. Der gelder folgende:
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Saetning 3.51 (Differentiation af sammensat funktion)

Antag at funktionen g er differentiabel i x,,, og funktionen f‘er differentiabel i punktet
Yo = &(x,) . Da er den sammensatte funktion fog differentiabel i x, med folgende
differentialkvotient:

(30) (fog) (xo)=f(g(x))&'(x))

Bevis: Beviset er kompliceret, sa vi udelader det.

Reglen kan sprogligt udtrykkes noget i retningen af felgende: "Man differentierer en sam-
mensat funktion ved at differentiere den ydre funktion, sette den indre funktion ind og
gange med den indre funktion differentieret":

ydre funktion differentieret
med indre funktion indsat  indre funktion differentieret

(f °g )/(xo) :} /(gJExo)S fg ,(J;Co)\

Der er en hel del situationer, hvor denne regel er nedvendig for at kunne differentiere en
given funktion. Vi skal se pa nogle eksempler pa brug af reglen.

Eksempel 3.52
Givet funktionen A(x)=+/x*+1. Bestem differentialkvotienten.

Vi kan betragte denne funktion som verende sammensat af den ydre funktion f(y)= \/;
og den indre funktion g(x)=x”+1.Man kan opskrive folgende:

Ydre:  f(3)=+[y . f’(y)zﬁ

Indre: g(x)=x>+1, g'(x)=2x

Heraf fas:

’ 1 2x X
h! — ° — ! .o! = —'2 = =
(x) = (fog) (0) = [(g(x))-&'(x) 2.4/x%+1 * 2402 +1 x4l

Bemearkning 3.53

I eksempel 3.52 har vi benavnt den variable i den ydre funktion med y. Dette er udeluk-
kende af paedagogiske arsager. Man kunne saledes sagtens have kaldt den variable for x:
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1
2-x

Men ved at kalde den y, kan man bedre forstd, at man indsatter y = g(x) = x> +1.

f)=vx, fl(x)=

Eksempel 3.54

Lad h(x)=(4x—5)’. Vi ensker at differentiere funktionen.

Vi kan betragte 4 som en sammensat funktion af den ydre funktion f(y)=)" og den
indre funktion g(x)=4x-5.

Ydre:  f(y)=)’, f'(»)=3y’
Indre: g(x)=4x-5, g'(x)=4
Heraf fas:

H(x) = (fog) (x) = f(g(x)-g'(x) = 3-(4x-5)’

I dette tilfeelde kunne man have startet med at have ganget parenteserne i udtrykket for
h(x) ud, og efterfolgende have differentieret funktionen som et polynomium ifelge set-
ning 3.47. Det ville imidlertid have givet et meget stort arbejde. Sa derfor er det meget
smartere her at bruge reglen for differentiation af sammensat funktion.

3.9 Differentiation af specielle funktioner

Med teknikken fra afsnit 3.8 fik vi kraftigt udvidet maengden af de funktioner, vi kan
differentiere, men spargsmalet er stadig, hvordan man differentierer funktioner som e”,
a”, sin(x), cos(x), tan(x), In(x), etc. Det vil vi kigge pé i dette afsnit.

Seetning 3.55

Den naturlige eksponentialfunktion f(x)=e" er differentiabel for alle x € R med
differentialkvotient f’'(x)=¢".

Bevis: Vivil ikke bevise setningen fuldsteendigt, da det er lidt kompliceret. Vi vil derimod
bevise den under den antagelse, at vi allerede ved, at f er differentiabel i x, =0 med
differentialkvotient 1. Det er det samme som at sige, at heeldningen af tangenten til grafen
i punktet (0,1) er lig med 1. Pa figuren pé naste side er graferne for tre forskellige ekspo-
nentialfunktioner afbildet. Det "naturlige" ved den med grundtal e =2,7182818... er ne-
top, at den har den "pane" differentialkvotient 1 1 x, =0, og som folge heraf har sig selv
som differentialkvotient.
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L

~

/ hzeldning 1

Antagelsen om at f'(0) =1 kan vi bruge til at konkludere, at differenskvotienteni x, =0
har greenseverdien 1 for Ax - 0:

A fO-fO) _ fA)-fO) -1
Ax x=0 Ax

€2y

idet x = x, + Ax = 0+ Ax = Ax . Vi vil herefter benytte potensreglerne til at finde differen-
tialkvotienten 1 ethvert punkt x, € R . Igen starter vi med differenskvotienten:

& — f(x)_f(xo) _ f(x0+Ax)—f(x0) _ exo+Ax_ex(J
Ax X=X Ax Ax

Ax Ax Ax
e et —e" e -(e™ 1) x (e -1
= = =e"-

(32)

— e forAx—0
Ax Ax

hvor vi har udnyttet, at parentesen netop er differenskvotienten i 0. Ifelge (31) ved vi, at
den gar mod 1, nar Ax — 0. Sterrelsen e™ er fast, dvs. athaenger ikke af Ax . Derfor fas,
at differenskvotienten i x, gar mod e™ for Ax — 0. Vikonkluderer, at f'er differentiabel
i x, og at differentialkvotienten er lig med greenseverdien, dvs. e™ . Det enskede er der-
med vist: f'(x,)=e".
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Seetning 3.56

Den naturlige logaritmefunktion f(x)=In(x),x € ]0,0[ er differentiabel i ethvert
punkt i definitionsmeengden med differentialkvotient f'(x)=1/x.

Bevis: Vivil ikke bevise s@tningen her. Den interesserede laser kan studere opgave 381%,
hvor det ogsa introduceres, hvordan man differentierer en omvendt funktion.

Seetning 3.57

Lad ke R vere en konstant. Da er funktionen f(x)=¢"™ differentiabel for alle
x € R med differentialkvotient f'(x)=k-e"~.

Bevis: Funktionen kan betragtes som en sammensat funktion, hvor den indre funktion er
g(x)=k-x, mens den ydre funktion er i(y)=¢e".

Ydre:  h(y)=e”, W(y)=¢"
Indre: g(x)=k-x, g'(x)=k

Ved af brug af reglen for differentiation af sammensat funktion i s@tning 3.51 fés:

(33) S'(x)=(hog) (x)=h(g(x))-g'(x) ="k

hvormed det onskede er vist.

Bemearkning 3.58

Man kan omskrive en generel eksponentialfunktion a”, hvor a >0, til en funktion pa

k-x

formen ", som folgende omskrivning viser:

(34) at = (eln(a) )x _ phn(@)x

hvor vi har udnyttet at e* og In(x) er hinandens omvendte funktioner: ™ =4 .1 (34)
er k altsa lig med In(a) . Grunden til at funktionen pa formen ¢ er sarlig interessant er,
at den ofte foretreekkes fremfor funktionen pa formen a* . Ved anvendelser kan man nem-
lig bruge forstnevnte form med enhed, mens det ikke er muligt i sidstnavnte. Et eksempel
fra kernefysikken er den velkendte henfaldslov: N(t) =N, -e”*"_ Den beskriver hvordan
antallet af radioaktive kerner aftager eksponentielt med tiden. Her reprasenterer ¢ tiden,
og k kaldes henfaldskonstanten. Hvis ¢ indseattes med enheden s (sekunder), kan vi lade &

have enheden s

, siledes at produktet —k - er dimensionslest. Det er et krav, at ekspo-
nenten skal vare uden enhed: Det giver ikke mening at oplefte et tal i en storrelse, som
har en enhed. Det skal lige tilfojes, at det faktum, at der er et minus ikke er vigtig. Man

foretreekker at den fysiske konstant k er positiv. S& ma man skrive —k .
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Seaetning 3.59 (Eksponentialfunktion)

Lad a >0 vere et fast tal. Eksponentialfunktionen f(x)=a" differentiabel i ethvert
x € R med differentialkvotient f'(x) =In(a)-a”.

Bevis: Fremgér direkte af setning 3.57 og (34).

Vi springer nu fra eksponentialfunktioner til potensfunktioner. Den naeste setning er i en
vis forstand en udvidelse af setning 3.47. Den viser saledes, hvordan man differentierer
potensfunktioner med ikke blot heltallige eksponenter. Det skal dog tilfgjes, at man ma
begranse definitionsmaengden til de positive tal. For de fleste ikke-heltallige eksponenter
vil potensfunktionen nemlig kun vere defineret i ]0, oo[ .

Saetning 3.60 (Potensfunktion)

Lad a € R vare et fast tal. Potensfunktionen f(x)=x“, x>0 differentiabel med dif-
ferentialkvotient f'(x)=a-x*".

Bevis: Vi skal bruge samme idé som i (34). Blot er det x, som vi vil omskrive: x =™

(35) xa — (eln(x) )a — eln(x)~a

I sidste skridt er en potensregel anvendt. Med omskrivningen har vi en sammensat funk-
tion, som vi kan differentiere ved hjelp af saetning 3.51:

Ydre:  h(y)=e”, W(y)=e"

Indre: g(x)=a-In(x), g'(x)= a
X

Ved af brug af reglen for differentiation af sammensat funktion i setning 3.51 fas:

') = (hog) (%)
= H'(g(x)- '(x)

56 _ o8
X
= x*q-x!

= g-x*!

I fjerde lighedstegn er (35) benyttet "bagleens" ogat a/x =a-1/x=a-x"".1femte ligheds-
tegn er en potensregel brugt. Hermed er det enskede vist.

Vi er nu klar til at kigge pé de trigonometriske funktioner og deres differentialkvotienter.



© Erik Vestergaard 101

Seetning 3.61

De trigonometriske funktioner sin(x), cos(x) og tan(x) er differentiable i deres defi-
nitionsmangde med folgende differentialkvotienter:

a) (sin(x)) =cos(x)
b) (cos(x)) =—sin(x)
¢) (tan(x)) =1+tan?(x) eller 1/cos®(x)

Bevis: Det er ret tungt og teknisk at vise, at sin(x) og cos(x) er differentiable funktioner
og udlede deres differentialkvotienter. Derfor undlader vi det. Derimod vil vi rent grafisk
sandsynliggere a). Den nederste figur viser grafen for funktionen f(x)=sin(x) og den
overste figur viser den differentierede funktion f”(x)=cos(x). Da begge funktioner er
periodiske med periode 2, kan vi ngjes med at betragte intervallet [0,2n]. Derfor er
omradet markeret med gult.

X J'(x) =cos(x)
-
/ N /
N n | nN\] 3n B | In > X
4 2 4 i 4 = 2 2n )
4 \\ ~ d \\ A o
A f(x) = sin(x)
y
§ // \\\ § // \\\
/ s s 3n 5t | 3n | 7n » X
/ 4 2 4 TN 4 2 s /o )

Pa den nederste figur er tangenten til grafen for f tegnet i x, =0. Vi ser, at den har
heldning 1. Det stemmer med, at f'(x) har veerdien 1 i 0. P& nederste figur er tangenten
til grafen for f'tegneti x, = 7. Den har heldning 0, da den er vandret. Det stemmer med
at grafen for f” skarer x-aksen i x, =2 . Sddanne kunne fortszttes for enhver vaerdi af
x,. Dermed har vi sandsynliggjort, at (sin(x))’ = cos(x). Vi mangler tangens. Her benyt-
ter vi kvotientreglen i setning 3.45:

(tan(x)) sin(x) ’ _ (sin(x))"-cos(x) —sin(x)-(cos(x))"
~leos(x)) (cos(x))* -

_ c0s(x)-cos(x) —sin(x)- (=sin(x)) _ cos’@)+sin’@) _ 1, o0
(COS(X))2 cos’ (x)
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Eksempel 3.62
Differentier funktionen f(x)=x- Jx ,x>0.

Losning: Den mest umiddelbare metode vil nok vare at bruge produktreglen 1 s&tning
3.44 direkte og derefter reducere:

(rx) = () Vb () = 1-\/;+x'2\1/;

= \/;+2'\/; = Vx+dx = 3V

Men differentialkvotienten kan faktisk regnes pa en alternativ méde, nemlig ved at redu-
. . 1 3 .
cere for der differentieres: x-+/x =x'-x* = x?, hvorefter setning 3.60 kan bruges:

(37)

o=

(38) (xi) = 3.0 = 3.x

Eftersom /x = x* kan vi se, at det giver det samme som i (37)!

Eksempel 3.63
Differentier funktionen f(x)=sin(4x).

Losning: Vi kan opfatte f'som varende en sammensa&tning af en ydre funktion /4 og en
indre funktion g. Nermere bestemt har vi:

Ydre:  h(y)=sin(y), A'(y)=cos(y)
Indre: g(x)=4x, g'(x)=4

Ved af brug af reglen for differentiation af sammensat funktion i s@tning 3.51 fés:
(39) f(x)= (h ° g) (x)=h'(g(x))-g'(x) =cos(4x)-4 =4-cos(4x)

hvor vi i sidste skridt blot har skrevet konstanten foran.

Eksempel 3.64
Differentier funktionen f(x)=In(3x*+8).

Losning: Igen har vi at gore med en sammensat funktion:
Ydre:  h(y)=In(y), A'(y)=1/y
Indre:  g(x)=3x>+8, g'(x)=6x
Ved af brug af reglen for differentiation af sammensat funktion fas:

oy (e oY () e 1 _ 6x
(39) f'(x)=(hog) (x)=h(g(x))-g'(x) 213 6x 3218
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3.10 Anvendelser af differentialregning

Differentialregning er et at de absolut mest nyttige omrider indenfor matematikken. Det
skyldes at rigtig mange problemstillinger fra den virkelige verden kan formuleres ved
hjaelp af funktioner, og som bekendt er differentialregning et uundveerligt redskab til at
analysere funktioner. Vi skal i det folgende se pa en reekke eksempler. Der vil ogsd vaere
temaer, hvor anvendelsen af differentialregning kommer i spil.

Optimering

En oplagt anvendelse af differentialregning vil vaere blandt en reekke losninger til et givet
problem at finde den lgsning, som i en eller anden forstand er optimal.

Eksempel 3.65

Vi far som opgave at konstruere en dase til fliede tomater
med folgende krav: Dasen skal vare cylinderformet og skal
have et volumen p& 450 cm®. Desuden gnsker producenten at
bruge s lidt metal som muligt. Hvad skal radius og hejde 1
désen vaere?

Losning: Det sidste krav om mindst muligt metal tolker vi

ved, at désens overfladeareal skal minimeres. I det folgende
betegner vi hgjden af ddsen med /4 og radius i top og bund-
cirklen med r. Desuden underforstr vi enheden cm for leengde, cm? for areal og cm® for
rumfang. Vi skal lese opgaven 1 en raekke trin.

Trin 1
Rumfanget af en cylinder er som bekendt ¥ = m-7* - /. At rumfanget skal vaere 450 cm®
giver os bindingen n-r*-h =450 . Hojden kan da udtrykkes ved radius: 4 = 450/(n ).

Trin 2

Overfladearealet af dasen er summen af arealerne af de to cirkler i bunden og toppen samt
den krumme overflade. Nar man folder den krumme overflade ud, fir man et rektangel
med en hejde, som er lig med ddsens hojde og en bredde, som er lig med omkredsen af
cirklen i top og bund:

Top Krumme overflade Bund

2nr
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Overfladearealet er dermed lig med 2-7- 7 + 277 -/ . Ifolge trin 1 kan vi udskifte 7 med
udtrykket 450/ (m-r?):
450 » 900

> = 2nrt+—
T-r r

2-w-r+2nr-h = 2n-1? + 2mr

Vi har altsé overfladearealet som funktion af kun én variabel, nemlig radius 7.

(40) Over(r)=2m-r* 200

r

For i gar videre skal vi have overvejet definitionsmaengden. Det er klart, at vi ma krave,
at » > 0, da man ikke kan have en negativ radius. Der er derimod ingen ovre granse pa r
1 dette tilfeelde. Det ses af udtrykket for 4. En meget stor radius vil blot resultere i en
meget hoj ddse med meget lille radius.

Trin 3
Vi skal have undersegt funktionen i (40). Forst underseger vi for vandrette tangenter.
Vores CAS-verktoj giver folgende losninger:

A1) Over'(r)=0 < r=4,152830592

Som s@dvanlig bestemmer vi vardien af den afledede i mellemliggende punkter. Vi veel-
ger 1 og 5: Over'(1) =-887,4 og Over'(5)=26,83. Da vi har at gere med en kontinuert
differentiabel funktion, far vi folgende fortegnslinje for f":

r ‘ 0 4,153

Over'(r) ‘ id. - 0 +

v

Det ser straks, at funktionen har sével et lokalt som et globalt maksimum i » =4,153 med
vaerdi Over(4,152830592) =325,0794777 . Indsettes den navnte vardi for 7 i udtrykket
for h fas: h= 450/(7t -4,152830592%) = 8,305661182 .

Det kan konkluderes, at det vil vere fordelagtigt at lade désen
have en radius pa 4,15 cm og en hejde pa 8,30 cm. Det mindst
mulige areal er dermed 325,1 ¢cm?. Derved vil producenten
spare mest muligt pd metallet. Det skal siges, at der her er set
bort fra kanter og sammenfojninger. At en producent ikke

nedvendigvis vil veelge en sddan lesning (bemark diameteren
er lig med hejden!) kan have mange arsager: Det kan vare at

hylder ikke er dimensioneret til formen, at det vil vaere svee- \/
rere at abne ddsen med sa stor en radius, etc.

Bemearkning 3.66

Bemerk fremgangsmaden 1 opgaver a la eksempel 3.65. I trin 1 knyttes en sammenhang
mellem to variable (binding). I trin 2 opskrives den funktion, som skal optimeres, idet
man udnytter trin 1. Endelig undersgges funktionen for et maksimum/minimum.
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Eksempel 3.67 (Haengebro)

I eksempel 2.27 1 kapitlet om polynomier blev det postuleret, at de midterste barekabler
pa en hangebro under idealiserede forudsetninger beskriver en parabelbue. Med diffe-
rentialregningen til radighed skal vi give et argument herfor. Pa figuren nedenfor kigger
vi pa det stykke kabel, som befinder sig mellem det nederste punkt O pd barekablet og et
vilkarligt andet punkt P pa barekablet. Den del af berekablet, som befinder sig til venstre
for O pévirker det angivne stykke kabel med en spanding eller snorkraft — ellers ville
kabelstykket falde nedad. Vi kalder storrelsen af kraften, som klart er vandret, for F;. Pa
samme made er kabelstykket i punktet P pavirket af en snorkraft fra den del af kablet,
som befinder sig til hgjre for kabelstykket. Denne kraft, som er tangent til barekablet 1 P,
kalder vi F, . Endelig er der den kraft, som stammer fra at barekablet skal bare en del af
vejbanen. Den del af vejbanen, der er tale om, er den del, som ligger umiddelbart under
den betragtede barekabelstykke. De andre dele af vejbanen beres af andre dele af bare-
kablet. For at beerekablet befinder sig i ro kraves det, at de tre kreefter, der pavirker kabel-
stykket, opvejer eller udbalancerer hinanden. I vektorsprog kan det udtrykkes ved, at sum-
men af vektorerne lig med nulvektor.

F 0 K -

Vi legger et koordinatsystem ind, s& O bliver origo og y-aksen sammenfaldende med
baerekablets lodrette symmetriakse. P& figuren er akserne farvet orange. Den funktion,
hvis graf er berekablet, betegner vi med /. Forstekoordinaten for kabelpunktet P betegner
vi med x. Differentialkvotienten for en funktion i et punkt x er som bekendt haeldningen
af tangenten til grafen i punktet P(x, f(x)). Af delfiguren med trekanten far vi derfor:

F m,-x-g m,-g
42 '(x) = L = =—1Lt2%.x=kx
(42) J(x) F F F

Her har vi ladet m, betegne massen af vejbanen pr. l&ngdeenhed. Nér der ganges med
leengden x af det med rodt markerede vejbanesegment fis den samlede masse af vejbane-
segmentet: m, -x . Nér der yderligere ganges med tyngdeaccelerationen g, fir man tyng-
dekraften pa vejbanesegmentet: F, =m, -x- g .1(42) trekkes alt det udenfor, som er kon-
stant og betegnes under ét med k. Ifolge (42) soger vi en funktion, hvis differentialkvotient
erligmed k- x. Vikender svaret: f(x)=1-k- x* + ¢, hvor c er en vilkarlig konstant. Der
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er ikke andre losninger, som det vil komme til at blive klart, ndr vi kommer til integral-
regningen. Da grafen skal passere igennem (0,0), har vi -k - 0°+c=0 < ¢=0.Derfor
er lesningen til problemet

(43) f@ =tk

Umiddelbart har vi i udledningen antaget at x er positiv, men pa grund af symmetrien er
det klart, at (43) holder for alle x. Baerekablerne heenger altsé i en parabelbue, eller hvad?
Ja ideelt set. Vi har dog gjort nogle antagelser i udledningen ovenfor:

1) Berekablet har ingen masse
2) Vejbanen er vandret
3) Vejbanen har konstant masse pr. meter

Ingen af dem er nok opfyldt praecist. I tilfeeldet med Storebeltsbroen kan man for eksem-
pel se pé fotoet i eksempel 2.27, at 2) ikke holder. Punkt 1) holder selvfelgelig ikke. Jo
mindre barekablet vejer 1 forhold til vejbanen, jo mere precist vil tilneermelsen med en
parabel dog vare. Punkt 3) er méaske opfyldt ret godt, selv om der visse steder pa broen
er specialinstallationer. Under alle omstaendigheder, sé er parabelbuen en ret god approk-
simation til den kurve barekablet danner. Vi har opstillet og lost en matematisk model.
Den kan selvfoelgelig forfines, sa man tager hensyn til ovenstdende punkter. Det vil bare
gore modellen alt for kompliceret til at blive gennemgaet her. Sandsynligvis vil den kraeve
stor computerkraft at lose numerisk. Det er sikkert sdidan, man har gjort i virkeligheden,
da Storebaltsbroen blev projekteret. Eksemplet er en indikation af matematikkens store
styrke: at den kan hjelpe mennesket til at forudse ting, for de bliver realiseret. I tema B
kan den interesserede leser udfore et lille forsog med et kabel/kaede bade belastet, som i
tilfzeldet med en haengebro, og ubelastet, som i tilfaeldet med en fritheengende kaede.

Eksempel 3.68

En bil A kerer pé en lige vej, der forleber nord-syd, mens en anden bil B kerer pa en lige
vej, der forlaber vest-ost. De to veje stdr altsd vinkelret pa hinanden. Situationen er be-
skrevet pa figuren pa naeste side. Der er lagt et koordinatsystem ind, s& x-aksen peger mod
ost og gar igennem bil A's bane, mens y-aksen peger mod nord og gar igennem bil B's
bane. Klokken 12.00 er bil A 10 km vest for det atbildede kryds, hvor koordinatsystemets
begyndelsespunkt (oriogo) er, og bilen kerer med farten 70 km/t mod @st. Pa samme tids-
punkt er bil B 15 km nord for krydset, og bilens fart mod syd er 80 km/t. Vi nulstiller
stopuret k1. 12.00.

a) Vis at bil A's position pa x-aksen kan beskrives ved funktionen X (¢)=-10+70-¢,
hvor ¢ angiver stopurets visning i timer og positionen regnet i km. Vis tilsvarende, at
bil B's position pé y-aksen kan beskrives ved funktionen Y(#) =15-80-¢.

b) Hvor pa akserne er de to biler efter 3 minutters kersel? Hvad er afstanden mellem de
to biler da i fugleflugtslinje?

c) Bestem det tidspunkt, hvor afstanden 1 fugleflugtslinje mellem de to biler er mindst
mulig.
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Losning:

a)

Tilbagelagt streekning fas som bekendt ved at gange hastighed med tid, dvs. bil A har
til tidspunktet ¢ tilbagelagt strekningen 70-¢. Resultatet fis 1 km, da hastigheden er
1 km/t og tiden 1 timer. Men bil A starter pa x-aksen 10 km til venstre for origo. Derfor
vil X(¢)=-10+70-¢ vere den funktion, som beskriver bil A's position til tidspunk-
tet £. Det overlades til leeseren at argumentere for stedfunktionen for bil B.

3 minutter svarer til 0.05 time. Derfor s&tter vi denne veerdi ind i stedfunktionerne:
X(0,05) = -10+70-0,05 = —-6,5
Y(0,05) = 15-80-0,05 = 11

Dermed har bil A x-koordinaten —6,5 og bil B y-koordinaten 11 efter 3 minutter. Af-
standen 1 fugleflugtslinje fas ved at benytte Pythagoras' setning:

d =(=6,5)7 +11> =12,78
Bilerne er altsa 12,78 km fra hinanden efter 3 minutter.

I forlengelse af b) kan vi udregne et udtryk for afstanden mellem bilerne som funk-
tion af tiden ¢ :

d(1) = (X0 +(Y (1)) = \(=10+70-1)* +(15-80-7)

Funktionen er defineret for ¢ €[0,00[ . Ved hjaelp af et CAS-varktej undersoger vi for
vandrette tangenter for funktionens graf:
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d'(t)=0 < t=0,1681415929

Det overlades til laeseren at vise, at der er tale om et lokalt og globalt minimum her.
Vi konkluderer, at bilerne har den mindste indbyrdes afstand, nar der er gaet 0,16814
time eller 10,088 minutter.

O

Vakst og vaeksthastighed

Veakst er et meget anvendt ord i mange sammenhange i samfundet og i naturvidenskaben.
Differentialregningen kan vere med til at kaste lys over dette begreb, ogsd pa en mere
precis made. Begrebet veeksthastighed eller bare hastighed, kan méske nemmest beskri-
ves ved at tage udgangspunkt i en bil, som kerer ud af en lige landevej. Et maleband er
anbragt langs vejen, s man til ethvert tidspunkt ¢ kan registrere bilens position s. Dermed
har man en stedfunktion s(z).

Séfremt bilen ikke vender rundt i tidsrummet mellem ¢ og ¢, sd angiver nedenstdende
brok bilens gennemsnitshastighed i tidsrummet, regnet med fortegn:

At t—t,
Det er netop den sterrelse, vi kalder differenskvotienten for funktionen s(¢) 1 ¢,. Grafisk
set angiver den heldningen af sekanten mellem grafpunkterne (¢,,s(¢,)) og (¢,s(¢)).

sekant
tangent \

() )
S(t) f-mmmrr A

s
~
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Hvis vi lader ¢ nerme sig til ¢, vil differenskvotienten naerme sig til differentialkvotienten
s'(ty) 1 t,, safremt s(¢) er differentiabel i #,. Altsa:

(45) (k) = hm(&) _ hm[s(z)—sao)]

t—>t,\ At ) r—t,

og grafisk set er differentialkvotienten haeldningen af tangenten 1 #,. I den aktuelle situa-
tion kan differentialkvotienten fortolkes som bilens gjeblikshastighed eller bare hastighed
til tidspunktet #,. Hvis s(¢) er en differentiabel funktion, har man hastigheden til ethvert
tidspunkt: v(z) = s'(¢) . Safremt hastighedsfunktionen v(t) ogsa er differentiabel, kan man
gentage proceduren, dvs. differentiere igen. Herved fir man accelerationsfunktionen:

(46) a(t)=v'(1)=s"(1)

som er stedfunktionen differentieret to gange, ogsé kaldet for den anden afledede af sted-
funktionen. Accelerationsfunktionen er i en vis forstand "hastigheden af hastigheden".
Generelt set har den anden afledede af en funktion ogsa en vigtig grafisk fortolkning,
ligesom den forste afledede har. Vi kigger pa det 1 blandt andet eksempel 3.71. I det fol-
gende skal vi se flere forskellige eksempler pd, hvor begrebet hastighed eller vaeksthastig-
hed kommer 1 spil.

Eksempel 3.69 (Det frie fald)

Et godt eksempel fra fysik er det frie fald. Lad os sige, at en bold slippes fra en vis hojde,
og at man 1 stil med bileksemplet anbringer et malebénd lodret, s& nulpunktet pa male-
bandet er der, hvor bolden slippes, og 1 @vrigt maler positivt nedefter. Da siger fysikken,
at stedfunktionen kan beskrives ved folgende stedfunktion:

(47) s(t)=1-g-*
hvor g =9,82 m/ s® er tyngdeaccelerationen. At bolden "slippes" (ikke kastes) hentyder

til at begyndelseshastigheden er 0 m/s. Vi kan nu beregne boldens hastighed til ethvert
tidspunkt:

(48) v(t)=s'()=g-t
Vi ser, at boldens hastighed vokser proportionalt med tiden. Man kan tage skridtet videre
og bestemme accelerationsfunktionen:

(49) a()=v(=s"t)=¢g
Accelerationen er altsa konstant! Sagt pd en anden made, s& vokser hastigheden med den
konstante verdi 9,82 m/s for hvert sekund, der gér.
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Eksempel 3.70 (Vagtudvikling af en nyfodt)

Tabellen pa naeste side indeholder (indirekte) data fra WHO. Der er tale om median-vaeg-
ten af drengebern for hver maned i lobet af drengenes forste to levedr.

Tid (mdr.) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Veegt (kg) | 3,35 | 4,45 | 5,58 |6,39|7,00|750]792]828]|8,60|38,90 (919 | 9,41 | 9,62

Tid (mdr.) | 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

Veegt (kg) | 9,85 |10,10(10,32|10,52|10,73|10,93 11,16 |11,36|11,57|11,75|11,95 (12,18

Vi vil bestemme den hastighed, hvormed drengene tager pa i veegt til tidspunkterne 1 mdr.
og 18 mdr. Man kunne anvende numerisk differentiation her, jf. Tema C, men vi vil i
stedet foretage et fit af data med et polynomium af grad 4, og derefter differentiere denne
funktion med henblik pé at bestemme vaeksthastigheder. Et CAS-varktoj giver folgende
resultat, nir man beder om at det foretager et fit med et polynomium af grad 4:

f(t) = —0,000073629-¢* +0,0046006-* —0,10449-£* +1,2387 £ +3,3904
Herefter er det blot at indsette tidspunkterne 1 hastighedsfunktionen, dvs. den afledede:

£/(1)=1,0432083882 og f'(18)=0,231224503

Vi konkluderer, at drengenes vegt til tidspunktet 1 maned vokser med 1,04 kg/mdr., mens
vaksthastigheden er 0,23 kg/mdr. til tidspunktet 18 méineder. Grafen nedenfor viser ogsa,
at vaeksthastigheden er klart storst lige efter fadslen.

Medianvaegten for drengebgrn fra O til 2 ar

15

10

Veegt (kg)

0 6 12 18 24

Tid (maneder)
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Eksempel 3.71 (Logistisk vakst - bakteriekultur)

Den eksponentielle vakst er velkendt. Den over-
ordnede begrundelse for, at den ofte forekom-
mer 1 forbindelse med forskellige populationers
udvikling er, at der her er tale om en konstant
procentvis veekst. Men vi ved ogsé, at populatio-
ner ikke kan vokse i det uendelige. Den erken-
delse havde den belgiske matematiker Pierre
Francois Verhulst (1804-1849) ogsé gjort sig, da
han en vinterdag 1 1833 sad pa sit studerekam-
mer 1 Bruxelles. Du kan leese mere om denne
spendende historie i [10]. For at gere en lang hi-
storie kort, sa ledte Verhulst efter en funktion,
som bedst kan beskrive udviklingen af en popu-
lation, nar resurserne gradvist udtemmes. Han

kom frem til den funktion, som vi i dag kalder
for en logistisk udvikling. Funktionen kan se ud

pé lidt forskellig made, blandt andet séledes: o YERNULST.
M Pierre Francois Verhulst (1804-1849)

50 N() =

(50) 0= —

Funktionen har tre frie parametre. Hvis man har en raekke dataverdier indeholdende po-
pulationssterrelser til forskellige tidspunkter, kan man for eksempel bruge et CAS-vark-
toj til at foretage en logistisk regression, med henblik pa at afgere, om datapunkterne
tilneermelsesvist folger en logistisk kurve eller ej. I det folgende vil vi blot antage, at en
bakteriekulturs udvikling kan beskrives med den logistiske forskrift (50) med folgende
parametre: M =45-10°, c=1750g a =1,8-107. Tiden ¢ regnes i minutter.

45-10°
51 NH)=—+—
Gh =175 e 0w
A Bakteriekultur
50
'/
40
S
€
5 30 /
£
z /
g /
<C
10 /’/
0 '/// >
0 20 50 60 100 120 180'

Tid (min)
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P& forrige side er grafen for den logistiske vaekst tegnet. Vi ser, at bakteriekulturen godt
kan se ud til at vokse tilnermelsesvist eksponentielt i begyndelsen. Derefter flader kurven
ud som en folge af de begreensede resurser. Det kan vare mangel pa fede, plads eller
lignende. Pa figuren er tangenterne til grafen til tidspunkterne 20, 50 og 100 minutter
indtegnet pa figuren. Tangenternes haeldning angiver vaksthastigheden. I et CAS-varktoj
finder vi nemt:

N'(20) =99424,05747; N'(50) = 677899,7752; N'(100) =174580.2430

Det forteeller os, at til tidspunktet 20 min. er vaeksthastigheden ca. 99000 bakterier/min.,
mens den til tidspunkterne 50 min. og 100 min. er henholdsvis ca. 678000 bakterier/min
og ca. 175000 bakterier/min.

Men der mé vere et tidspunkt, hvor vaeksthastigheden v(¢) = N'(¢) er storst. Til dette
tidspunkt ma grafen for vaksthastighedsfunktionen have vandret tangent. Derfor diffe-
rentierer vi igen: v'(¢) = N"(¢) og leser for, hvornar sterrelsen er 0:

V(E)=0 < t=63,76278980

Det overlades til leeseren at vise, at der er tale om et lokalt og globalt maksimum for
hastighedsfunktionen v(#). Sagt pé en anden made: Bakteriekulturen vokser hurtigst til
tidspunktet 7 = 63,8 min. Vikan tegne grafen for vaeksthastigheden:

R Vaksthastighed

/

Vaksthastighed (mio. bakterier/min)

N

N

v

0 60 63,8 120 180
Tid (min)

Dette eksempel leerer os desuden noget om den anden afledede. Vaksthastigheden topper,

nér accelerationen er 0! Fra tiden 0 og indtil 7, vokser veksthastigheden, hvilket kan

ses ved at haldningskoefficienterne for tangenterne til grafen for N(¢) (grafen pa forrige
side) vokser. Efter tidspunktet 7, vil vaksthastigheden aftage, hvilket ses ved at hald-
ningskoefficienterne for tangenterne aftager. Lidt mere lost kan man udtrykke det sadan:
For tidspunktet ¢ drejer tangenterne til grafen for N(¢) 1 positiv omlebsretning, mens
tangenterne drejer i negativ omlebsretning, nér tiden passerer ¢, . Lige til tidspunktet

! har grafen for N(¢) det, som undertiden kaldes for en skrd vendetangent.
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Naér tiden gar mod uendelig, vil populationens sterrelse nerme sig til M. Det fremgér
direkte af (50), idet leddet e “"" vil naerme sig til 0, nér £ — 0. Vi har altsa:

(52) N() = L_Mt —-> M fort— o
l+c-e ™™

Oversat til vort eksempel betyder det, at bakteriekulturen vil neerme sig til 45 mio. bak-
terier over tid, hvilket stemmer fint overens med grafen for N(¢) to sider tidligere.

I gvrigt kan man vise den overraskende egenskab for en logistisk veakst, at veeksthastig-
heden er storst, nar populationen har naet halvdelen af sin graense, altsa:

(53) N(tyay) = M

Lad os slutte eksemplet her og blot gare leeseren opmarksom pa, at den logistiske vakst
er en vigtig model, som ofte benyttes i biologien.

O

Eksempel 3.72 (Tomning af beholder)

. . . /\
En cylindrisk beholder med tvarsnitsarealet 4 er fyldt 3
med vand. Vandet lgber ud af et lille cirkulert hul med A
tvaersnitsareal a 1 bunden. Ved at anvende massebeva- T ~]
relse og bevarelse af den mekaniske energi kan man
vise, at vandstanden /(¢) i beholderen som funktion af
tiden ¢ er givet ved forskriften: h(?)

2

(54) h(t) = (\/%—%k-z) .
hvor 4, er begyndelseshejden, g er tyngdeacceleratio- L Q

nenog k=a/A4-\2g .

I det folgende kigger vi pé et eksempel, hvor starthgjden er 45 cm, beholderens indre
diameter er 40 cm, og diameteren af udlebshullet er 3 cm. Det giver folgende verdier for
de forskellige starrelser, underforstaet regnet i SI-enheder:

A=mn-R>=m1-0,20" =0,1256637062

a=mn-r’=n-0,015"=0,0007068583472

hy =0,45

2=9,82

Efter omskrivning giver (54) anledning til felgende forskrift for vandstanden:
h(t) = (0,6708203932 —0,01246416739 - £)*

Hastighederne til tidspunkterne 10 s og 40 s:
h'(10) =-0,01361532597 og h'(40) =—-0,00429399784
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Til tidspunktet 10 s aftager vandstanden altsd med 1,36 cm/s, mens vandstanden til tids-
punktet 40 s kun aftager med 0,42 cm/s. Vi kan ogsé tegne en graf for vandstanden som
funktion af tiden. Ferst bruger vi dog solve-funktionen i vort CAS-varktej til at bestem-
me, hvornar beholderen er tom:

h(t)=0 < t=53,81991209.

Beholderen er altsa tom efter godt 54 sekunder.

N Vandstand i beholder

0.5

0.4 \

0.3

Vandstanden (m)
/|

0.1

Tid (s)

Eksempel 3.73 (@konomi)

Differentialregning finder ogsa anvendelser indenfor skonomi. En producent vil nok i hej
grad kigge pd sin fortjeneste, nar denne foretager valg. Hvor mange enheder skal man
producere? Umiddelbart kunne man tro, at det bare geelder om at producere sa meget som
muligt, for s ma fortjenesten vel ogsé vokse tilsvarende? Men det er ikke sd nemt endda.
Ombkostningerne pr. enhed er for eksempel ikke konstante. Normalt vil det vaere sddan, at
omkostningerne pr. enhed aftager pa grund af stordriftsfordele; men produceres tilstraek-
kelig mange enheder, kan omkostningerne ogsé pludseligt vokse pr. enhed, hvis der for
eksempel opstar ravaremangel. Sa er der indtaegterne. Her er prisfastsattelsen pr. enhed
vigtig. Normalt vil man kunne sette prisen pr. enhed ned, hvis man producerer mange
enheder. Sker det, vil man tjene mindre pr. enhed, men det kan vare, at man derved kan
selge flere varer. Eftersporgslen vil séledes normalt athenge af enhedsprisen. For at geore
en lang historie kort, vil vi i det folgende definere nogle funktioner, som reprasenterer
enhedsprisen, indtegterne, omkostningerne og fortjenesten. De er alle funktioner af antal
producerede enheder x. Funktionerne kan virke lidt vilkérlige, og man kan sagtens disku-
tere hvor realistiske de vil vaere i en konkret situation, hvor der er s& mange ting i spil, sa
man ikke vil veere i stand til at putte det hele ind 1 en matematisk formel. Alligevel illustre-
rer analysen nogle mekanismer 1 en virksomheds egkonomi. Det kan give nogle kvalifika-
tive fingerpeg om hvilke sterrelser, man skal kigge p4, for at optimere sin produktion.
Derfor er der ogsa en del matematik involveret, ndr man leser skonomi pa universitetet.



© Erik Vestergaard 115

x : Antal producerede enheder

Enhedsprisen som funktion af antal enheder: enhedspris(x) = —32003_ bx
Indteegterne er dermed (overvej): ind(x) = x-enhedspris(x) = x_(32003 - 6x]

Omkostningsfunktionen settes til: om(x) = 0,028 x> —5,5-x* +420-x + 5500

Fortjenesten: F(x) = ind(x)—om(x) = —0,028~x3+3,5-x2+#-x—ssoo

Lad os udregne differentialkvotienten af fortjeneste-funktioneni x =100 . CAS-varktejet
giver: F'(100) =506,67 . Hastigheden, hvormed fortjenesten vokser ved en produktion af
100 enheder, er dermed ca. 507 kr./enhed. Det indikerer, at det kan betale sig at producere
mere, hvis man ensker en storre fortjeneste. Men hvilken produktionssterrelse giver da
den sterste fortjeneste? For at besvare det, undersegger vi for vandrette tangenter:

F'(x)=0 < x=-55,46481026 v x=138,7981436

Da x skal vaere ikke-negativ, er svaret altsa, at der er vandret tangent til grafen for fortje-
neste-funktionen, nar x =138,7981436 . Det overlades til laeseren at vise, at der her er tale
om et lokalt og globalt maksimum for F(x). Det er med andre ord optimalt at producere
ca. 139 enheder, hvis man vil optimere fortjenesten. Lad os afslutningsvist plotte graferne
for indteegtsfunktionen, omkostningsfunktionen og fortjeneste-funktionen i samme koor-

dinatsystem:
R Indtaegter, omkostninger og fortjeneste
200000 /
KOmkostningerkL
/
150000 /
—]
LT
% 100000
o — /
s /
E (Indteegter) — /
h e >
v
50000 \‘
[Fortjeneste}
> e \
' 50 100 150 200 \ 250

Antal enheder

Den interesserede laser kan finde mere om gkonomi 1 Tema E.
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Tema A: Fra graesk matematik til det gyldne snit

Man kender matematik hos babylonerne
og a@gypterne, men det var forst med grae-
kerne, at vi ser, at det matematiske bevis
tager form. Grakerne tenkte i fal og 1 geo-
metri. Blandt de allerforste greeske mate-
matikere, som vi har kendskab til, er Tha-
les (ca. 624-547 £ Kr.), og den 1 folkesko-
len sa velkendte Pythagoras (ca. 572-497
f.Kr.) menes at have lert matematik af
Thales. I det hele taget er vores viden om
Pythagoras meget dunkel og obskur, og
det er usikkert, hvad han overhovedet bi-
drog med. Méske skyldes mange resul-
tater hans disciple eller studenter? Faktisk
ved man med sikkerhed, at Pythagoras’
leerescetning var kendt allerede over 1000
ar tidligere af babylonerne. Pythagoras
flyttede i ca. 530 f.Kr. fra sit fodested pa
den graeske o Samos til en graesk by i det |
nuverende Syditalien. Her grundlagde  Buste af Pythagoras

han en filosofisk skole. Den eksisterede i

sma 200 ar, og dens medlemmer blev kaldt pythagoreeerne. Der var tale om et slags
broderskab, hvor man blandt andet studerede matematik i sammenhang med en natur-
filosofi, der i dag kan virke lidt underlig. Séledes betragtedes ta/ (positive hele tal) som
varende substansen i alting. Hermed mente de, at tal er basis

for alle fysiske fenomener. Det er derfor heller ikke underligt,
at man i musiske strenginstrumenter tilstreebte harmoni ved at
strengleengderne og dermed tonernes frekvenser skulle have \2
passende heltallige forhold: Oktaven med forhold 2:1, kvinten
med forhold 3:2, kvarten med forhold 4:3, etc. De kendte him-
mellegemer blev ogsd koblet til musiske harmonier. Vi skal

ikke gd dybere ind i datidens verdensbillede, men mere vende 1

os mod matematikken. Pythagoraeerne bidrog med en del teori om tal og geometri. Op-
rindeligt troede man, at man altid vil vaere i stand til at male bdde diagonalen og siden i
et kvadrat. Med "male" mente man her finde et mal eller enhed, saledes at bade siden i
kvadratet og diagonalen er et multiplum heraf. Pythagoreerne fandt dog ud af, at det ikke
er tilfeldet, og man mener det skete omkring 430 f.Kr. Hermed havde man opdaget de
inkommensurable (ikke malelige) storrelser. I dag vil vi sige, at det svarer til opdagelsen
af de irrationale tal. Pythagoraerne kunne ikke regne med det tal, som svarer til fx V2,
men tallet kunne geometrisk vare prasenteret ved en leengde. Det er nok arsagen til, at
geometrien derefter blev sat i centrum 1 de matematiske studier. I ovrigt blev den i dag
verdensberemte filosof Platon (ca. 428 f.Kr. til ca. 348 f.Kr.) selv meget inspireret af
matematik, da den reprasenterer den ideelle og rene tanke. Man var interesseret i eksakte
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resultater, ikke tilnermelser. Praktiske ting overlod de til slaver. De graeske matematikere
var filosoffer, som ville treenge ind til tingenes inderste veesen. Platon udtrykker folgende
1 hans bog Republikken: "Studiet af matematik udvikler og aktiverer en mental organisme,
der er mere verdifuld end tusind ojne, fordi sandhed alene erfares gennem dette studium".

Der kan navnes mange betydningsfulde graeske matematikere, men nu springer vi til
Euklid (ca. 300 £.Kr.). Euklid leverede sandsynligvis ikke vigtige bidrag til matematikken
selv, men han samlede en masse matematiske resultater, som andre var naet frem til, i et
imponerende verk pa 13 bind, kaldet Euklids elementer. Det fik enorm betydning og an-
vendt 1 arhundreder. I veerket anvendes den axiometisk, deduktive metode til at bevise
setninger. Axiomerne, danner en basis, hvorpd man kunne deducere, altsa foretage logis-
ke folgeslutninger. Euklid kom ogsa med definitioner og postulater. P4 den mide var
grekerne tet pd den stringente made, hvorpa vi 1 dag opbygger teorier og beviser setnin-
ger. Man kan lese nogle af Euklids beger i1 dansk oversattelse ved Thyra Eibe 1 [4].

Ovelse A1

Se opgave 109: Forseg at forstd beviset for at J2 er irrational. Et bevis, som svarer til
dette modstridsbevis, blev tilfajet Euklids Elementer, bog 10.

I Euklids Elementer kan man ogsé finde beskrevet det gyldne snit, som er temaet i resten
af dette appendiks. Det vil sige navnet "Det gyldne snit" dukker forst op omkring 1830,
men selve det matematiske indhold er det samme nu som dengang.

Definition A2 (Det gyldne snit)

Man siger, at et linjestykke deles i det gyldne snits forhold, hvis hele linjestykket for-
holder sig til det lange stykke, som det lange stykke til det korte stykke. P4 figuren
nedenfor er det sdledes a/b , som betegnes det gyldne snits forhold, og tallet betegnes
ofte med det graske bogstav ¢ (phi).

Idet vi har kaldt leengden af det lange stykke for a og leengden af det korte stykke for b,
kan vi udtrykke betingelsen 1 definitionen saledes:

a+b

a
a b

(AD)
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Ovelse A3

Lad ¢ =a/b ogbrug derefter ligningen (A1) til at vise, at ¢ tilfredsstiller andengradslig-
ningen ¢>—@—1=0. Vis dernast ved at lose andengradsligningen, at det gyldne snits

1+\/§

2

forhold er givet ved

= 1,61803...

Hjeelp: Benyt at b/a=1/¢.

Euklid havde 1 gvrigt brug for dette forhold til at kunne konstruere en reguler femkant.
Man kan sé sperge om, hvorfor netop dette matematiske forhold fik den ophgjede status,
som det har i dag? Her skal vi nok frem til 1509, hvor den italienske munk og matemati-
ker, Luca Pacioli (1445-1517) udgav bogen De Divina Proportione. Bogen handler om
matematiske forhold og deres anvendelser i geometri, perspektivet og kunst. Det faktum,
at bogen desuden var illustreret af hans gode ven Leonardo da Vinci (1452-1519), har
uden tvivl hjulpet med at fa bogen til at blive kendt udover bare matematiker kredse. Men
hvor kommer det gyldne snits forhold da ind? Jo, Pacioli var meget inspireret af Platon,
og sidstnaevnte havde i antikken koblet det sidste regulcere polyeder, nemlig dodekaederet
til det himmelske og guddommelige. De forste fire regulere polyedre (der er fem i alt),
var koblet til de fire elementer jord, vand, luft og ild. Men dodekaederet er netop sam-
mensat af regulaere femkanter, og sé er vi tilbage til konstruktionen af en regulaer femkant,
som kraever, at man kan konstruere det gyldne snit. Derfor, konkluderede Pacioli, métte
det gyldne snit ogsd vaere guddommeligt. En af Leonardo da Vincis illustrationer i De
Devina Proportione er et dodekaeder. Tilsyneladende har Leonardo varet begejstret for
udtrykket "det guddommelige forhold", for han brugte det siden 1 et af sine egne varker
til at karakterisere skenheden i formen, dog uden dermed at mene det gyldne snit. Og det
er her, at de forste tegn pd misforstielser kan vaere opstéet, som beskrevet i artiklen [5]
med titlen "Ikke alle skeringer er gyldne". Leonardo var helt sikkert interesseret i for-
skellige forhold, som ikke nedvendigvis er gyldne. Vi kender hans illustration af Vitrivius
manden, hvor han afbilder et menneske indskrevet i en cirkel og et kvadrat. Her er for-
holdet mellem afstanden fra fingerspids til fingerspids og mandens hegjde som 1:1. Ordet
"Renassance" kommer af det franske "genfedsel" og bruges om tiden, hvori Leonardo
levede. Her genopdagede man den graesk-romerske politisk-kulturelle tradition. Derfor er
det ikke underligt, ndr man i kunsten tog forhold mellem hele tal til sig, ligesom de gamle
pythagorarere gjorde. Forhold og proportioner var med andre ord noget man tankte
meget over, sammen med symmetrier. Leonardos brug af betegnelsen "det guddommelige
forhold" 1 sit eget veerk kan muligvis have fiet nogle til at tro, at han mente det samme
med udtrykket som Pacioli, dvs. det gyldne snit. Det kan yderligere have ansporet nogle
til at tro, at Leonardo mente, at det var tilradeligt at anvende det gyldne snit i kunst og
arkitektur. Det er uvist, hvor meget datidens kunstnere tenkte pa at inddrage det gyldne
snit i deres kunst. Nar man har fundet forhold i et kunstvaerk, som omtrent forholder sig
som det gyldne snit, kan det vaere svart at afgere, om det er en bevidst handling eller en
tilfeeldighed. Man har ikke fundet skriftlige kilder, der omtaler brugen af det gyldne snit
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1 renassance-kunsten. Det har fort til, at en del historikere har udtrykt skepsis over, hvor-
vidt det gyldne snit spillede en rolle 1 kunsten for ca. midten af 1800-tallet. Blandt de
personer, som har fremmet myten om, at det gyldne snit bevidst skal have veret brugt i
kunsten 1 renassancen eller endda helt tilbage til antikken er ifelge [5] den intellektuelle
Adolf Zeising og matematikerne Hermann Hankel og Moritz Cantor. Nok om det her.
Uanset hvad der er rigtigt, sa er historien om det gyldne snit spaendende, og det matema-
tiske forhold har en masse interessante egenskaber. Efter Zeisings bog udkom i 1854 er
mange blevet interesseret 1 det gyldne snit, og derefter har diverse kunstnere med sikker-
hed anvendt det i deres kunst. Forfatteren Dan Brown har med sin internationale bestseller
af en bog, Da Vinci Mysteriet (The Da Vinci Code) fra 2009, ogsé givet liv til historien
og mysteriet om det gyldne snit (The Devine Proportion).

Portreet af italieneren Luca Pacioli (1445-1517) med student

En ting der lige skal navnes er, at de forhold mellem hele tal, som pythagoraerne til-
straebte, jo reprasenterer rationale tal, mens det gyldne snit er et irrationalt tal, som det
fremgar af ovelse A3.
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Den bergmte tegning af Leonardo da Vinci (1452-1519) forestillende Vitrivius-manden. Leonardo st
derede forhold i den menneskelige krop. Her er det 1:1 og altsa ikke det gyldne snit.
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Tetraeder Terning

N

Dodekaeder Ikosaeder

~/
A\

©

Man kan bevise matematisk, at der findes de fem konvekse regulere polyedre, som vist
pa figuren ovenfor, og at der ikke eksisterer andre. Kravet til, at et polyeder kan kaldes
regulcert er, at sidefladerne alle er ens og er regulcere polygoner, hvis hjerner alle ligger
pa den samme omskrevne kugle. De fem regulare polyedre kendes ogsa under navnet de
fem platoniske legemer. En regulcer polygon er en polygon, hvor alle siderne er lige lange
og hvor alle hjerner ligger pd den samme omskrevne cirkel.

Konstruktioner med passer og lineal

Vi skal prove at foretage nogle konstruktioner i greekernes dnd. Konstruktion med passer
og lineal deekker over folgende tilladte operationer:

1. Tegne den rette linje igennem to allerede fundne eller givne punkter. Eller at for-
leenge et linjestykke, sa langt man ensker.

2. Tegne en cirkel med et allerede fundet eller givet punkt som centrum og med en
radius, som er lig med afstanden mellem to allerede fundne eller givne punkter.

3. Finde nye punkter som skaringspunkterne for allerede fundne eller givne rette
linjer og cirkler.

De anforte regler kan synes noget begraensende. Det er de pa en made ogsa, for alt kan
ikke konstrueres med passer og lineal. Der er dog overraskende meget, der kan. Det skal
navnes, at man fra start har to punkter til radighed. Afstanden mellem disse kan man
betegne med 1 (en enhed). To punkter er nedvendige for at kunne starte konstruktionen
af nye linjer og punkter. Hvad der ikke er tilladt er at male afstande med en lineal og
afsatte punkter ved opmaling! Man ma heller ikke tegne vinkler, hvor vinklen er opmaélt
med en vinkelméaler. Blandt basiskonstruktionerne er at kunne konstruere midtpunktet pa
en given linje samt at oprejse en normal til et linjestykke i dets endepunkt.
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D
C
li B
D
Konstruere midtpunkt
pa linjestykke
E

Oprejse normal til linjestykke
i dets ene endepunkt

Konstruktionen af midtpunktet pa linjestykket AB kan beskrives sdledes: Med AB i pas-
seren og centrum i henholdsvis 4 og B tegnes to cirkler. Cirklernes skaringspunkter be-
tegnes C og D. Linjen gennem C og D tegnes. Skaringspunktet M mellem linjestykket
AB og linjestykket CD er det sogte midtpunkt.

Ovelse A4

Givet linjestykket 4B. Giv en sproglig beskrivelse af konstruktionen af normalen i B an-
tydet pa den hejre del af figuren ovenfor. Husk at en normal til et linjestykket er en linje,
som stdr vinkelret pa det oprindelige linjestykke.

Vi er nu klar til at beskrive, hvordan man kan dele et givet linjestykke AB i det gyldne
snits forhold: Oprejs en normal til 4B i punktet B. Afset punktet C op ad normalen, s&
|BC | =1 |AB | . Sidstnaevnte kan gores ved forst at konstruere midtpunktet M pa linjestyk-
ket AB, tage BM i passeren og tegne en cirkel med centrum 1 B til skering med normalen
i C. Tegn linjestykket AC, sé trekanten er fuldendt. Tag BC i passeren og tegn en cirkel
med centrum 1 C til skering med linjestykket AC 1 et punkt, der beregnes D. Tag endelig
AD 1 passeren og tegn en cirkel med centrum 1 4. Skeringspunktet med linjestykket 4B
kaldes S. Punktet deler linjestykket i den gyldne snits forhold: ¢ =|A4B|/|4S|=|4S|/|BS|.

,C

A Ts B

Konstruktion af det gyldne snit
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Ovelse A5

a) Gennemfor selv de tre konstruktioner beskrevet pa forrige side. Du kan gere det med
en gammeldags passer og lineal, men vil du have en meget praecis konstruktion, kan
du med fordel gore det med programmet GeoGebra.

b) Bevis at S virkelig deler linjestykket 4B 1 det gyldne snits forhold. Hjcelp: Lad linje-
stykket AB have lengden 1. Hvor lang er BC s&? Benyt herefter Pythagoras' s@tning
til at bestemme leengden af AC. Du skal regne eksakt som grakerne, ikke i kommatal.

I det folgende er vort mal at konstruere en reguler femkant. Vi skal som tidligere anfort
indse, at det involverer det gyldne snit. For at kunne konstruere en reguler femkant, er
det nedvendigt at kunne konstruere en vinkel pa 360°/5=72°. Kan vi konstruere en
vinkel pé 36°, kan vi ogsa konstruere en vinkel pa 72°. Har vi nemlig konstrueret stykket
AT, er det indlysende nemt ogsé at konstruere stykket 4B.

B B

. :
eg% A ;}%‘

N

E

Ovelse A6

Nedenfor er AABC med vinkel 36° og to hosliggende sider med leengderne 1 indtegnet.
Et punkt D er afsat pd siden AB, sa ACDB er en ligebenet trekant.

a) Redegor for, at de angivne vinkler er korrekte.

b) Forklar hvorfor |AD| =X 0g |DB| =1-x.

¢) Vis ved at udnytte, at AABC og ACDB er ensvinklede trekanter, at x/(1—x)=1/x .
d) Visatx opfylder x> +x—1=0, og vis at den positive losning er %(\/g - =1/o.

Vi er klar til at se en opskrift pd, hvordan man kan konstruere en regular femkant.
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B

C

Start med linjestykket AB, som repraesenterer en en-
hed. Stykket behgver ikke veere tegnet lodret. Tegn
cirklen med stykket AB i passeren og centrum i A.
Forlaeng linjestykket AB til skeering med cirklen i C.

Tag stykket BC i passeren og tegn en cirkelbue med
centrum i B. Det samme ggres med centrum i C.
Skaeringspunktet mellem cirkelbuerne kaldes D. Tegn
en linje gennem A og D (er normal til AB).

B

.

wa
Ax

A

c

(]

Skeeringspunktet mellem AD og cirklen kaldes H. Tegn
cirkelbuer med AH i passeren og centrum i H. Deres
skaeringer med cirklen kaldes E og F. Linjestykket EF er
midtnormal til AH. Skaeringspunktet kaldes G.

Tag stykket GA i passeren og tegn en lille cirkel med
centrum i G. Tegn linjen gennem G og C til skaering
med den lille cirkel i et punkt, vi betegner /.

B

. —

\

L AN
Ax

F

Tag stykket C/ i passeren og tegn en cirkel med cen-
trum i C. Cirklens skaeringspunkter med den oprinde-
lige store cirkel betegnes K og L.

Tag stykket JK i passeren og tegn en cirkel med cen-
trum i J til skaering med den store cirkel i punktet L.
Tag stykket JK i passeren og tegn en cirkel med cen-
trum i K til skeering med den store cirkel i punktet M.
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J\/K

Pé figuren ovenfor har vi forbundet punkterne J, L, B, M og K med linjestykker. Pastanden
er, at punkterne er hjorner i en reguler femkant.

Ovelse A7

Gennemfor ovenstdende konstruktionsproces i praksis, gerne med GeoGebra.

Bevis for at ovenstdende konstruktionsproces virkelig giver en reguler femkant: Betragt
ACAG pé figuren ovenfor. Ifelge konstruktionen af det gyldne snit omtalt pa side 63, er
|CS| =1/¢ . Dermed er ogsa |CJ| =1/¢. ACAJ har altsé siderne 1, 1 og 1/¢ . Det er netop
den trekant, vi har studeret i ovelse A6. Vi konkluderer, at ZLCAJ =36° og heraf endelig,
at Z/KAJ =72°. Herefter kan man bare tage stykket JK i passeren og tegne en cirkel med
centrum 1 punktet J til skering med den oprindelige store cirkel 1 L. Samme afstand 1
passeren og centrum i punktet K vil give punktet M. Dermed har man konstrueret den
regulare femkant.

Den regulare polygon eller pentagonen, som den ogsa kaldes, har en reekke smukke egen-
skaber. Det gyldne snit kan genfindes i den geometriske form pa forskellig vis. Vi angiver
uden bevis, at to diagonaler, der ikke mades 1 et endepunkt, skarer hinanden 1 det gyldne
snits forhold. P4 venstre figur pa naste side gaelder saledes |4S | / |CS | = ¢ . Forholdet mel-
lem en diagonal og en side er ogséd det gyldne snit: |CA| / |DE | = ¢ . Pentagonen spillede

en stor rolle for pythagoraerne. Hvis man forlenger siderne pd den regulere femkant, far
man dannet en fem-takket stjerne kaldet et pentagram. Pythagoraerne brugte pentagram-
met som deres hemmelige logo for at enske hinanden sundhed og lykke. Andre kulturer
har tillagt pentagrammet guddommelige og magiske kraefter. Pentagrammet kan ses pa
hejre del af figuren pé neste side.
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D E

Regulaer femkant (Pentagon) Pentagram

Konstruktioner med passer og lineal er i det hele taget en fascinerende disciplin. Man kan
halvere en vinkel med passer og lineal, men ikke tredele en vinkel. Grekerne provede
forgaeves at finde metoder hertil. Forst i 1800-tallet blev det endelig bevist, at det ikke
kan lade sig gore. Man kan heller ikke kvadrere cirklen eller fordoble kuben, som er to
andre klassiske problemer. Vi skal ikke komme narmere ind pa dette her. Interesserede
kan eventuelt konsultere [2]. Angdende kunsten at konstruere regulare polygoner, sa var
det lenge uklart, hvilke man kunne konstruere med passer og lineal. En af historiens stor-
ste matematikere, Car! Friedrich Gauss (1777-1855) angav 1 en alder af 19 &r en metode
til at konstruere den reguleere 17-kant! Gauss kom i gvrigt med en fuldsteendig lesning pa
spergsmélet om konstruerbare regulaere polygoner, og det blev publiceret i hans beromte
veerk Disquisitiones arithmeticae fra 1801. Nok om det her.

Fibonacci tallene

Vi foretager igen et spring i tid. Denne gang er vi i Norditalien i begyndelsen af 1200-
tallet. Leonardo af Pisa (ca. 1170-ca. 1250), eller som han ogsa blev kaldt, Fibonacci,
var son af en forretningsmand og embedsmand. Pisa var dengang en livlig handelsby,
hvor man blandt andet handlede med krydderier fra Fjernegsten. Den megen handel krae-
vede bogforing af lagre og priser. At regne med romertal er langt fra effektivt. At leegge
sammen og treekke fra gir lige an. At gange tal sammen er héblest. Det hjalp dog lidt, at
man kunne regne péa kuglerammer, men det uhensigtsmeessige talsystem var en stor ham-
sko. Leonardo hjalp i en periode sin far som handelsmand og toldfunktioner i Bugia i det
nuvarende Algeriet, og rejste senere til flere andre Middelhavslande. Her stiftede han
bekendtskab med det hindu-arabiske talsystem, som han erfarede var alle andre talsyste-
mer overlegent. Efter at have fiet udvidet sin matematiske horisont, gik han i gang med
at skrive en bog, hvori han beskrev, hvordan man kan anvende det hindu-arabiske talsy-
stem 1 praksis. Bogen indeholder et vaeld af eksempler, som spander lige fra hestekeobs-
opgaver til tamning og fyldning af cisterner. Leonardos bog med navnet Liber Abaci ud-
kom 1 r 1202. Han hestede stor anerkendelse for varket. Den var et keerkomment bidrag
til matematikken 1 Vesteuropa, som pé den tid var meget tilbagestaende, ikke mindst som
en folge af kirkens store dominans. Men tilbage til Liber Abaci. Grunden til, at bogen
omtales her er, at der er en helt serlig opgave fra kapitel XII: udviklingen af antal kaniner
i en kanin-population. Som man maske kan gatte, har den forbindelse til det gyldne snit!
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Et par kaniner (en han og en hun) feder et nyt par kaniner hver maned. Nyfedte kaniner
bliver dog forst kensmodne efter 2 méneder. Vi starter med ét par nyfedte kaniner. Efter
1 méned er de blevet storre, men stadig ikke kensmodne. Derfor er der stadig kun ét par.
Efter 2 maneder er parret kensmodent og far et nyt par som afkom. Sammen med det
oprindelige par er der dermed to par. Efter 3 méaneder foder det oprindelige par igen et
nyt par, mens det andet par ikke er fededygtigt endnu. Sédan fortsettes méned efter ma-
ned. Skematisk kan det stilles séledes op:

|
AR
\
*

/
AA

REE

Ovelse A8

Neavn flere antagelser, der ligger til grund for ovenstdende udvikling i kaninbestanden.
Er de realistiske i en praktisk sammenhang?
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Selv om opgaven er meget urealistisk, fik den alligevel stor opmarksomhed, eftersom
den har teoretisk interesse. Udviklingen méned efter méned i kaninbestanden kan nemlig
beskrives ved en rekursiv talfolge. Hermed menes en talfelge, hvor man kan bestemme
det nye tal 1 talfelgen ud fra kendskab til de forrige. Lad 1 det folgende V,, B, og F,
betegne henholdsvis antal voksne kaninpar, antal bernekaninpar og det samlede antal
kaninpar efter »—1 méneder. Da haves: V, =F, , og B, , =V, , ogheraf: F, =V, +B,
=F _+V, _,=F, +F,,.Detsamlede antal kaninpar en given mdned er altsa lig med
summen af de samlede antal kaninpar de to forrige mineder. Vi kan skrive det saledes:

F=1,F =1

(2)
F,=F +F, ,, n>3

Vi har her tilfojet de to forste vaerdier i talfolgen. Med dem og den angivne regel, kan vi
finde alle efterfolgende vaerdier i talfolgen. Nedenfor er udregnet de forste tal i talfolgen,
hvilket ses at stemme overens med vores figur med kaniner pé forrige side.

F=F+F=1+1=2
F,=F+F,=2+1=3
F,=F,+F=3+2=5
Fy=F,+F,=5+3=8
F, =F,+F,=8+5=13

Ovelse A9

Prov selv at generere en liste over de forste 50 Fibonacci-tal. Det kan vare en fordel at
bruge et regneark sisom Excel hertil.

Det viser sig, at forholdet mellem to pa hinanden felgende Fibonacci-tal nermer sig til
det gyldne snit, ndr n gr mod uendelig. Denne egenskab blev 1 1611 opdaget af den
beramte tyske astronom Johannes Kepler (1571-1630). Det blev forst bevist langt senere.

1/1 = 1.000000
2/1 = 2.000000
3/2 = 1.500000
5/3 = 1.666666
8/5 = 1.600000
13/8 = 1.625000
21/13 = 1.615385
34/21 = 1.619048
55/34 = 1.617647
89/55 = 1.618182
144/89 = 1.617978

Fibonacci (ca. 1170-ca. 1250)
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I det folgende ensker vi at give et bevis for pdstanden pé forrige side, altsa af forholdet
mellem to pa hinanden folgende Fibonacci-tal konvergerer mod det gyldne snit. Hertil féar
vi forst brug for at bevise en egenskab for Fibonacci-tallene.

Saetning A10
Lad {Fn} vare Fibonacci-talfelgen givet ved (B2). Da glder:
(A3) Fn2+1_Fn+1'Fn_Fn2:(_1)n

Bevis: For at bevise formlens rigtighed skal vi bruge en teknik, som kaldes induktion.
Metoden gér ud pa at vise formlens rigtighed for den eller de forste verdier af n og der-
efter vise, at hvis formlen gelder for n, s geelder den ogsé for n+1. Kan vi vise det, kan
vi konkludere, at formlen gelder for alle verdier af n € N . Er formlen rigtig for n=1,
s er den det nemlig ogsd for n=2. Nar den er rigtig for n =2, sd er den det ogsa for
n =3, etc. Forst indsatter vi n=1 1 (A3):

Basisskridt: F}-F,-F-F*=(-1)! & 1°-1-1-1'=-1 stemmer!
Induktionsskridt:
Fn2+l _Fn+l 'Fn _F'n2 =(_1)n

(i
(F,+F, ) —(F,+F,,)-F,—F*=(-1)"
(i
Fn2+2Fn 'Fn71+Fn271_Fn2_Fn 'anl_Fnz =(_1)i’l
(i
_Fn2+Fn F, +Fn2—1 ="
(i

Fnz _Fn 'Fn—l _Fnz—l = (_l)n_l

hvor 1 det forste ensbetydende tegn har udnyttet, at ¥, , er summen af de to forrige, altsd
F, og F,_,.Isidste ensbetydende tegn har vi gange med —1 péd begge sider af lighedsteg-
net. Den sidste linje er netop (A3), hvor n er udskiftet med »—1. Vi har dermed bevist
(A3) foralle ne N .

I stil med (A3) findes der utallige andre smukke egenskaber for Fibonacci-tallene. Det er
alt sammen meget fascinerende. Faktisk s& meget, sa der er skabt et helt tidsskrift Fibo-
nacci Quarterly, som tager sig af disse egenskaber. Vi skal ikke ga dybere ind i det her,
blot bruge s@tning A10 til at bevise satningen vedrerende det gyldne snit.
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Seetning A1l

Talfolgen bestaende af forholdet mellem to pa hinanden folgende Fibonacci-tal kon-
vergerer mod det gyldne snit:

F
ol 5 ¢ for n— oo

n

Bevis: Lad os dividere med Fn2 pa begge sider af lighedstegnet i (A3):

n 2 n
(A4) Fn2+1 — F;le' Fn _F}’l2 — (- 12) PN Fn+1 _ Fn+1 -1 = (_12)
F F F F F

n n n

Visatter K, = F,,,/F, , hvorefter viser, at K, tilfredsstiller folgende andengradsligning:
(A5) xz—x—(nﬂ}o
F

n

med losningerne:

_ li\/1+4-(1+(—1)"/F,,) _ 1J_r\/5+4-(—1)"/F,,
7 2

(A6) X

For alle n har vi, at F,,, > F, , hvoraf vi slutter, at K, >1. Derfor md K, vare losningen,
der kommer fra plusset i (A6). Eftersom der klart gaelder, at F,, — oo for n — oo, far vi:

(A7) K

1+45+4-(-1)"/F,
= +\/+ ( )/”—>1+2\/§:(pforn—>oo

" 2

Vi har dermed bevist setningen.

Som sadvanligt stillede matematikerne sig en masse ekstra spergsmaél for at udvide for-
staelsen af Fibonacci-tallene. Et af dem var, om det virkelig er nedvendigt for eksempel
at udregne de forste 999 Fibonacci-tal for at kunne udregne Fibonacci-tal nummer 1000?
Svaret er, at det behgver man ikke. I det 19. &rhundrede viste franskmanden Jacques Phi-
lippe Marie Binet (1786-1856), at der findes en formel til bestemmelse af det n'te Fibo-
nacci-tal. Formlen, som tilsyneladende allerede var kendt 1 det 18. arhundrede af Leon-
hard Euler (1707-1783) og Abraham de Moivre (1667-1754), angives her uden bevis:

Saetning A12 (Binets formel)

Det n'te Fibonacci-tal kan bestemmes af folgende formel:

A8 . (1+ﬁ]n_£1—ﬁ]"

_ﬁ. 5 5
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Det kan synes overraskende, at en formel, som giver et helt tal for alle vaerdier af n, faktisk
indeholder kvadratradder. I gvrigt kan Binets formel alternativt skrives saledes:

9" —y"

(A9) F = NG

hvor y =—1/¢ er den anden losning til andengradsligningen x* —x—1=0, udover ¢ selv.
Ved 1 udviklingen af en kaninpopulation at indfere, at kaniner forst kan fa unger efter to
mdneder, skabte Fibonacci altsa en hejst interessant talfelge. Hvis kaninerne kunne for-
mere sig straks efter forste méned, ville der blot vere tale om en lidt "kedelig" eksponen-
tiel vaekst! En anden arsag til, at Fibonacci-tallene er blevet s beremte er, at de dukker
op 1 s& mange uvante situationer. Stamtreet fra en drone (hanbi) udvikler sig séledes efter
en Fibonacci talfelge. Et andet eksempel er energitilstandene i en elektron (se [8]). Ikke
nok med det: Fibonacci-tal genfindes i planter! Nér blade gror pé en kvist eller grene gror
pa en stamme, sa gor de det pa en méde, sd der opnds optimal adgang til lys, regn og luft.
Det ville for eksempel vare uhensigtsmaessigt for grene at placere sig over hinanden.
Typisk spiralerer de op langs stammen. At naturen séledes automatisk optimerer sine egne
betingelser er fascinerende. Emnet hedder fyllotaksi eller Phyllotaxis pé engelsk. Hos en
solsikke bestar blomsterkurven af gule randblomster og i midten en mangde smd morke
skiveblomster. Sidstnavnte danner et kompliceret spiralmenster, bdde mod hgjre og mod
venstre, som indikeret med tre eksempler pa figurerne nedenfor. Den spe&ndende egen-
skab er, at antallet af hgjredrejede spiraler og venstredrejede spiraler altid er Fibonacci-
tal! I dette tilfaelde kan man telle 55 venstredrejede spiraler og 34 hgjredrejede spiraler!

Ovelse A13

Seg efter billeder af solsikker pa Internettet og teel antallet af hgjredrejede og venstredre-
jede spiraler. Féar du Fibonacci-tal?

Ogsé hos ananas kan man se et lignende fenomen. Her er hvert af de hexagonale skel pa
frugtens overflade faktisk en del af hele tre forskellige spiraler! Igen er antallet altid Fi-
bonacci-tal! Vi skal ikke gd mere detaljer med det her.
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Det gyldne rektangel og den gyldne spiral

Et rektangel kaldes for et gyldent rektangel, hvis forholdet mellem dets sider er som 1: .
Det interessante er, at hvis man fjerner et kvadrat fra rektanglet, sa er resten ogsé et gyl-
dent rektangel. Figuren viser det gyldne rektangel ABCD. Nar kvadratet AEFD fjernes, er
det tilbagevaerende rektangel EBCF altsa ogsé gyldent.

A E B
G 4 H
K | L

D F | C

Vi kan forts@tte processen: Nér kvadratet EBHG fjernes, er der et gyldent rektangel til-
bage, nemlig GHCF, etc. Det viser sig, at diagonalerne, tegnet med gré stiplede linjer
ovenfor, meder hinanden i samme punkt. De "fjernede kvadrater" vil nerme sig til dette
punkt, ndr processen fortsattes i det uendelige.

Ovelse A14

Vis at nar man fjerner et kvadrat fra et gyldent rektangel, sa er der et gyldent rektangel
tilbage. Hjeelp: Kald den korte side for a. S& er den lange side a-¢ . Udnyt derefter egen-
skaben ¢ =1/(¢—1) for det gyldne snit.

Men der er ogsd noget, som hedder den gyldne spiral. x

Spiralens ligning er nemmest at angive i polere koor- | _——
dinater, hvor den ser saledes ud:

20 " P
(A10) r=¢" , hvor =1,61803...

eller 1 almindelige rektangulere koordinater:

£
(A11) (x] _ (”-COS@)] _ [cpze/"-COS(@)} KJ

y r-sin(0) 0> .sin(0)
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Ovelse A15

Brug et CAS-verktoj til at tegne banekurven for vektorfunktionen givet ved (A11). Tegn
kurven i omradet —6m <0 <6m. Du ber sikre dig, at der er samme skalering pa begge
akser, for at det ser realistisk ud.

Hvis man indtegner den gyldne spiral oveni figuren med gyldne rektangler pa forrige side,

pa en mide, sa de bla akser udger det drejede koordinatsystem, sa vil den gyldne spiral

passere igennem hjernerne i kvadraterne: ... K, I, H, E, D, ... Hver gang vinklen 0 @ndrer

sig med n/2 svarende til 90 grader, ganges radius med ¢, som det fremgar direkte af (A10).
y

A E B
] X
G H
K L
D r | c

Den gyldne spiral tangerer imidlertid ikke de gyldne rektangler i de angivne punkter, som
det ellers kunne se ud til. Den gyldne spiral er i gvrigt et specialtilfaelde af en sikaldt
logaritmisk spiral, som i polaere koordinater har ligningen »=5b-4"°. En logaritmisk
spiral er selvsimilcer, hvilket vil sige, at hvis man zoomer ind i spiralen, vil det se ud som
en nejagtig kopi af helheden. Tvarsnittet af et Nautilus' sneglehus er approksimativt en
logaritmisk spiral. Dog ikke en gylden spiral, som det undertiden fejlagtigt anfores.
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Kunst

Le Corbusier er kunstnernavnet for den schweiziske fodt arkitekt, mebeldesigner, byplan-
leegger, forfatter, skulpter og kunstmaler Charles-Edouard Jeanneret-Gris (1887-1965).
Han studerede det gyldne snit og brugte det i sine produktioner. Blandt andet har han
skabt proportionssystemet Modulor, som han brugte som skala i mange af sine bygninger.
The Modulor er et forseg pa at opdage storrelsesforhold i den menneskelige krop, inspi-
reret af Leonardo da Vincis Vitruvius mand samt andre italienske renassance kunstnere,
herunder Leon Battista Alberti.

Ovelse A16

Seg pa Internettet for information om Le Corbusier og hans Modulor Man. Hvor dukker
Fibonacci-tallene og det gyldne snit op?

Ovelse A17

Den tyske astetiker Adolph Zeising (1810-1876) udgav en reekke publikationer, hvori han
pastod at meget 1 naturen, i velklingende musik og i de smukkeste arkitektoniske vaerker
har proportioner efter det gyldne snit. En af grundlaeggerne af den moderne psykologi,
Gustav Theodor Fechner (1801-1887), gik i gang med at forsgge at verificere Zeisings
pastande gennem spergeundersogelser, statistik og eksperimenter. Nogle gange faldt re-
sultatet ud til fordel for teorien om, at det gyldne snit er det mest astetiske. Andre gange
var resultaterne tigede. Utallige forseg har siden varet udfert, og der er ingen konklusion.
Ofte bliver undersogelserne kritiseret for ikke at ligestille alle udfald.

Nedenfor har denne e-bogs forfatter lavet sin egen lille test: Leeseren opfordres til at veelge
det rektangel, som forekommer at have de mest @stetiske proportioner. Om det sa er det
med det gyldne snits forhold kan ses pa den allerbagerste side.
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Tema B. Broer, kaeder og kurvefit

At tilnerme en samling datapunkter med en matematisk defineret kurve kaldes at foretage
et kurvefit, og det er en anvendelse af matematik, som man ofte steder pa. Vi kender det
fra linecer regression, hvor en rekke datapunkter i planen tilneermes med en ret linje, som
er grafen for en linear funktion. I det tilfeelde kalder vi ogsé den line@re funktion for den
fittende funktion. Andre eksempler pé fit er eksponentiel regression og potensregression.
Normalt skal man selv foretage et valg blandt de typer funktioner eller familie af funktio-
ner, man gnsker at foretage et fit med i en konkret problemstilling. En begrundelse for et
givet valg kan vare, at man teoretisk set forventer, at data folger en bestemt type funk-
tioner. I andre tilfaelde er man blot interesseret i at finde en tilstreekkelig paen kurve, som
tilnermer datapunkterne pant. Et eksempel pa sidstnaevnte er de sdkaldte splines, hvor
man anvender en kurve, som er stykvist. Vi skal ikke gi nermere ind pa sidstneevnte type,
da det er en hel teori for sig. I stedet skal vi kigge pa et par eksempler af forstnavnte type,
hvor vi tilnermer data med et andengradspolynomium.

Eksempel B1

Givet tre punkter i planen: (-2;3,5),(1,2) og (3,—4) . Vi skal se, at der findes netop et
andengradspolynomium, hvis graf gar igennem disse tre datapunkter. Vi skal med andre
ord bestemme koefficienterne a, b og ¢, sa andengradspolynomiet p(x)=a-x>+b-x+c
opfylder p(-2)=3,5, p(1)=2 og p(3)=—4. Det giver tre ligninger med tre ubekendte,
hvor de ubekendte er a, b og c:

I
w
)]

a-(=2)* + b-(-2) + ¢ 4a —2b + ¢ = 3.5
(B1) al> +bl+c=2 = a+b+c=2
a.32+b.3+c 9a + 3b + ¢c = -4

Il
|
N

En made at lose de tre ligninger med tre ubekendte pé er ved at isolere en af de ubekendte
i den ene ligning og indsette udtrykket i de to andre ligninger. Den anden ligning ser mest
simpel ud, sa vi vaelger at isolere ¢ i denne og indsatte udtrykket herfor i de to evrige.

4a — 2b + (2—a-b) = 3,5 3a —3b =15
(B2) c=2-a-b = c=2-a-b
9a + 3b + 2—a-b) = -4 8a + 2b = -6

Vi fokuserer nu pa forste og tredje ligning. De udger et ligningssystem bestdende af to
ligninger med to ubekendte. Vi isolerer b i den sidste og indsetter udtrykket for b i den
anden ligning:

3a — 3-(-3-4a) = 1,5 15a+9 = 1,5
(B3) o

b =-3-4a b =-3-4a

Den ubekendte a kan herefter bestemmes af den forste ligning. Resultatet indsattes i den
anden for at bestemme b.
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a = -1 a = —1
(B4) { 2 = { 2
b = -3-4-(-0,5) b= -1

»
»

Disse to verdier indsattes 1 udtrykket for ¢ i
(B2): ¢=2-a-b=2-(-0,5)-(-1)=3.5. ¢
Vi har dermed bestemt det andengradspoly- 3
nomium, hvis graf gar igennem de tre data- 2

punkter: p(x) =—0,5x> —x+3,5. Tegner vi

grafen for andengradspolynomiet, ser vida =~ — _/ - - \ —> X
ogsa, at punkterne virkelig ligger pa grafen.

Der gelder generelt, at hvis man har givet

tre punkter, som har forskellige x-verdier og / \
som ikke ligger pé linje, s& findes der netop

én parabel, som passerer igennem punkter- /

—

ne. Vi skal dog undlade at bevise denne pa-
stand her.

~—
—

Det er klart, at et CAS-varktej lynhurtigt vil kunne udregne koefficienterne i eksempel
B1. Typisk kan man definere andengradspolynomiet p(x)=a-x*+b-x+c og derefter
lose ligningssystemer bestdende af de tre ligninger p(-2)=3,5, p(1)=2 og p(3)=—+4
med hensyn til de ubekendte a, b og c. Hvordan det helt pracist gores, athanger af ens
CAS-varktej. Men hvad nu, hvis vi har fire datapunkter? Vi ser pé det i et eksempel.

Eksempel B2

Lad os sige, at vi udover de tre punkter givet i eksempel B1 ogsa har datapunktet (-3,1).
Det vil give anledning til en ekstra ligning, markeret med redt nedenfor:

4a — 2b + ¢ = 3,5
a+b+c=2
9a + 3b + ¢ = -4
9a — 3b + c =1

(B3)

Fra eksempel B1 ved vi, at de tre forste ligninger har en entydig lgsning. Den eneste
mulighed for at hele ligningssystemet (B5) har en losning er derfor, at losningen til de
forste tre ligninger givet ved a =—0,5,b =—-10g c =3,5 passer i den sidste ligning. Dette
er ikke tilfeeldet. Hvis vi vil foretage et fit med et andengradspolynomium, ma vi med
andre ord stille os tilfreds med, at grafen ikke kan passere igennem alle fire datapunkter.
Hvordan finder vi da den bedste losning pd problemet. Hvad der er "bedst" kan naturligvis
diskuteres. Et meget anvendt valgt er at benytte mindste kvadraters metode.
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Metoden bestér i at veelge a, b og c, sa kvad- 74

ratsummen af de lodrette afstande fra data-

punkterne til parablen bliver mindst mulig.

Princippet bag mindste kvadraters metode er / TN

illustreret 1 eksempel B3 nedenfor. Bruger /
man et CAS-verktej til at lave et fit med et 1

andengradspolynomium (seg eventuelt efter ~ — T —> X

polynomiel regression) vil man fa folgende / -1 \
andengradspolynomium som lgsning:

p(x) =-0,56638 x> —0,88277 x +3,6610

~
//

Hvor godt polynomiet tilnermer datapunk-
terne angives ved den sakaldte forklarings-
grad R* =0,99331. Det er dog altid fornuf-
tigt ogsa at tage en visuel inspektion af gra- / I \
fen, for man faelder nogen dom.

~I
qg

—
—

Eksempel B3 (Princippet bag mindste kvadraters metode)

Princippet bag mindste kvadraters metode kan nemmest forklares ved et eksempel. Vi
tenker os givet de fire datapunkter (1;0,5), (2,3), (3,5;2) og (5,1). De fire punkter ind-
tegnes 1 et koordinatsystem. Man kunne overveje at foretage et get pa et andengradspo-
lynomium, som er en rimelig god tilnermelse til datapunkterne. Vi veelger andengrads-
polynomiet p(x)=-0,25x> +1,75x—0,50 . Med residualet i x =1 menes forskellen mel-
lem dataverdien og funktionsveerdieni x=1: 0,5 - p(1) =0,5 -1=-0,5. Det betyder, at
den lodrette afstand fra datapunktet til grafen er 0,5, og det negative fortegn fortaller, at
datapunktet ligger under grafen (se grafen pé naste side). P4 tilsvarende vis kan residua-
lerne i de gvrige tre x-vardier bestemmes. Kvadreres de og laegger man sammen, fas:

58, = (0,5- p())’ +(3=p(2))* +(2- p(3,5))* +(1- p(5))’

(B6) = (0,5-1)"+(3-2)"+(2-2,5625)" +(1-2)’
2,5664

Her er SS en forkortelse af det engelske "Sum of Squares" og indekset res er en forkortelse
for det engelske "residual". Det er nerliggende at forsege at velge koefficienterne a, b
og c 1 andengradspolynomiet pd en made, s& den ikke-negative storrelse SS,,; bliver sd
lille som muligt. Kan man vealge a, b og ¢, sé den bliver eksakt 0, betyder det for eksem-
pel, at grafen for andengradspolynomiet gar eksakt igennem datapunkterne. Dette er nor-
malt ikke muligt, sd det gelder om at finde koefficienter, s& SS,, bliver sa lille som
overhovedet muligt. Heldigvis findes der en metode til at finde minimum for §S,,,, men
da den involverer funktioner af flere variable, afstar vi fra at forklare mere om det her.
Heldigvis har de fleste CAS-vaerktoj et vaerktej til at bestemme det andengradspolynomi-
I dette tilfeelde er den mindste veerdi 1,0659
og den opnés for polynomiet p(x)=-0,4738x +2,8366x—1,5262. Figuren pi naste
side viser grafen for gattet samt den optimale lesning.

um, som giver den mindste vaerdi for SS

res ©
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y y

A A
a=-0,25 a=-0,4737532808
b= 1,75 b= 2.836614173
c=-0,50 c=-1.526246719
5, = 2,5664 55, = 1.065944884

1 1
: > X . > X

For at kunne udregne den sékaldte forklaringsgrad, skal vi have fat i endnu en sterrelse,
nemlig den totale kvadratsum SS,,, . Her far vi forst brug for gennemsnittet af y-vaerdierne
for datapunkterne: y =(0,5+3+2+1)/4=1,625. Den totale kvadratsum fas ved at ud-
regne forskellen mellem de enkelte datapunkters y-vaerdier og gennemsnittet y , kvadrere
og lagge sammen:

(B7)  SS,, = (0,5-1,625)"+(3-1,625)" +(2-1,625)* +(1-1,625)° = 3,6875
Forklaringsgraden (Eng: Coefficient of Determination) betegnet R* defineres ved:

(B8) R=1 - S __ LO69 0,7109
SS 3,6875

tot

Hyvis forklaringsgraden er taet pa 1 er det normalt et udtryk for et godt fit. I eksempel B2
sa vi en forklaringsgrad pa 0,99331. Andengradspolynomiet 1 dette eksempel ses da ogsd
tydeligt at tilneerme data bedre end tilfaeldet er 1 dette eksempel. En anden visuel made at
afgore om data folger en bestemt type funktion, sdsom et andengradspolynomium her, er
at lave et residualplot. Her afbildes datapunkternes x-vaerdier henad 1. aksen og det til-
herende residual opad 2. aksen.

residual
A

15

05

=05

Residualplottet er ikke sarlig interessant her, hvor der kun er fire datapunkter. Ofte har
man rigtig mange datapunkter, og hvis punkterne i residualplottet si for eksempel ligger
konsekvent under grafen i den ene ende og over grafen i den anden, kan det give anledning



140 © Erik Vestergaard

til at forkaste hypotesen om, at data folger den padgeldende graf. Derimod vil det styrke
hypotesen, hvis punkterne i residualplottet ser ud til at vaere spredt tilfeldigt.

Bemeerkning B4

Lad os opsummere til en mere generel situation end det i eksempel B3: Lad der vere givet
n datapunkter (x;,y,), (x,,»,),..., (x,,»,) . Man ensker at foretage et fit med en funktion
£, som indeholder én eller flere frie parametre. Spergsmalet er, hvilke vardier af parame-
trene, der giver det "bedste" fit. Lad y = (y, + y, +...+»,)/n vere gennemsnittet af data-
punkternes y-koordinater. Da er kvadratsummen af residualer givet ved:

n

(B9) SS,. = > (v~ p(x))

i=1
Det er denne kvadratsum, som man gnsker at minimere med hensyn til de parametre, som
indgér 1 funktionen f. Den fotale kvadratsum er tilsvarende givet ved:

n

(B10) S0 = X(3-7)

i=1
Endelig er forklaringsgraden R* givet ved:

_ SS}”@S
SS,

tot

(B11) R*=1

Hvis forklaringsgraden er eksakt 1, betyder det, at vi har at gore med et perfekt fit: Alle
datapunkter ligger pa grafen for /. Jo mindre SS

res

er i forhold til SS,, jo nermere vil
forklaringsgraden vare pa 1. Det sker typisk, nar funktionen er et godt fit til data.

Ovelse B5

Benyt metoden fra eksempel B1 til at bestemme forskriften for det andengradspolynomi-
um, hvis graf gir igennem punkterne (—2,9), (1; 1,5) og (4,3) . Udfer forst beregningerne
manuelt og benyt derefter dit CAS-vearktoj til at lose opgaven automatisk. Far du samme
resultat?

Ovelse B6

Givet datapunkterne (-5,8), (—2,-1),(2,1),(3,4) og (4,7).

a) Benyt dit CAS-veerktej til at bestemme det bedste fit af formen p(x)=a-x*>+b-x+c
til de fem datapunkter. Angiv a, b og c.

b) Bestem residualerne og lav et residualplot.

c) Hyvilken forklaringsgrad giver CAS-verktojet?

d) Bestem forklaringsgraden manuelt ved hjelp af formlen i (B11). Stemmer den
overens med vaerdien fra c)?
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I de folgende to evelser skal vi udelukkende bruge et ferdigt softwareprogram til at be-
stemme et kurvefit, uden at dykke ned 1, hvordan dette kurvefit bliver beregnet. Et oplagt
softwareprogram hertil er Logger Pro, da man kan "prikke en kurve ud pa et foto".

Ovelse B7 (Hangebro-model)

Teorien forudsiger, at de kabler, som barer vejbanen pé

en hengebro, former en parabel. Vi skal underseoge, om
det er rigtigt ved at bruge programmet Logger Pro. An-
skaf for det forste en metalkaede fra et byggemarked.
Kaden henges op i1 to kroge. Som bekendt er vejbanen
baret oppe af lodrethaengende kabler, som er forbundet
til det baerende kabel. Vi vil simulere denne belastning
ved at heenge en reekke lodder op 1 forskellige kadeled.
Lodderne skal alle have samme vaegt, og de skal haenge
nogenlunde med samme vandrette afstand, som antydet
pa figuren herunder. Tag et foto af situationen. Var
omhyggelig med at fotografere vandret samt vinkelret
ind pa det plan, som keden hanger i.

a) Indsat fotoet 1 Logger Pro via menuen Indscet > Billede > Billede med fotoanalyse....
Ved at veelge med fotoanalyse, far man rddighed over en raekke verktojer 1 hojre side
af billedet. Dem skal vi bruge i det folgende.

b) Indsat begyndelsespunktet for koordinatsystemet (Origo) ved at prikke det ud pa
fotoet med det rette vaerktej. Hvor man ger det i billedet er lidt ligegyldigt her.

c) Man skal satte skalaen, dvs. forteelle programmet, hvor meget en bestemt afstand i
billedet svarer til 1 virkelig afstand. Man valger skala-varktojet og trekker fx en
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lodret eller vandret linje ud, hvorefter man i en boks skriver, hvor langt det angivne
stykke 1 virkeligheden er - i samme plan som kaden! Har du ikke umiddelbart mulig-
hed for at vurdere dette, st da bare stykket til et eller andet. Det betyder ikke sa
meget her, eftersom en skaleret parabel stadig er en parabel.

d) Du er nu klar til at afsaette punkter langs kaeden ved hjelp af punkt-verktejet. Afset
mange punkter langs keden og ger det sd precist, som du kan. Kommer du til at
afsat et punkt lidt skaevt, kan du bruge Ctrl+Z for at fortryde det sidst afsatte punkt.

e) Kilik pé kurvetilpasningsvarktejet. Vaelg 1 det fremkomne vindue AX*2+BX+C og
klik derefter pa Prov tilpasning. Programmet vil da forsege at bestemme parametrene
A, B og C i andengradspolynomiet, sdledes at man opndr det bedste fit. Resultatet
kan findes pa en graf bag billedet. Du kan valge, om billedet eller grafen skal ligge
bagerst eller forrest ved at hejreklikke pa det forreste element og evt. vaelge Flyt
bagest.

f) Punktet Korrelation i den lille boks, der indeholder oplysninger om fittet, er kvadrat-
roden af forklaringsgraden. Som bekendt er en forklaringsgrad tet pa 1 — og dermed
ogsé en Korrelation tet pd 1 — som oftest et udtryk for, at der er tale om et godt fit.
Husk dog, at det is@r er en visuel inspektion, som ber afgere, hvor godt andengrads-
polynomiet tilneermer datapunkterne. Kan du godtage at de barende kabler pa en
hangebro former en parabel?

Ovelse B8 (Kedelinje)

En keedelinje (Eng: Catenary) er den kurve, som en kade danner, nir den haenger frit ned
fra to kroge. Teorien siger, at kurven er graf for felgende funktion:

(B12) f(x)=a-cosh (fj
a

hvor cosh(x) er den funktion, der betegnes "cosinus hyperbolsk". Du skal nu udfere et
forseg ligesom det med heengebroen med henblik pa at afgere, om kaden virkelig haeenger
i den kurve, teorien forudsiger. Bemaerk, at hvis du forseger at foretage et fit med funk-
tionen i (B12), hvor der kun er parameteren a, sa skal du vaere meget omhyggelig med at
udvalge origo. Dette er ikke onskeligt og vil give vesentlig usikkerhed i forseget. Bedre
er det at definere en ny funktion, som har en graf, som er en parallelforskydning af grafen
for - Dermed behgver man ikke vere pracis med at satte origo ngjagtigt, men kan satte
det et vilkarligt sted pa fotoet.

a) Benyt saetning 2.3 til at vise, at hvis man parallelforskyder grafen for f med vektoren
(b,c), sé far man grafen for folgende funktion:

(B13) 2(x) = a-cosh ("—‘Z’]+ c
a
Denne funktion har nu de tre parametre a, b og c.
b) Gennemfor forsgget ligesom i gvelse B7, blot med den forskel, at der ikke skal haen-
ges lodder pa kaden. Foretag et fit med funktionen g. Kan dit forseg og analyse
bekrafte, at en fritheengende kaede folger en kaedelinje?
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Tema C. Bevagelse pa cykel og numerisk differentiation

En af de mest oplagte anvendelser af differentialregning er i fysik til illustration af begre-
ber som sted, hastighed og acceleration. En mulighed er at filme et par elever, som hver
for sig cykler langs en vandret linezr bane. Det kan settes op som en konkurrence, hvor
det gelder om at komme hurtigst muligt frem. Hvad har elevens hastighed varet 1 starten
af beveagelsen eller pa et senere tidspunkt? Valger man at ga skridtet videre, kan man
endda analysere accelerationen i bevagelsen.

a
F v 1381314 (27,62,8972)  04.605

MEEEED

]

EIE H . i

Forsaget krever, at man kan optage bevagelsen péd video, og at man har software til ra-
dighed til at analysere filmen. Et godt program hertil er Logger Pro. 1 det folgende antages
det at leeseren har dette program til radighed, foruden regnearket Microsoft Excel. Er det
ikke tilfeeldet har leeseren maske adgang til lignende programmer?

Forberedelse og udferelse af forseg:

1. Apparatur: Anskaf et videokamera, et stativ, en meterstok og en cykel.

2. Serg for at personen cykler fra venstre mod hgjre, set fra videokameraets synspunkt.

3. Kameraet rettes vinkelret pa banen samt indstilles vandret, sa filmens billedplan er
parallel med det lodrette plan, hvori den virkelige bevaegelse med cyklen foregér! En
almindelig framerate pa 24 {/s eller 30 f/s er passende.

4. Anbring en meterstok i1 det lodrette plan, som bevagelsen foregér i, gerne taet ved
hvor cyklisten starter bevagelsen. Det skal bruges til at fastseette skaleringsfaktoren,
s& man ved, hvor meget 1 meter i virkeligheden svarer til i billedet!
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Bearbejdning i Logger Pro efter filmen er optaget:

5. Opret en ny mappe, hvori video-filen anbringes.

6. Abn Logger Pro og gem straks filen i samme mappe som video-filen.

7. Indset videoen i Logger Pro via menuen Indscet > Film...

8. Marker video-vinduet i Logger Pro og valg menuen Indstillinger > Filmindstillin-
ger. Sorg for at anbringe et 5-tal 1 folgende felt:

Kar filmen billede(r) frem efter tilfejelse af nyt punkt.

Meningen er, at vi kun vil benytte hver femte frame i filmen.
9. Klik pa Aktiver/deaktiver videoanalyse nede i hejre hjerne af video-vinduet. Derved
fremkommer nye videovarktejer 1 hojre side af video-vinduet, som vist pa figuren.

[N

—— <«— Veelg punkt
[==d] J Tilfgj punkt ——>

\ Angiv skala —> @

Aktiver/deaktiver videoanalyse

[F

<«—— Angiv oprindelse

T

Synk. film til graf
<«— Sla spor til og fra

]

Vis oprindelse —>

| | «<— Vis skala

1]

10. Kig filmen igennem via Play-knappen. Leg merke til der, hvor cyklen satter i gang.
Spol tilbage og find lige pracis den frame, hvor cyklen satter i gang. Klik herefter
pa knappen Synk. film til graf (se figur). I den fremkomne boks sattes graftiden til O:

Klik pd graf for at angive graftid (eller indtast den direkte):

Graftid:| 0 ‘ 5

Det har som konsekvens, at tiden internt i Logger Pro vil blive sat til 0 i det gjeblik,
hvor cyklen setter i gang.

11. Vealg verktejet Angiv oprindelse og venstreklik i centrum af det forreste hjul. Derved
vil centrum af hjulet koordinatsystemets begyndelsespunkt (origo).

12. Velg vaerktejet Angiv skala og trek en lille gron linje ud langs med meterstokken i
videoen, s& Logger pro ved, hvor meget 1 meter i virkeligheden svarer til i videoen.

13. Du skal nu til at afs@tte punkter: Vaelg verktojet Tilfoj punkt og klik 1 det forreste
hjuls centrum. Derved er der blevet afsat et punkt og filmen er spolet 5 frames frem
(se punkt 8). Afsat et nyt punkt, der hvor forhjulets centrum nu er og sé fremdeles.
Bemark, at visningen af bade punkter og koordinatsystem kan slés til/fra (se figur).
Skulle du komme til at afsatte et punkt forkert, kan du bruge Ctrl+Z til at fortryde
handlingen. Nér du er feerdig kan du klikke pa pilevarktejet Veelg punkt, sé du ikke
kommer til at blive ved med at afsette punkter.
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Analyse af data og grafer:

14. Efter punkterne er afsat, vil der automatisk veere genereret fem kolonner med data i
Logger Pro: Tid, X, Y, Vx, Vy med enhederne henholdsvis s, m, m, m/s og m/s. Da
der er tale om en vandret og dermed 1-dimensional beveegelse kan man se bort fra
kolonnerne Y og Vy. Man kan dog lige kontrollere, om vardierne i kolonnen Y er
konstante og omtrent 0 i Vy, op til usikkerheder. Vi skal altsd kun benytte de tre
kolonner Tid (s), X (m) og Vx (m/s).

15. Der er ogsé automatisk blevet fremstillet en graf af badde X og Y som funktion af
tiden. Venstreklik pd aksebetegnelsen pa 2. aksen og vaelg Mere.... Fjern fluebenet
ud for Y(m), sa kun x-koordinaterne atbildes som funktion af tiden.

16. Lav en ny graf via menuen Indscet > Graf. Serg for hastigheden Vx bliver afbildet
som funktion af tiden. Hvis man vil have @&ndret symbolernes farve og udseende, kan
man gore det 1 en boks, der fremkommer, nar man venstreklikker pé et af punkterne.

Ovelse C1
Beskriv sted-grafen og hastigheds-grafen for hver af eleverne med ord:

a) Hvornar i bevaegelsen var hastigheden storst og mindst? Beskriv bevagelsen.

b) Benyt hastigheds-grafen til at vurdere hvornar i bevagelsen accelerationen er lav og
hej. Er der passager i bevagelsen, hvor accelerationen er omtrent konstant? Hjeelp:
Husk at gjebliksaccelerationen er gjeblikshastigheden differentieret, s man skal
have fat i tangenthaldningerne til hastighedsgrafen ...

NB! Bemark at Logger Pro har et tangentvaerktej, som kan bruges bade for sted-grafen
og for hastighedsgrafen: Marker grafen og benyt menuen Analyser > Tangent.

Man kan godt 4 Logger Pro til at udregne en kolonne med accelerationerne, men vardi-
erne viser sig ikke at vere sarligt palidelige, medmindre At er meget lille og usikkerhe-
derne pa malingerne er sma. Dette er ikke sa tit opfyldt. Afsnittet med numerisk differen-
tiation nedenfor kan vare med til at kaste lys over denne problematik. Vi vil se p4, hvor-
dan Logger Pro overhovedet er i stand til at beregne en kolonne med hastigheder.

Numerisk differentiation

Hvis stedfunktionen x(¢) er differentiabel i punktet 7, s& fis hastigheden til tidspunktet
t, som bekendt som differentialkvotienten af stedfunktionen i ¢, . Differentialkvotienten
er grenseverdien af differenskvotienterne:

Ax  x(t, +At)—x(t))

Cl — = — X'(¢,)) for At >0
(C1) o > x'(ty)

Geometrisk betragtet er hastigheden 1 ¢, lig med haldningen af tangenten til grafen i
punktet F,(%,,x(t,)), mens differenskvotienten er heldningen af sekanten gennem punk-
terne F) og B vist pa figuren pé neste side.
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Pa figuren er ogsé indtegnet punktet P, som har 1. koordinat #, —A¢. I satningen ne-
denfor skal vi se, at heldningen af sekanten gennem P, og B ogsd narmer sig til dif-
ferentialkvotienten 1 #,, ndr At > 0.

Seetning C1
Hvis x(¢) er en funktion, som er differentiabel 1 ¢, sd gelder folgende:

x(ty +At) —x(t, — At)
2-At

(C2) — X'(t,) for At—>0

Bevis: Fra definitionen af differentiabilitet ved vi, at grensevardien af differenskvotien-
ten skal vaere den samme, uanset om At narmer sig til 0 fra hgjre eller fra venstre. I stedet
for at sige at Ar gir mod 0 fra venstre, kan vi udskifte Az med —At¢ 1 (C1), uden at det
@ndrer pd grenseverdien. Vi har altsa:

x(ty — A1) — x(¢,)
—At

(C3) — x'(t,) for At—>0
Hvis vi ganger (C1) med 1, ganger (C3) med 1 og laegger sammen, far vi umiddelbart
(C2). Detaljerne overlades til laeseren.

m

Det overlades til laeseren at indse, at broken 1 (C2) netop er heldningen af sekanten gen-
nem punkterne P og F . Det interessante er imidlertid, at sekantheldningerne 1 (C2)
normalt konvergerer meget hurtigere mod differentialkvotienten og dermed tangentheeld-
ningen i ¢, end sekanthaldningerne 1 (C1) gor for Az — 0. For en given lille vaerdi af Az
vil sekanth@ldningen fra (C2) med andre ord normalt vaere en bedre tilnermelse til tan-
genthaldningen, end sekanthaldningen i (C1) er. Pa figuren ses det ogsa tydeligt, at haeld-
ningen af den grenne sekant er meget tattere pa haldningen af den rede tangent end
haldningen af den blé sekant er. Alt dette far betydning, ndr vi i et fysikforseg ikke kender
stedfunktionen i et helt interval af tidspunkter, men kun har kendskab til stedfunktionen i
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en reekke malte tidspunkter i skridt pd Az . Da er det nemlig oplagt at anvende en sekant-
haldning som en tilnermelse til tangenthaldningen, som i sig selv er uopnaelig pd grund
af manglende information. Her vil sekanthaldningen fra (C2) normalt vaere det klart
bedste valg. Hvor god en tilnermelse sekanthaldningen er, athenger desuden ret kraftigt
af, hvor tet datapunkterne ligger, dvs. hvor lille A¢ er. Noget andet er, at der ogsa sniger
sig maleusikkerhed ind: Data er jo tilvejebragt ved et fysisk forseg! Er usikkerheden eller
stojen her stor, bliver tilneermelserne darlige.

x'(t,) = haldningen af den rode tangent i F,
x(t, + At)—x(ty)
At
x(t, +At)—x(t, — At)
2-At

= hazldningen af den bl sekant gennem £, og £,

hzldningen af den grenne sekant gennem P, og F

Den numeriske metode, hvor man anvender sekanthaldningen fra (C1) kaldes med et fint
udtryk for forward difference-metoden, mens den numeriske metode, som bruger sekant-
haldningen fra (C2) betegnes central difference-metoden.

Ovelse C2

I det folgende skal vi bruge regnearket Exce! til at bestemme tilneermede vardier for has-
tighederne 1 den bevagelse pé cyklen, som vi fik bearbejdet 1 Logger Pro tidligere.

a) Aben et regneark og lav overskrifter til tre kolonner, som vist pa figuren nedenfor:
Tiden ¢ i sek., stedet x i m og hastigheden v 1m/s.

b) Kopier de to kolonner med tid og stedet x fra Logger Pro filen med cykeldata. Det er
passende at vise data med 5 decimaler.

c) Setcursoren i cellen C4 og skriv formlen =(B5-B3)/(A5-A3). Tryk derefter pa tasten
Enter. Feltet vil nu indeholde en tilnermet vardi for hastigheden til tidspunktet i
cellen A4, beregnet ved hjalp af central-difference-metoden.

A B C D
1 t X vy
2 (sek) (m) (m/s)
3 0,00000] 0,00000
4| 0,16700 0,11361|=(B5-B3)/(A5-A3)
5 0,33400] 0,29539
6 0,50000 0,54534
7 0,66700 0,84074
8 0,83400 1,15886
9 1,00100 1,43153

d) Nedkopier nu indholdet af cellen C4 pa folgende mide: Marker cellen og lad cursoren
bevage sig hen over det lille merke i cellens nederste hajre hjerne, indtil cursoren
omdannes til et plustegn. Treek derefter ned af til nestnederste raekke.
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e) I kolonnen C er nu de tilnermede vardier for hastighederne bestemt med central-
difference-metoden.

A B C D
1 t X vy
2 (sek) (m) (m/s)
3 0,00000 0,00000
4 0,16700 0,11361 0,88441
5 0,33400 0,29539 1,29649
3 0,50000 0,54534 1,63767
7 0,66700 0,84074 1,33686
8 0,83400 1,15886 1,76883
9 1,00100 1,43153 1,76883

f) Sammenlign verdierne for hastighederne i kolonne C med de verdier for hastighe-
derne, som Logger Pro har beregnet. Du vil sandsynligvis opdage, at de ikke er helt
ens. Logger Pro bruger nemlig som default en numerisk metode, som er endnu mere
ngjagtig. Man kan dog velge en anden metode via menuen Filer > Indstillinger for
Cykeltur (det sidste ord refererer til navnet pd filen). Som udgangspunkt er Antal
punkter for afledt beregning sat til 7. Prov at s@tte den til 3 1 stedet for 7. S& vil du
se, at alle hastighedsverdierne i Logger Pro bliver identiske med dem i dit Excel
regneark! Det er fordi Logger Pro ogsd kan anvende central-difference-metoden til
hastighedsberegning.

Indstillinger for Cykel - Rohwedder - hver femte pri.. X

Disse indstillinger gemmes og gendannes med filen.

Vinkelenheder for trigonometriske beregninger:

(O Grader (@ Radianer
Antal punkter for afledt beregning:

Antal punkter for smoothing beregning: e

Bekrzeft sensorkonfiguration |:|Vis knappen Mul g slinjel
[ ]vis knappen Datamarkering p3 vaerktajslin E
[ ]vis knappen Grafmatch p3 vaerktgjslinjen %;
Graftyper: Konstant Lineaer 39
Antal sektioner: Automatisk gé
a1
Fil bygget med applikation med datoen: Oct 6 201ig7

Current application date: Aug 23 2017 14:09:25

Hjzelp Annuller

g) Som afslutning pa denne ovelse 1 Excel, kan du valge at lave en graf af hastigheden
som funktion af tiden: Marker kolonnen A med tidsvardierne. Hold Ctrl-tasten nede,
mens du markerer kolonne C med hastighederne (fra raekke 4 til nastsidste rekke).
Anvend derefter menuen Indscet > Punktdiagram. Detaljer overlades til leeseren.
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Ovelse C3

Denne ovelse er rent matematisk, idet vi ensker at sammenligne ngjagtighederne af de to
numeriske metoder forward difference-metoden og central difference-metoden i et kon-
kret eksempel. Vi betragter funktionen f(x)= Jx - sin(x)+0,1-x. Den differentierede
funktion er her f'(x)= 1/(2 . \/;) —cos(x)+0,1.

a)
b)

©)
d)

e)
f)

g)

h)

)

k)

Abn en nyt regneark. Gem det med navnet "To metoder til numerisk differentiation".
Lav de overskrifter til de syv forste kolonner, som fremgar af figuren her:

A B C D E F G
1 X y Rigtig diff Forward Fejl Central Fejl

I kolonne A anbringes tallene fra 1,0 til 7,0 i skridt pé 0,1.

I kolonne B skal de korrekte funktionsvardier anbringes. Skriv i cellen B2 felgende
formel: =KVROD(A2)-SIN(A2)+0,1*A2 og kopier formlen ned i hele kolonnen.

I kolonne C anbringes de rigtige verdier for differentialkvotienterne. Skriv i cellen
C2 folgende formel: =1/(2*KVROD(A2))-COS(A2)+0,1 og kopier ned.

I kolonne D anbringes de tilnermede verdier for differentialkvotienten beregnet ved

Jforward difference metoden. I cellen D2 skrives formlen: =(B3-B2)/(A3-A2), hvor-

efter der nedkopieres til nestsidste raekke.

I kolonne E udregnes forskellene mellem veardierne for differentialkvotienterne ud-
regnet med forward difference metoden og de rigtige vaerdier for differentialkvotien-
terne. I cellen E2 skrives formlen: =D2-C2, og der nedkopieres til nastsidste raekke.
I kolonne F anbringes de tilneermede vardier for differentialkvotienten beregnet ved
central difference metoden. I cellen F3 skrives formlen: =(B4-B2)/(A4-A2), hvoref-
ter der nedkopieres til nastsidste raekke.

I kolonne G udregnes forskellene mellem veardierne for differentialkvotienterne ud-
regnet med central difference metoden og de rigtige vaerdier for differentialkvotien-
terne. I cellen G3 skrives formlen: =F3-C3, og der nedkopieres til nastsidste raekke.
Sammenlign fejlene ved de to metoder. For at f& en mere visuel fornemmelse for
fejlene ved de to metoder, kan du afbilde de to kolonner med fejl som funktion af x-
vaerdierne 1 kolonne A. Det kan gores pd folgende made: Marker forst cellerne 1
kolonne A fra celle A3 til og med celle A61. Hold nu Ctrl-tasten nede, mens du
markerer kolonne E fra celle E3 til og med celle E61 og kolonne G fra celle G3 til og
med celle G61. Valg derefter menuen Indscet > Punktdiagram. Detaljerne overlades
til leeseren. Hvilken af de to metoder er mest ngjagtig 1 dette eksempel?

Hvis du har lyst pa mere, kan det eventuelt underseges, hvor meget fejlene reduceres,
hvis man halverer skridtlengden fra 0,1 til 0.05.

Mere om emnet numerisk differentiation kan findes i felgende note pa Internettet:

http://www.matematikfysik.dk/mat/noter tillaeg/numerisk%?20differentiation.pdf
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Tema D. Harmoniske svingninger

Trigonometri har vi tidligere set anvendst til beregning af vinkler i trekanter og andre geo-
metriske figurer. Man kan imidlertid ogsa betragte sin(x), cos(x) og tan(x) som funktio-
ner i den variable x. Vi vil normalt altid underforsta, at argumentet x er angivet i radianer.
Det vil veere passende lige at repetere dette begreb. Pa figuren lidt nedenfor til venstre er
tegnet en enhedscirkel, dvs. en cirkel med radius 1, og den er anbragt med centrum i (0,0).
I det folgende kigges kun pa vinkler, hvor det ene ben er underforstaet at g fra (0,0) til
F,(1,0) pé den positive del af x-aksen. Vinkler regnes positive, hvis man drejer mod uret,
mens vinkler regnes negative, hvis man drejer med uret. Man kan repraesentere den vinkel,
som er vist med en orange bue pa figuren pa to forskellige mader: Enten ved et gradtal
eller ved leengden af den del af cirkelbuen, som den pa-

i i 4 N
geldende vinkel udspander. Denne cirkelbue er tegnet Gradtal (° Radiantal

med gron farve. Radiantallet er defineret som leengden

af denne bue. Hvis man drejer med uret, altsa 1 negativ 360 ’ n

omlebsretning, skal radiantallet regnes negativt. En hel 1 <« %
runde i positiv omlgbsretning er 360° eller i radiantal n

2m. Det sidste fordi omkredsen af en cirkel med radius .o 1Y
ler 2n-r=2n-1=2n. En hel runde i negativ omlgbs- %- X <« X
retning er tilsvarende —360° eller —2x i radiantal. Man ~ \_ J

kan sagtens have vinkler, som har et radiantal, der er

storre end 27. Det svarer bare til, at der drejes mere end 1 runde i positiv omlebsregning.
Tilsvarende med vinkler mindre end —2n. Omsatningen mellem gradtal og radiantal er
vist pa den lille figur ovenfor.

3 J(x) = sin(x)

sin(x) 4
p SN ~..

» N
QJP "\\ 5 //”

"Slutpunktet" pa cirkelbuen herende til vinklen med radiantal x betegnes P. og kaldes for

S
INE]
o=
J:-‘f—j’
»“:’"‘
w
=
»‘5‘
N

retningspunktet for vinklen x. Cosinus og sinus til x defineres nu som henholdsvis x-ko-
ordinaten og y-koordinaten til retningspunktet. Retningspunktet har med andre ord koor-
dinaterne (cos(x),sin(x)). Det forer os direkte videre til funktionen f(x)=sin(x). For
hver vaerdi af x fas dens funktionsverdi sin(x) som y-koordinaten til retningspunktet. Nar
man gennemferer en runde pd enhedscirklen, svarende til at x varierer mellem 0 og 2,
giver det anledning til grafen vist til hejre pa figuren. I intervallet [O, 27t] foretager sinus
altsd én svingning. Havde vi fortsat rundt, ville vi blot have faet gentaget kurven. Det
samme ville ske, hvis vi have beveaget os 1 negativ omlebsretning. Vi siger, at funktionen
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er periodisk med perioden T =27 . Pa figuren nedenfor er grafen for sin(x) afbildet i
intervallet [—2n,4ﬂ:] , dvs. tre perioder er vist.

Yy
3 ) =sin(x)

o
El

-2n - -T

|
NIE]
Ng

Funktionen f(x)=cos(x) har ogsa klart en periode pa 2z, og dens graf ser séledes ud i
intervallet [—21t,471:]:

<

J(x)=cos(x)
NG TN PZERN P
N 4 N 4 N 4
& » X
2n -3 N & AN yor 2n N 3n o n an
N ) N 7 N
Ovelse D1

Udfyld de manglende felter i skemaet herunder, idet du udnytter omsatningen mellem
gradtal og radiantal samt definitionen af sinus og cosinus via enhedscirklen pa forrige
side. Stemmer dine vaerdier med graferne herover?

Vinkel i grader Radiantal x cos(x) sin(x)

0
90 /2 0 1
180
270
360

Ovelse D2

I denne ovelse skal du ved hjzlp af enhedscirklen argu- == X
mentere for, at cos(x) =sin(x+7). Denne sammenheng P
viser samtidigt (se s@tning 2.1 i kapitel 2), at man far gra- |

v

fen for cosinus ved at parallelforskyde grafen for sinus
med —7/2 ix-aksens retning.

Hjeelp: De to involverede retningspunkter er indtegnet pa
enhedscirklen. Hvilke koordinater har hver af dem? Udnyt
dernaest symmetrien ... mi
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Resultatet af gvelse D2 viser, at der er en sn&ver sammenhang mellem cosinus og sinus.
Grafen for den ene funktion fés ud fra grafen for den anden funktion ved en simpel paral-
lelforskydning i x-aksens retning. I det felgende vil vi studere, hvad der grafisk set sker,
nar man udferer nogle operationer pa funktionen f(x)=sin(x). Pa figuren nedenfor viser
(a) grafen for sinus-funktionen 1 intervallet [O, 27t] . Hvis vi ganger funktionen med 2, fér
vi naturligvis en funktion, hvis y-vardier overalt er dobbelt s& store som for. Specielt er
amplituden, som er defineret som den numeriske verdi af det maksimale udsving fra
svingningsaksen, dobbelt sd stor. Det ses tydeligt pa delfigur (b). Hvis vi i stedet for at
gange sinusfunktionen med 2, vaelger at gange x med 2, sd kunne man maéske tro, at man
ville f& en graf, som var "strukket ud" i x-aksens retning i forhold til den oprindelige i (a).
Det er imidlertid lige modsat! Man far en graf, som er "trykket sammen" i x-aksens ret-
ning. Man kan argumentere som felger: Funktionen kan opfattes som en sammensat funk-
tion, hvor den ydre funktion er sin(y) og den indre funktion er 2x. Den variable x skal
nu kun @ndre sig halv sd meget som for, for at man far den samme funktionsvardi, som
for vi gangede x med 2!

(@ y - (b) ¥ .
X)=S1m(x X) = - S1I(X
t J(x) =sin(x) 1 f(x) =2-sin(x)
? . Amplituden er 1 2 / \/AmpitudenerZ
' [ 1
// /7\\\ < 1\
0 z : n s | > X 0 L 1 3n s | | o | ] » X
/
1 N e .
\ /
|/
2 5
(c) ¥y : (d) ¥ :
+ x) =sin(2x 4 x)=sin(x +Z
4
2 2
T
k ]~
\N \N 7 NI, /|
d N \\
0 X J 3Tn g 31 y 7T" n > X 0 x ST < \| s Ed T"/ p » X
1 1 N T~
-2 2

I det sidste tilfeelde udskifter vi x med x+7=x—(—%). Ifolge setning 2.1 i kapitel 2
giver det en graf, som er den oprindelige graf parallelforskudt med —% i x-aksens retning.
Eller sagt pd en anden méde: parallelforskudt med 7 i x-aksens negative retning. Det er
antydet pa delfigur (d), hvor den stiplede kurve reprasenterer grafen for den oprindelige
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funktion sin(x) . Den sidste operation vi vil (e) 4 £(r) =sin(0)+1,5

kigge pa, er at leegge et tal til sinus-funk- Pk I
tionen, her 1,5. Der bliver altsa lagt 1,5 til \
\

N
Amplituden er 1 N gl

alle y-vaerdier. Ikke overraskende far man

en graf, som er en parallelforskydning af
den oprindelige med 1,5 i y-aksens retning 0 g O > X

3 || %

INE]
SIE}
=
=
b‘;‘
IS

—1evrigti fuld overensstemmelse med sa&t-

ning 2.2 fra kapitel 2. Der er indtegnet en
stiplet linje, som er aksen for den harmoni- 2

ske svingning. Amplituden er uzndret lig
med 1, fordi den er det numerisk set mak-
simale udsving i forhold til aksen.

Definition D3 (Harmonisk svingning)

En funktion pa formen f(x)= A-sin(w-x+¢)+k, hvor 4, ®, ¢ og k er konstanter,
kaldes for en harmonisk svingning. 1 den forbindelse kaldes A amplituden, ® vinkel-
hastigheden, ¢ faseforskydningen og k akseforskydningen.

Med overvejelserne ovenfor er vi bedre rustet til at forsta betydningen af de enkelte kon-
stanter eller parametre. Nu da alle konstanter kan figurere samtidigt og er generelle, er
der grund til at knytte nogle kommentarer. Vi ved, at funktionsvaerdierne for den sammen-
satte sinus-funktion sin(®-x) gentager sig, ndr den indre funktion ®-x @ndrer sig med
21. Det betyder, at x selv skal @&ndre sig med 27/®. Perioden eller svingningstiden for
sin(o-x) er derfor ligmed 7 =2n/®. Grafen for den endelige harmoniske svingning far
ud fra grafen for den simple funktion sin(x) ved nedenstaende operationer. Detaljerne
overlades til leeseren. Bemerk dog lige, at parallelforskydningen i x-aksens retning ikke
er med minus fase-forskydningen, som man méske kunne tro!

Start sin(x)
Skalering i x-aksens retning med 1/® sin(®- x)
Skalering i y-aksens retning med 4 A-sin(®- x)
A-sin(w- (x - (- /o))
Parallelforskydning i x-aksens retning med —¢/® = 4-sin(o- (x + ¢/ ®))

=A-sin(®-x+ Q)

Parallelforskydning i y-aksens retning med & A-sin(®-x+@)+k

Normalt vil man forlange, at 4 og ® er positive. Nar x gennemleber et interval af lengden
T, vil ®-x+¢ foretage en runde pa enhedscirklen. Derfor vil sin(m-x+¢) antage alle
veerdier mellem —1 og 1, og som felge heraf vil f(x)= A-sin(w-x+@)+k antage alle
vaerdier mellem —4+k og A+ k. Verdimangden er altsd Vim( f) = [—A +k, A+ k] .
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En skitse af grafen for en generel harmonisk svingning er givet herunder. Den stiplede
kurve er grafen for tilfeldet, hvor faseforskydningen er 0.

Anvendelser

Det er ikke overraskende, at harmoniske svingninger spiller en stor rolle i fysik: lyd, lys,
fjedersvingninger, vekselstrom, magnetisme, kvantemekanik, etc. De kan dog ogsa be-
nyttes til at beskrive periodiske bevagelser indenfor andre omrader. Et eksempel kan
veaere variationen af gennemsnitlige ménedlige temperaturer i et bestemt geografisk omré-
de, udregnet gennemsnitligt over en raekke ar. Vi vil se pa et sddant eksempel til sidst.
Under anvendelser kan den variable x for eksempel reprasentere en leengde eller en tid. I
sidstn@vnte tilfelde vil man ofte kalde den variable for .

Eksempel D4 (Lydbelger)

Lyd udbreder sig i luft ved at svingende luft-
molekyler skubber til omkringliggende luftmo-
lekyler, som derefter ogsé settes i svingninger,
etc. Hvert luftmolekyle svinger frem og tilbage

omkring en ligevagtsposition. En anden made
at betragte lyd pa er som trykbolger. Der opstar
overtryk, ndr de omkringliggende luftmoleky-
ler rykker sammen, mens der opstar undertryk,
nar de rykker fra hinanden. Trykvariationerne

omkring det normale tryk pd 1 atmosfare er

ganske sma. Variationen kan optages med en :
mikrofon anbragt i en bestemt position. Hvis

den tidsmaessige variation kan beskrives ved en
harmonisk svingning, som defineret i defini-

tion D3, sd siger vi, at der er tale om en ren

tone. Rene toner kan for eksempel skabes ved at ansla en stemmegaffel eller skabes
elektronisk ved hjelp af en tonegenerator. Amplituden 4 haenger sammen med lydstyr-
ken. Vinkelhastigheden @ hanger sammen med lydens frekvens:
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2n 1 2n 1
D1 T=—, = = ®O=—=2n-— =21
(D) > /=7 T T f
Den forste formel med svingningstiden eller perioden er allerede omtalt lidt tidligere. At
f =1/T er ogsé logisk, for hvis én svingning for eksempel tager 0,1 sekund, s vil der
vaere 10 svingninger pr. sekund, dvs. frekvensen fer 10 Hz.

Lad os for eksempel sige, at vi ensker at beskrive det tidsmassige forleb af lyden fra en
440 Hz stemmegaffel matematisk. Faseforskydningen, som blot betyder en parallelfor-
skydning i tiden, er ikke sé vigtig her. Vi kan valge at starte stopuret, ndr sinus-funktionen
pabegynder en ny svingning, dvs. ¢ =0. Amplituden satter vi for et syns skyld til 1,5,
uden angivelse af enhed. Vi husker blot, at amplituden har relation til lydens styrke. Vi
kan desuden satte akseforskydningen til 0. Lydbelgens udsving som funktion af tiden ¢,
kan dermed ifelge (D1) skrives:

(D2) g(t) = A-sin2n- f-£) = 1,5-sin(2n-440-1)

Da det er matematik og ikke fysik, undlader vi at anfere enheder og underforstér blot SI-
enheder. Neste punkt kunne veare at afbilde grafen for lydbelgen ved hjelp af et CAS-
vaerktej. Her er det vigtigt ikke blot at acceptere verktejets default-vindue, for lydbelgen
svinger rigtig mange gange pr. sekund. Faktisk vil det veere hensigtsmassigt at udregne
svingningstiden forst: 7 =1/ f =1/440=0,00227. Vinduet 0<¢<0,01,-2<y <2 vil
derfor give plads til mellem 4 og 5 svingninger i tidsretningen, og der vil vare rigelig
plads til de maksimale udsving ogsa.

1
1 /7 / N\ ~
/ \ / \ /
. /N /N /\ / .
O.CO}\ O.CO{ 0.003 0.004 0.005 \O.COG /0.C07 O.CbS 0. 69
1 ./ /
N_/

Ovelse D5 (Lydbelger)

I forlengelse af eksempel D4 skal vi tegne grafer.

a) Benyt dit CAS-varktej til at afbilde grafen for en ren tone med amplitude 2 og fre-
kvens 500 Hz. Kald belgefunktionen g,(¢). Ve&lg et passende vindue.

b) Afbild i samme koordinatsystem grafen for den rene tone med amplitude 1,2 og fre-
kvens 1000 Hz. Kald belgefunktionen g,(¢) .

Man kalder det en sammensat tone, hvis lyden er sammensat af belger med forskellig
frekvens. De fleste musikinstrumenter leverer en sammensat tone, som kan opfattes som
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sammensat af en sinustone med en grundtone-frekvens pd f,, og en rekke overtoner med
frekvenser 2 f,,3f,,4f,,.... Det er overtonerne, som giver instrumentet dets klang og
karakteristika. En ren tone kan virke monoton. En sddan sammensat tone er sdledes ikke
en harmonisk svingning ifelge definition D3, men der er dog tale om en periodisk funk-
tion, som gentager sig med perioden 7, =1/ f; .

c) Definer belgefunktionen g(t)=g,(¢)+g,(¢) 1 CAS-vaerktejet og atbild grafen for
den sammensatte tone i et passende vindue.

Ovelse D6 (Forsog med fjedersvingninger)

Man kan vise, at et lod, der svinger i en fjeder ideelt
set vil udfere en harmonisk svingning. Udfer et for-
sog med fjedersvingninger som vist pa figuren til
hegjre — evt. i samarbejde med fysiklereren. Valg et
lod pé 100 g eller 200 g og anbring det i enden af en
fleder med en passende fjederkonstant, s& man far

en god svingning. En ultralydssensor (fx en GoMo-
tion-sensor fra firmaet Vernier) tilsluttes en compu-
ter. Via den tilherende dataopsamlingssoftware (fx
Logger Pro), sattes sensoren til at foretage 50 ma-
linger 1 sekundet i samlet set 10 sekunder, mens lod-
det svinger op og ned. Sensoren maler afstanden y
fra sensoren til loddet.

a) Foretag 1 dataopsamlingssoftwaren et fit med
en funktion af formen:
f@®)=A-sin(B-t+C)+D
Kan du op til usikkerheder og méske en smule dempning pa grund af en svag luft-
modstand bekraefte, at der er tale om en harmonisk svingning?

b) Benyt verdien for B til via (D1) at bestemme svingningstiden 7.

c) (ekstra) Teoretisk set er svingningstiden givet ved 7 = 271:-W , hvor m er loddets
masse og k er fjederkonstanten. Indsaet m og k i formlen. Passer det med b)?

d) Argumenter for, hvorfor loddets hastighed mé vaere 0 1 yderpositionerne og numerisk
set storst, nar loddet passerer svingningsaksen (ligevagtspositionen). Hjeelp: Taenk
pa, hvornar sinus og cosinus er henholdsvis 0, —1 og 1 pa enhedscirklen ...

Bemaerkning D7

Ved fitmed f(t)= A-sin(B-t+C)+ D vil der vaere uendeligt mange losninger for para-
metrene, som giver anledning til den samme losning — pa grund af sinus-funktionens
mange symmetrier. Hvilken losning, verktejet vaelger, kan derfor vaere lidt vilkérligt.
Undertiden er der dog mulighed for, at brugeren kan foretage nogle "gaet" som input og
derved styre outputtet lidt. For eksempel ber 4 og B vere positive.
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Eksempel D8 (Gennemsnitstemperaturer)

P& DMI's hjemmeside under Arkiv kan man finde gamle vejrdata, for eksempel de gen-
nemsnitlige manedlige temperaturer i de forskellige vejrregioner i Danmark. Skemaet ne-
denfor viser de gennemsnitlige manedlige temperaturer i1 region Syd og Senderjylland 1
perioden 2008-2017. I den nederste rekke er de gennemsnitlige méinedlige temperaturer
udregnet over de ti ar. Besvar i den forsbindelse folgende spergsmal.

a) Pavis ved at foretage et fit, at de gennemsnitlige manedlige temperaturer i perioden
2008-2017 med god tilnermelse kan beskrives ved hj&lp af en harmonisk svingning
med en periode pd 12, underforstdet méneder. Lad 0 svare til nytér, 1 svare til 1.
februar, etc. Det er passende at anbringe gennemsnitsverdierne midt i manederne:
0,5;1,5;2,5; ...; 11,5. Som en god tilnermelse antager vi, at der er 30 dage i samtlige
méneder.

b) Given en sproglig fortolkning af de vardier for amplituden og akseforskydningen,
som fittet fra a) giver.

¢) Hvornar pé aret vil temperaturen ifolge modellen vare 10°C?

d) Pa hvilke tidspunkter af aret vil man fa de laveste og hgjeste temperaturer ifolge mo-
dellen? Omregn et kommatal, til dage ...

e) Udregn f'(5) og giv en sproglig fortolkning sterrelsen.

Manedlige gennemsnitstemperaturer i °C i region Syd og Sgnderjylland fra 2008-2017 (DMI arkiv)

Arstal | Jan | Febr | Mar | Apr | Maj | Jun Jul | Aug | Sep | Okt | Nov | Dec

2008 4,4 4,6 3,9 7,4 13,0 | 15,2 | 17,4 | 16,5 | 12,9 9,7 6,2 2,7

2009 1,0 1,3 4,3 9,9 11,7 | 13,8 | 17,2 | 17,4 | 14,1 8,2 7,7 7,7

2010 -3,0 | -1,8 3,2 7,4 9,2 14,0 | 18,7 | 16,0 | 12,7 8,9 3,0 -4,1

2011 0,4 0,3 3,3 10,1 | 11,5 | 15,1 | 15,8 | 159 | 14,3 9,9 6,6 4,4

2012 2,7 0,3 5,8 6,3 12,2 | 12,7 | 15,9 | 16,7 | 13,0 9,0 6,0 0,3

2013 0,3 -0,9 | -0,8 53 11,8 | 13,7 | 17,0 | 16,9 | 13,1 | 11,0 5,8 5,4

2014 2,2 4,4 5,9 9,1 11,8 | 14,8 | 19,4 | 158 | 14,9 | 12,5 7,3 3,6

2015 3,2 2,2 4,9 7,1 9,8 12,8 | 15,7 | 17,4 | 13,2 9,8 8,0 7,2

2016 0,7 2,2 4,0 6,4 13,2 | 16,2 | 16,4 | 16,2 | 16,5 8,9 4,0 5,2

2017 1,6 2,2 51 6,3 12,2 | 14,8 | 15,6 | 16,0 | 13,5 | 11,6 5,9 3,9

Snit 1,35 | 1,48 | 3,96 | 7,53 | 11,64 | 14,31 | 16,91 | 16,48 | 13,82 | 9,95 | 6,05 | 3,63

Losninger:

a) Vi ved, at perioden skal vaere 12 (mdr.). Ved hjelp af (D1) kan vinkelhastigheden
dermed bestemmes: o = 2n/T =21/12 = /6 . Derfor foretager vi et fit med den har-
moniske svingning f(#) = A-sin (% t+C ) + D . Der er altsa tre parametre at bestem-
me. Som input benyttes disse ssmmenherende vardier:
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b)

d)

t 0,5 1,5 2,5 3,5 4,5 5,5 6,5 7,5 8,5 9,5 10,5 | 11,5

y 1,35 | 1,48 | 3,96 | 7,53 | 11,64 | 14,31 | 16,91 | 16,48 | 13,82 | 9,95 | 6,05 | 3,63

CAS-varktojet giver os felgende resultat, afrundet til fire decimalers nejagtighed:
f(&) = 7,7118-sin(£-1-2,0125)+8,9258

Graf og datapunkter er afbildet nedenfor — et ganske overbevisende fit.

Gnm. temp. (°C)
A

20

v AN

0 » Tid (mdr.)
12

Akseforskydningen er 8,9258. Da den harmoniske svingning svinger symmetrisk
omkring denne akse, kan forskydningen tolkes som at gennemsnitstemperatur over
hele éret 1 gennemsnit er ca. 8,9°C. Amplituden kan fortolkes som det antal grader,
som temperaturen svinger til hver side om de 8,9°C — i gennemsnit. Temperaturen
vil altsa gennemsnitligt ligge i intervallet mellem 1,2°C og 16,6°C, som folgende
viser: [k —A,k+ A] = [8,9 -7,7;8,9— 7,7] = [1,2; 16,6] .

Med CAS-varktejet loser vi nedenstiende ligning for 7 €[0,12]:

f)=10 < t=4,1104 v t=9,5766

Vi er i maj og oktober maned. For at finde hvor omtrent i méneden, tager vi brekde-
lene og ganger med 30: 30-0,1104 =3,3120 og 30-0,5766 =17,2980 . I gennemsnit
vil man altsé kunne forvente en temperatur pa 10°C den 3. maj og den 17. oktober.

Vi bestemmer steder med vandrette tangenter 1 intervallet [O, 12] :
f'()=0 < ¢=0,8435 v t=6,8435

Det overlades til laseren at vise, at der er lokalt og globalt minimum i den forste
veerdi og lokalt og globalt maksimum i den anden. Ved at bruge samme metode som
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i ¢) far vi, at modellen forudsiger, at den varmeste dag vil vaere den 25. juli og den
koldeste den 25. januar.

e) CAS-vearktgjet giver os umiddelbart: f'(5)=3,3200. ¢ =5 svarer til tidspunktet 1.
juni. Det betyder, at vi kan fortolke differentialkvotienten som gjeblikshastigheden,
hvormed temperaturen stiger til tidspunktet 1. juni:

3,32°C/méned = 3,32°C/30dage = 0,111°C/dag

NB! Som navnt er alt meget gennemsnitligt. Der kan i praksis vere store udsving pa den
pageldende dag og det pageldende ar.

Ovelse D9 (Gennemsnitstemperaturer 1 Kebenhavn og Nordsjalland)

Analogt til eksempel D8 er nedenstdende en tabel over de manedlige gennemsnitstem-
peraturer i perioden 2008—-2017, denne gang blot for region Kebenhavn og Nordsjalland.
I nederste reekke findes de gennemsnitlige manedlige gennemsnitstemperaturer i nevnte
10-ars periode.

Manedlige gennemsnitstemperaturer i °C i region Kbh. og Nordsjaelland fra 2008-2017 (DMI arkiv)

Arstal | Jan | Febr | Mar | Apr | Maj | Jun Jul | Aug | Sep | Okt | Nov | Dec

2008 3,8 4,5 3,5 7,5 12,6 | 15,2 | 17,9 | 16,8 | 13,1 9,5 6,0 2,6

2009 0,6 0,3 3,6 9,3 11,9 | 14,3 | 18,0 | 18,0 | 14,6 7,7 7,2 0,9

2010 -3,1 | -1,8 2,7 7,2 9,8 14,4 | 19,6 | 16,7 | 12,9 8,4 3,1 -3,8

2011 -0,2 -0,4 2,8 2,8 11,7 | 15,8 | 17,2 | 16,5 | 14,3 9,7 6,7 4,2

2012 2,1 -0,9 5,6 6,4 12,6 | 13,3 | 16,7 | 17,1 | 13,4 8,7 6,2 0,4

2013 -0,2 | -06 | -0,8 6,0 12,8 | 15,2 | 18,0 | 17,4 | 13,0 | 111 5,9 4,9

2014 1,5 3,8 5,9 9,0 12,3 | 1555 | 20,1 | 16,5 | 14,6 | 12,0 7,8 3,0

2015 2,8 1,8 4,7 7,5 10,3 | 13,5 | 16,4 | 17,8 | 13,6 9,6 7,2 6,4

2016 0,0 2,4 3,6 6,8 13,6 | 16,6 | 17,1 | 16,4 | 16,2 8,9 4,1 4,4

2017 0,9 1,9 4,8 6,6 12,3 | 153 | 15,8 | 16,4 | 13,4 | 10,9 5,5 3,6

Snit 0,82 | 1,10 | 3,64 | 6,91 |1199|14,91|17,68 | 16,96 | 13,91 | 9,65 | 597 | 2,66

a) Besvar de samme fire spergsmal som under eksempel D8, altsé a), b), c¢), d) og e).
b) Hvornar pd aret vokser og aftager temperaturen hurtigst? Hjcelp: Vi er gdet et niveau
op her: Deter f'(¢), som skal analyseres. Overvej, hvordan det skal forstas.
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Tema E. Anvendelser af differentialregning i ekonomi

I det folgende vil vi betragte en
simpel egkonomisk model for en
virksomhed. Nér en virksomhed
forseger at s@lge sine varer, sd er
prisfastsattelsen et vigtigt emne
at overveje. Sattes prisen lavt, sé
kan der salges mange styk, men
fortjenesten pr. styk vil vere

mindre. Sattes prisen hgjere, si
kan der normalt ikke afsattes sd

meget, men man tjener mere pr.
styk. Det store spergsmal er, hvad den optimale stykpris er? Underforstaet den stykpris,
som giver den storste fortjeneste. Til at besvare dette spergsmél behoves blandt andet
viden om efterspergslen og omkostningerne.

antal  Efterspgrgselskurve pris (kr) Omkostningskurve
A A
100000
3000
™N 80000
N
2000 60000
N
™N 40000
1000
N 20000
N
0 » Pris 0 » Antal
0 50 100 150 200 250 300 350 (kr) 0 200 400 600 800 1000 1200

For at simplificere problemstillingen antager vi, at alle de producerede enheder salges.
Antal producerede enheder og antal solgte enheder er altsd det samme. Vi antager, at
eftersporgselsfunktionen, som angiver hvor mange enheder x, der kan slges, nér styk-
prisen sattes til p. Lad os se pa et tilfeelde, hvor ssmmenhangen er lineart aftagende:

3000 —-x
pP=—"0

(E) x=3000-8- p .

Omkostningerne kan deles op i1 de variable omkostninger og de faste omkostninger. De
variable omkostninger athanger af antal producerede enheder, og vi vil her antage, at de
variable omkostninger er proportionale med antal producerede enheder: 80 kr. pr. enhed.
De faste udgifter s@ttes her til 5000 kr. Vi har med andre ord felgende omkostningsfunk-
tion: O(x)=80-x+5000 . Indteegtsfunktionen fas ved at multiplicere antal solgte enheder
med salgsprisen pr. enhed: 7(x)=x-p=x-(3000—x)/8. Da fortjenesten er lig med ind-
tegter fratrukket omkostninger, fas folgende fortjenestefunktion:

(E2) F(x) = I(x)-O(x) = x-(%} — (80 x+5000)
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Ovelse E1 (Okonomisk model 1)
I forbindelse med funktionerne pé forrige side, skal du besvare folgende sporgsmal:

a) Benyt differentialregning til at optimere fortjenestefunktionen: Hvor mange styk skal
man s&lge af varen for at opnd den sterst mulige fortjeneste? Hvad skal man sette
stykprisen til, for at opna dette. Hvor stor er den samlede fortjeneste i sé fald? NB!
Husk at overveje definitionsmengder.

For en given veaerdi af x betegner sterrelsen 1'(x) marginalindtegterne, mens O'(x) be-
tegner marginalomkostningerne.

b) Bestem de to differentialkvotienter for en produktion af 800 enheder.

¢) Redegor for, hvorfor de to differentialkvotienter angiver en tilnermet verdi for, hvor
meget henholdsvis /(x) og O(x) endrer sig ved produktion af én ekstra enhed.
Hjeelp: Taenk pa betydningen af differentialkvotienten generelt set.

d) Med tolkningen i c) in mente, giv en sproglig fortolkning af resultatet af'b).

e) Bestem marginalindtegterne og marginalomkostningerne for det antal enheder, som
giver den optimale fortjeneste, bestemt i spergsmaél a). Hvad konkluderer du?

f) Kan en voksende eftersporgselskurve tenkes? Diskutér!

Ovelse E2 (Okonomisk model 2)

Med betegnelserne ovenfor: Lad efterspergslen for en given vare vere givet ved udtryk-
ket x =1000000- p~"*, hvor x er det antal enheder, som kan salges til stykprisen p. Lad
endvidere O(x)=0,00005-x> —0,12- x> +100-x+10000 vzre omkostningsfunktionen.

a) Tegn eftersporgselskurven i dit CAS-vearktej, dvs. atbild grafen for antal solgte en-
heder x som funktion af prisen p. Du kan eventuelt kalde funktionen for f(p). Valg
1 den forbindelse vinduet 0 < p <100 og 0<x<10000.

b) Beskriv grafen fra a): Kan den retferdiggeres? Giv en praktisk forklaring pa, hvorfor
en eftersporgselskurve kan tenkes at se saledes ud!

¢) Bestem funktionen, som angiver salgsprisen pr. styk, som funktion af antal solgte
enheder, x. Kald funktionen for P(x). Hjeelp: Isoler p i udtrykket for x ovenfor.

d) Angiv et udtryk for indtegtsfunktionen /(x).

e) Tegniet CAS-varktoj graferne for indtegtsfunktionen og omkostningsfunktionen,
idet du veelger vinduet 0 < x <2000 og 0<y <150000. Beskriv graferne med ord.
Hvilke aspekter ved en produktion kan fa graferne til at se saledes ud?

f) Angiv et udtryk for fortjenestefunktionen F'(x) og tegn dens graf i samme vindue
som i spergsmal e). Bestem det antal producerede enheder, som giver den maksimale
fortjeneste. Hvor stor er den maksimale fortjeneste? Hvad er den optimale salgspris
at saette pr. vare?

g) (Ekstra) Lad A(p)=1000000- p~'* betegne ssmmenhangen mellem antal solgte en-
heder og stykprisen p angivet i begyndelsen af denne opgave. Angiv et udtryk for
den sammensatte funktion G(p)=(F o A)(p)=F(A(p)). Forklar hvad denne funk-
tion reprasenterer og kan bruges til.
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Ovelse E3* (Priselasticitet)

Denne opgave er lidt svaerere end de ovrige, 1 kraft af en hejere abstraktion. Eftersporg-
selsfunktionen A(p) er den funktion, som givet en stykpris p pa varen, angiver hvor man-
ge vareenheder, som kan afsettes til den pageldende pris. Tidligere er denne storrelse
blot angivet ved x. Undertiden er man i ekonomi interesseret 1 at undersege, hvor felsom
salget er overfor en prisforegelse. Lad os sige, at vi giver prisen en tilvaekst pa Ap. Vi
kan da betragte folgende storrelse:

A(p+Ap)—A(p)

Relativ &ndring i eftersporgslen A(p) _ A(p+Ap)-A(p) p
Relativ endring i prisen Ap Ap A(p)
p

ogsé betegnet den gennemsnitlige priselasticitet ved en prisendring fra p til p+ Ap . Hvis
A(p) er differentiabel, sd har sidstnevnte udtryk en greensevaerdi for Ap — 0, og gren-
severdien betegnes den gjeblikkelige priselasticitet ved prisen p:

' 4
(E3) E(p)=A4(p)——
A(p)
Eftersporgslen kaldes uelastisk, neutralelastisk eller elastisk, alt efter om den numeriske
veerdi af priselasticiteten, |E(p)|, er mindre end 1, lig med 1 eller storre end 1. Da vi her
kun betragter eftersporgselsfunktioner, som er aftagende, er det det samme som at sige

folgende: Efterspergslen er uelastisk, nar —1 < E(p) <0, neutralelastisk, ndr E(p)=-1
og elastisk, nar E(p)<-—1.

a) Beregn priselasticiteten for tilfeeldet med eftersporgselsfunktionen i opgave 28, nar
prisen p er 150 kr. Hvilken type priselasticitet er der tale om her?

Lad B(p)= A(p)- p betegne omscetningsfunktionen. Det bemerkes, at den er beslaegtet
med indtegtsfunktionen: B(p) =l A)(p)=1(A(p)).

b) Visat B'(p)=A(p)-(E(p)+1). Hjeelp: Udregn venstre og hejre side og vis, at de er
ens, under brug af (E3).

c) Benyt formlen ib) til at vise, at hvis efterspergslen er uelastisk, sa vil en prisstigning
betyde en omsatningsstigning. Hvad sker der 1 tilfeeldet med de ovrige to typer ela-
sticitet i tilfzeldet med en prisstigning?

d) Hvad har sterst priselasticitet, tror du? Almindelige fedevarer, luksusvarer, varer der
kan erstattes af andre varer? Argumenter!

Det bemaerkes, at priselasticiteten er uathaengig af de valgte enheder, fx valuta! I evrigt
benyttes betegnelsen eftersporgselselasticitet ofte for det samme som priselasticitet.
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Ovelse E4 (Lagerstyring)

Lagerstyring er et vigtig omréde i organiseringen af en virksomhed. Det koster mange
penge at have et stort lager. Alternativet med et lille lager har dog ogsa sine negative
sider: det koster ekstra at fa tilsendt nye forsyninger i mange forsendelser. Spergsmaélet
er hvilke ordresterrelser, der er de optimale for virksomheden, sé firmaets totale lager og
forsendelsesomkostninger bliver s& smd som mulig. Indenfor faget erhvervsekonomi
arbejder man med en klassisk model for lagerstyring, som forer frem til den sdkaldte Wil-
sons formel for den optimale ordresterrelse. Den skal vi se pd i det felgende. Vi arbejder
i modellen med folgende storrelser:

Totale arlige antal vareenheder: V'
Omkostninger pr. ordre: F
Indkebsprisen pr. vareenhed: P
Lageromkostninger pr. enhed: K
Ordrestarrelse: X

Vi vil udregne lageromkostningerne
under den antagelse, at lagersituatio-
nen over tid er som beskrevet pa figu-
ren nedenfor til hejre. I gennemsnit er
der £ x vareenheder pa lager.

Vi fér: A
Antal ordrer pr. ar:  V/x

Totale kostpris: V-P
Ordreomkostninger: F-V/x
Lageromkostninger: +1-x-K

Tid

Totale omkostninger = Totale kostpris + ordreomkostninger + lageromkostninger

V.-P + F- 4 +1x-K
X

a) Redegor for rigtigheden af udtrykkene for antal ordrer pr. ar, den totale kostpris, or-
dreomkostningerne samt lageromkostningerne.

b) En virksomhed regner med at indkebe og selge i alt 1920 kaffemaskiner pé et ar.
Hver kaffemaskine koster i indkeb 175 kr. Udgifterne til hver ordre udger 750 kr.,
mens det koster 50 kr. at have lagret én kaffemaskine 1 et ar. Vis, at folgende udtryk
angiver de totale (arlige) omkostninger, som funktion af ordresterrelsen x:

1440000
— 4
X

f(x) = 336000 + 25x

Lad funktionen g angive summen af ordreomkostningerne og lageromkostningerne:

2(x) = 1440000 + 95



164 © Erik Vestergaard

Da funktionerne f og g kun adskiller sig fra hinanden ved kostprisen, som ikke athenger
af x og dermed er en konstant, vil grafen for /' blot vare en parallelforskydning af grafen
for g. Det betyder, at funktionerne har samme monotoniforhold og har de samme lokale
ekstremumssteder.

¢) Hvor stor vil summen af ordreomkostningerne og lageromkostningerne vere ved
ordresterrelser pd henholdsvis 100 og 500 styk?

d) Foretag en funktionsundersogelse af f(x), idet du bestemmer monotoniforhold, og
lokale ekstrema. Hvad er den optimale ordresterrelse?

e) Tegn graferne for ordreomkostningerne, lageromkostningerne samt summen af dem
1 samme koordinatsystem, idet du valger et passende vindue at vise graferne i.
Beskriv de to ferstnevnte grafers forleb og prov at forsta, hvorfor de ser ud, som de
gor. Bestem skeringspunktet for disse to grafer. Hvad observerer du?

f) Ga tilbage til det generelle udtryk for de totale (&rlige) omkostninger og bevis Wil-
sons formel for den optimale ordresterrelse:

(E4) Optimal ordresterrelse = ‘/2'1121/ (Wilsons formel)

Passer den optimale ordresterrelse udregnet i spergsmal d) med det, du far ved at
indsette i denne formel?

g) Analyser kvalitativt hvordan den optimale ordresterrelse givet ved Wilsons formel
pavirkes, nar lageromkostningerne pr. enhed, dvs. K, gges — og de andre storrelser
fastholdes. Stemmer det med den umiddelbare intuition?

h) Overvej rimeligheden i de antagelser, som ligger til grund for ovenstdende model for
lagerstyring. Diskuter herunder forskellige typer varer. Kom ogsa ind pé grafen, som
viser lagersituationen som funktion af tiden. Er den rimelig? Kan man forestille sig
andre? Du kan eventuelt betragte en anden model og analysere den matematisk.
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Opgaver
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1.1 Mangder

Opgave 101
Betragt folgende to mangder:

A={-3,-1,2,14,15,22,101}, B={-10,-1,0,3,14,17,22,100}

a) Bestem folgende meengder: AUB, ANB, A\Bog B\ A4.
b) Bestem 4 A . Hvilken generel regel tror du, der gelder?

Opgave 102
Brug Internettet til denne opgave. Find "Liste over kommuner i Danmark efter indbyg-

gertal" i Wikipedia og los folgende delopgaver:

a) Opskriv maengden S af alle kommuner i region Sjelland. Hvor mange elementer har
mangden?

b) Opskriv maengden N af danske kommuner, som har mindre end 22000 indbyggere i
ar 2014.

c) Opskriv mangden K af alle danske kommuner, hvis navn starter med bogstavet K.

d) Bestem folgende mangder: SN K og N nK . Udtryk desuden med ord, hvad disse
mangder reprasenterer.

e) Opskriv maengden N UK og udtryk med ord, hvad mangden reprasenterer.

Opgave 103

Lad 4 og B vare vilkérlige mengder. Tegn gerne Venn-diagrammer som en hjelp til at
besvare folgende sporgsmal:

a) Vis at der altid geelder,at ANBc 4.
b) Antag 4 < B.Hvad kan man sa sige om AUB og ANB?

Opgave 104

Beskriv med ord hvilke tal folgende maengder bestér af:

a) R\{0}

b) {x € R|x > O} NB! Denne mangde betegnes ogsa ofte bare med R".
c) {4n | neN }

Opgave 105

Opskriv resultaterne af folgende mangdeoperationer som et interval:
a) [-2,6[]0.17]

b)  J-e0,21]U]10,00]

c) [2.8]n]2,10]
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Opgave 106

Find for hver af de to familier af mangder nedenfor nogle mangdeoperationer pa mang-
derne 4, B og C, som svarer til de med grent markerede omréder.

A

Opgave 107*
Vis at felgende maengderegel gelder: AU(BNC) = (AUB)N(AuC). Du kan enten
benytte teknikken fra eksempel 1.4 eller tegne Venn-diagrammer.

Opgave 108*

I denne opgave skal vi forsege at fa lidt mere styr pd mangden af rationale tal.

a) Forklar hvorfor ethvert kommatal med endeligt mange decimaler er et rationalt tal.

b) Vis at mangden af rationale tal ligger tcet pa den reelle tallinje, dvs. at ethvert nok sa
lille interval pa den reelle tallinje altid vil indeholde rationale tal. Hjeelp: Kald
intervallets leengde for L. Konstruer et "net" af udelukkende rationale tal, som har en
"maskelaengde" mindre end L.

¢) Argumenter for, at ethvert reelt tal, hvor decimalerne fra et vist trin af gentager sig
periodisk, er et rationalt tal. Hjeelp: Lad x=0,156156156... Gang med 1000 og treek
x fra: 999x =1000x — x =156, dvs. x =156/999 . Brug idéen i dette eksempel. Hvor-
dan klarer du x =0,8156156156...7

Opgave 109*

I eksempel 1.3 blev det navnt, at J2 er et irrationalt tal. Nedenfor gives et kortfattet
bevis for denne pastand i et sdkaldt modstridsbevis. Forseg at forstd hvert trin 1 argumen-
tationen. Genfortal for sidekammeraten.

Antag modsatningsvist, at J2 eretrationalt tal. S& kan tallet skrives som en brok mellem
hele tal a/b . Vi kan antage, at broken er uforkortelig — ellers kan vi jo bare forkorte den
ibund. Vi har da: (a/b)* = a* / b* =2 ogdermeda® = 2b* . Hojresiden er et lige tal. Derfor
ma a ogsa selv vare et lige tal. Vi kan dermed skrive a pa formen a =2c, hvor c er et
helt tal. Dermed haves 4c” = 2b7, hvilket er det samme som 2¢” = b*. Analogt til det
tidligere argument er b derfor ogsa nedt til at veere et lige tal. Nar bade a og b er lige tal,
kan breken mellem dem forkortes med 2, i modstrid med, at vi antog breken uforkortelig.
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1.2 Lidt om ligninger og 4bne udsagn

Opgave 110

Hvilke af nedenstaende pastande udger et udsagn i matematisk forstand?

a) "Moskva er en by i Rusland"
b) "Det bliver regnvejr i morgen"
¢) 3=9

Opgave 111

Hvilke af nedenstaende s@tninger udger et dbent udsagn i matematisk forstand?

a) "Stockholm er en by i Rusland"

b) "Landet vandt verdensmesterskabet i fodbold i 2014"
c) 2x+8=ux’

d) x=4Ax=10

Opgave 112

Hvilket tegns skal der std imellem venstre side og hegjre nedenfor?: <, =, <, =,>, <.
Overvej forst, om der er tale om &bne udsagn eller blot udtryk.

a) 2(x+7)+3 ? 2x+17

b) 9 7 11

¢) x+9=3x ? 9=2x

d) x(x+5)=0 ? x=0vx=-5

e) "Byen ligger i Danmark" ? "Byen ligger pa Fyn"
) x>5 2 x*>25

g xeN ?7 xeR

h) 5x+9 ? 5x-1

i) (x+1)*-5 2 x*+2x—4

Opgave 113

Benyt nulreglen til at lase nedenstaende ligninger. Du skal eventuelt forst faktorisere.

a) 2x-(x-3)=0

b) (10x-5)-3—-x)=0
c) x*+8x=0

d) 2x*+8x=0

e) 7x*+35x=0 A x>0
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1.3 Funktionsbegrebet

Opgave 114

Hvilke kurver nedenfor er grafer for en funktion og hvilke er ikke?

@ b) % © 1
/ ,
4y N7 \
| / U ) DL,
: /l / i N \\ / /I
, g\ / , N T A
- // ~__—
2 v 3 4 > X 24* a7 »X ST 4 > X
Opgave 115

Betragt graferne pa naste side. Afles efter bedste evne definitionsmangden og vardi-
mangden for hver af de seks funktioner givet ved de seks grafer.

Bemerk, at hvis grafen fortsetter til randen af det afbildede omride, og der samtidigt
ikke er anbragt nogen bolle her, sa lader vi det vaere underforstdet, a grafen fortsatter
uendeligt i den pagaeldende retning. Stiplede linjer indikerer, at grafen "narmer sig" vil-
karligt teet ind til denne linje.

Opgave 116
Betragt graferne pa neste side. I hvert tilfzelde kaldes den tilherende funktion for f.

a) Aflas funktionsvaerdien f(3) pa hver af de seks grafer.
b) Les ligningen f(x) =23 grafisk for hver af de seks funktioner.

Opgave 117

Betragt graferne pa naste side. Afles efter bedste evne definitionsmangden og vardi-
mangden for hver af de seks funktioner givet ved de seks grafer.

Bemerk at hvis grafen fortsatter til randen af det atbildede omréde, og der samtidigt ikke
er anbragt nogen bolle her, sa lader vi det vaere underforstiet, a grafen fortsatter uendeligt
i den pagaldende retning. Stiplede linjer indikerer, at grafen "naermer sig" vilkarligt tet
ind til denne linje.

Opgave 118

Lad f(x)=2x"+3x. Faktoriser hejresiden og benyt resultatet ssmmen med nulreglen til
at bestemme funktionens nulpunkter.
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Opgave 119
Betragt graferne pa forrige side. I hvert tilfzelde kaldes den tilherende funktion for f.

a) Aflaes funktionsvaerdien f(2) pa hver af de forste fem grafer.
b) For graf (a): Les ligningen f(x)=3 grafisk.
c) For graf (f): Les ligningen f(x)=15 grafisk.

Opgave 120
Lad f(x)=2x’ —13x* +36. Benyt CAS-varktojet til at lose folgende:

a) Bestem funktionsverdiernei x =-2 og x=1,5.

b) Bestem funktionens nulpunkter.

c) Bestem lgsningerne til ligningen f(x)=20 med to decimalers ngjagtighed.

d) Tegn grafen for funktionen i et passende interval. Inddrag grafen til at give et bud pa

vaerdimengden, selv om du pd nuverende tidspunkt ikke har redskaberne til at angive
den med sikkerhed.

Opgave 121
Lad f(x)= x_+1
2x
a) Bestem definitionsmangden. Benyt CAS-vearktojet til at lose folgende:
b) Bestem funktionens nulpunkter. Kunne du have klaret opgaven uden CAS-vaerktej?
¢) Les ligningen f(x) =5. Kunne du have klaret opgaven uden CAS-verktej?
d) Tegn grafen for funktionen i et passende interval. Inddrag grafen til at give et bud pa

vaerdimangden, selv om du pa nuvarende tidspunkt ikke har redskaberne til at angive
den med sikkerhed.

Opgave 122

En vigtig funktion i matematikken er f(x)= |x| . Den kaldes "numerisk x", og kan defi-
neres ved en sakaldt gaffelforskrifi:
x for x>0

f(X)={

—x for x<0

Meningen er, at hvis x er storre end eller lig med 0, sa skal man bruge det gverste udtryk,
mens man skal bruge det nederste udtryk, nér x er negativ.

a) Bestem funktionsverdierne f(2) og f(-2).
b) Tegn manuelt grafen for funktionen i et koordinatsystem.

Opgave 123

Hvilke af de funktioner, hvis grafer er angivet side 67 og 68, er injektive?
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opgave 124*

Tegn grafen for funktionen f(x)= |2x - 4| og les ligningen f(x)=8.

Hjeelp: Benyt definitionen pa numerisk x fra opgave 122. Udskift x med 2x—4 1 alle
forekomster af x og reducer derefter.

1.4 Monotoniforhold og ekstrema

Opgave 125
Betragt de funktioner, som har graferne vist pé side 67.
a) Angiv monotoniintervallerne for hver funktion.

b) Angiv eventuelle storste og mindsteverdier for hver af funktionerne.
b) Angiv eventuelle lokale ekstrema for hver af funktionerne.

Opgave 126
Betragt de funktioner, som har graferne vist pé side 68.
a) Angiv monotoniintervallerne for hver funktion.

b) Angiv eventuelle storste og mindstevardier for hver af funktionerne.
b) Angiv eventuelle lokale ekstrema for hver af funktionerne.

Opgave 127

Brug dit CAS-vaerktej til i de angivne intervaller at tegne graferne for nedenstaende funk-
tioner. Afger alene ud fra en visuel inspektion af graferne monotoniintervallerne, samt
eventuelle lokale og globale ekstrema.

a) f(x)z% , xe[O,lO].

b) f(x)=2"-x, xe]-6,3[.

Opgave 128

Tegn med dit CAS-vaerktej grafen for f(x)=sin(x), x €[0,2n]. Bestem ved visuel in-
spektion de to ekstrema. Brug herefter din viden om, hvordan sinus er defineret ud fra
enhedscirklen til at kontrollere dine grafiske afleesninger. Husk at x regnes 1 radianer!

Opgave 129

Tegn grafen for en mulig funktion f pé intervallet]—S,S[ , pd en sadan mdde, at f har
nulpunkteri x = -2 og x =7 med lokale maksimai x=1 og x =5 samt lokalt minimum
1x=3.
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Opgave 130
Tegn med dit CAS-veerktoj grafen for f(x) =x" —4x-15, x e[-4,4].
a) Bestem ved visuel inspektion de lokale ekstrema. Du far sandsynlighed brug for at

kunne zoome ind for at f4 en rimelig ngjagtig aflaesning.
b) Bestem funktionens nulpunkter.

Lad der vare givet en ekstra funktion: g(x)=—-4x+3, xe [—4, 4] .

c) Les ligningen f(x) = g(x).
d) Tegn graferne for fog g i samme koordinatsystem.
e) Lesuligheden f(x)< g(x) grafisk.

1.5 Operationer pa funktioner

Opgave 131

Bestem 1 hvert tilfelde nedenfor manuelt forskrifterne for hver af de sammensatte funk-
tioner fog og go f . Hvad er definitionsmangderne? Som kontrol kan du bagefter bru-
ge dit CAS-varktoj til at beregne forskrifterne.

a) f(x)zx/; og g(x)=x"+7 b) f(x)=2x+8 og g(x)=—x+10
¢) f(x)=sin(x) og g(x)=x+¢" Q) f()=—" og gx)=+’

X—
Opgave 132

Nedenstaende funktion 4 kan opfattes som sammensa&tning af to funktioner f'og g. Hvil-
ke? Bemerk, at der kan vaere flere svar her. Som regel er der dog et oplagt svar.

a) h(x)=e"* b) h(x)=V4-x", xe[-2,2]
—(v—6) - —
c) h(x)=(x—-6) d) h(x)= )’ X€E ] Tc,n[

Opgave 133 (Sammensat funktion)

Et skib sejler langs med stranden, hvor en mand M
star stille. Skibet starter i punktet 4 lige ud for man-
den 1 afstanden 100 m fra stranden. Skibets tilbage- 100 m
lagte straekning fra 4 kalder vi s, og skibets direkte

afstand til manden med d.

a) Bestem et udtryk for d som funktion af's. M

Det oplyses nu, at skibet sejler med den konstante
hastighed 5 m/s.

b) Bestem et udtryk for d som funktion af tiden ¢ ved at teenke pad sammensat funktion.
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Opgave 134

Figuren viser graferne for to funktioner fog g. Bestem grafisk folgende funktionsvardier
for visse sammensatte funktioner:

a) (goH=D  b) (feg),5) ) (fo/)=D)
y y

A A

£ 4
) 4

Opgave 135

Bestem for hvert af nedenstadende funktioner den inverse funktion. Husk at angive defini-

tionsmangde.
a) f(x)=3x-1 b)f(x)=l+6, x#0 ¢) f(x)=2x"
X
d) f(x)=x>+5 e) f(x)=¢" f) f(x)=vx—-8,xe[8,x[
Opgave 136

Betragt funktionen f(x) = sin(x).

a) Tegn grafen og redegor med ord for, hvorfor funktionen ikke er injektiv og derfor
ikke har en invers funktion.

b) Redegor ved inspektion af grafen for, at hvis man reducerer definitionsmangden til
intervallet [—TC, n] , s& er sinus-funktionen injektiv.

Den inverse funktion til f(x) =sin(x), x € [—n, n] kaldes for arcsin(x).

c) Bestem definitionsmaengden for arcsin(x) . Hjeelp: Husk at ndr man gér fra en funk-
tion til dens inverse, sd skifter definitionsmangde og vaerdimengde rolle!

d) Tegn grafen for arcsin(x) i det interval, du har bestemt under c).

e) Tegn graferne for bade sin(x) og arcsin(x) i samme koordinatsystem. Stemmer det,
at graferne er hinandens spejlede i linjen y =x?

NB! Undertiden (fx pa lommeregnere) kaldes den inverse funktion ofte sin™' (x).
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Opgave 137

Betragt den velkendte renteformel K = K.(1+7)", hvor K|, er startbelabet, r er renten,
n er antal terminer og K er slutbelobet. Man kan betragte K som en funktion af » - hvor
de ovrige storrelser teenkes som konstanter. Bestem da et udtryk for den inverse funktion,
som er renten » som funktion af slutbelabet.

Opgave 138

Som bekendt er log(x) og 10" hinandens omvendte funktioner.

a) Angiv definitionsmangden og verdimangden for hver af de to funktioner.
b) Tegn deres grafer i samme koordinatsystem.
c) Hvad er log(1000) lig med? Hjcelp: Skriv 1000 som 10°.

Opgave 139%

Som bekendt foretager grafen for f(x)=sin(x) svingninger omkring x-aksen. I det fol-
gende skal du bruge nogle af de operationer, som er behandlet i dette afsnit, til at skabe
en ny funktion g, hvis graf opfylder noget bestemt.

a) Grafen for g skal have dobbelt sa store udsving som grafen for f.

b) Grafen for g skal have sterre og sterre udsving, jo sterre x er.

c) Grafen for g skal svinge halvt s& mange svingninger pd det samme interval i forhold
til grafen for /. Hjeelp: Tenk pa en passende sammensat funktion.

d) Grafen for skal svinge omkring grafen for den lineaere funktion f(x) =0,6x+2.

Opgave 140*
Lad f(x)=x"—x.Lad dernast g vaere den funktion, som fremkommer ved at udskifte x
med x—3,dvs. g(x)=f(x-3).

a) Redegor for, at g er en sammensat funktion.

b) Tegn graferne for fog g i omrddet —-3<x <6 og —10< y <10 i samme koordinat-
system.

c) Hyvilke erfaringer drager du af graferne? Forsog at generalisere resultatet og at for-
klare, hvorfor din pastand mon galder.

1.6 Graensevaerdi og kontinuitet

Opgave 141
Benyt dit CAS-varktej til at bestemme graensevaerdierne for folgende talfolger:

n+2 2" n l+n
neN neN neN neN
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Opgave 142* (Grensevardier for talfolger)

I denne opgave skal vi beskaeftige os med pracise definitioner af grenseveardier for tal-
folger. I afsnit 1.6 fik vi gennem et par eksempler gjort rede for, at det maske ikke er helt
selvindlysende, hvordan graensevardier skal defineres. Lad os starte med at definere,
hvad det vil sige, at en talfelge gdr mod uendelig.

Definition 1

En talfolge {an }ne v siges at ga mod uendelig, og vi skriver a, — o for n— oo, safremt
der for ethvert vilkarligt valgt tal 7 findes et tal N,,s&: n>N, = a,>T.

Sagt pd en mere sproglig méade, sé skal folgende altsd vere opfyldt: Ligegyldigt hvor stort
et tal 7, man matte navne, s skal tallene i talfelgen vere storre end dette tal fra et vist
trin af. Lad os sige, at man navner tallet 7 =10000. Sé kan det vere, at man skal op pa
N, =300, for alle tal 1 folgen er sterre end 10000, dvs. sa a,,, >10000, a,;, >10000, etc.
Hvis man navner tallet 7 = 20000, kan det vaere, at man skal op pd N, =550 for alle tal
1 folgen er storre end 20000, dvs. sd ags, > 20000, as5, > 20000, etc. Uanset hvilket tal,
man maétte nevne, skal man kunne finde et trin, hvor elementerne i folgen er storre end
den angivne vaerdi. Trinnet vil athenge af 7, derfor er 7 brugt som indeks i N;. En til-
svarende definition vil gelde for talfelger, der gdr mod minus uendelig (—).

Eksempel: For at vise, at a, = Jn+1—>w for n— o, kan vi starte med hgjresiden af
implikationen 1 definition 1: a, >7 < Jn+1>T < n+1>T? & n>T*-1. Som
N, kan vi dermed bruge N, = T* -1 (For negative T, som egentligt er uinteressant, kan
N, =0 bruges). Denne gang var det let at vise, andre gange er det svarere.

a) Argumenter for,at 1n+4—o for n—>o.

Definition 2

En talfolge {a,} . siges at konvergere mod et tal a, og vi skriver a, —a for n— o,
safremt der for ethvert € >0 findesettal N,,sd: n>N, = |an - a| <e.

¢ er det graeske bogstav epsilon. Definition 2 kan sprogligt udtrykkes séledes: Ligegyldigt
hvor lille tal €, man valger, sa skal alle tallene i talfelgen fra et vist trin af have en afstand
fra a, som er hejst €. Bemerk at |an - a| < ¢ alternativt kan skrives a—e<a,<a+¢. Jo
mindre € der valges, dvs. jo mindre afstand man ensker mellem a, og a, jo leengere skal
man normalt ud 1 felgen, for at dette er opfyldt. Derfor ath&enger N, normalt af €, hvorfor
vi har sat indekset € pa. En talfelge, som konvergerer mod et tal kaldes konvergent. Alle
andre talfolger kaldes divergente. Gér talfolgens elementer mod oo, kaldes talfelgen ogsé
divergent.

Eksempel: Vi vil vise, at (8) fra afsnit 1.6 faktisk konvergerer med 1, altsi at:

1+M —> 1 for n—> o

4n

Lad os regne pa forskellen mellem det n'te led i talfolgen og den pastdede graense:
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N 3-sin(n)
4n

_ [pesingn| _ 3-psin(n| 3

|an—a| = ‘1 1‘
4n | 4-n 4n

Hvis hejresiden her er < ¢, har vi som ensket |an—a|£8:
3 3
—<¢g & 3<4n-e & —<n
4n 4e

Dermed kan vi bruge N, =3/(4¢) og det er vist, at talfolgen har greenseveerdien 1.

2n+1

b) Argumenter forat a, = —2 for n > .

n

Opgave 143 (Zenons paradoks: Achilleus og skildpadden)

I den graeske mytologi er Achilleus en helt, som deltager 1 et togt til Troja, beskrevet i
Homers Iliaden, som man kan stifte bekendtskab med i faget oldtidskundskab i gymna-
siet. Filosoffen Zenon fra Alea (ca. 490-430 f. Kr.) beskrev fire paradokser. Det ene af
dem handler om, at Achilleus leber om kap med en skildpadde. Achilleus hastighed er 10
gange si stor som skildpaddens, men han starter 100 meter bag skildpadden. Argumenta-
tionen bestér i at overbevise laeseren om at Achilleus aldrig vil né skildpadden. Forkla-
ringen gdr som folger: Nir Achilleus er ndet frem til skildpaddens tidligere position, er
skildpadden néet ;-100 =10 meter laengere frem. Nar Achilleus herefter er naet frem til
skildpaddens nye, men tidligere position, er skildpadden néet -5-10=1 meter leengere
frem. S&dan fortsatter det. Hver gang Achilleus er kommet frem til skildpaddens nyeste
tidligere position er skildpadden néet lidt leengere frem ...

y

S

a) Bevagelsen er delt op 1 uendeligt mange trin. I hvert trin ndr Achilleus et stykke
frem. Nar man leegger bidraget fra alle disse trin sammen, fir man en uendelig raekke,
som er Achilleus totale tilbagelagte straekning. Hvordan ser leddene i1 rekken ud?

b) Argumenter for at rekken er konvergent og hvad dens verdi er.

c) Forseg at gennemskue fejlen 1 argumentationen: Hvorfor viser argumentationen ikke,
at Achilleus aldrig vil na skildpadden? Hjeelp: Tenk pa den samlede tid, der forleber
i rekken af trin 1 argumentationen. Er tiden endelig eller uendelig?

Opgave 144

: . S 1
Benyt dit CAS-varktej til at bestemme summen af den konvergente raekke Z —-
n=l n
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Opgave 145* (Kvotientrekker)

En kvotientreekke er en raekke, hvor forholdet mellem et led og det forrige altid er et fast
tal. Eller sagt pa en anden made: Hver gang man gar fra et led til det naste, ganger man
med et bestemt tal. Lad os kalde dette tal for g. Dermed ser en kvotientrakke saledes ud:

at+a-q+a-¢>+a-q¢ +... = Za-q" = a-Zq"
n=0 n=0

hvor a er startleddet. I det folgende ledes du frem til at vise, at reekken under visse betin-
gelser er konvergent og hvad summen 1 sé fald er.

a) Visat (x=1)-(I+x+...x" +x")=x"" 1.

b) Benyt a) til at konkludere, at a+a-g+a-g* +...+a-q" = a-(q _11)
q_

c) Benytb) til at argumentere for, at hvis |q| <1, sa er kvotientreekken konvergent med

summen a-——.
I-¢
d) Benyt resultatet til at summen af kvotientrakken Z (%)” = 1+2+ (%)2 + (%)3 +...
n=0
e) Kontroller resultatet i d) med dit CAS-verkte;.

f) Hvis du har lest opgave 144 med Zenons paradoks: Ger rede for, at den rekke, der
er i spil der, netop er en kvotientreekke. Hvad er a og ¢ i den forbindelse?

Opgave 146*

Denne opgave er mere teknisk sver end matematisk svar. Du skal have styr pa nogle ting
1 dit CAS-vaerktej, sdsom hvordan man far det til at regne med mange cifre, og hvordan
man far det til at regne med kommatal og ikke eksakte svar.

I afsnit 1.6 kiggede vi pa en uendelige raekke, hvis sum var n° / 6:

2

(formel 1) 3 iz - %

n=1 N

Det blev n@vn, at denne formel kan benyttes til at bestemme tallet # med mange decima-
ler. Der findes mange andre uendelige reekker, som ogséd kan bruges til dette formél. En
af dem er Machins formel:

= 4-arctan (%) —arctan (ﬁ)

_ ] > (—l)n (1 2n+1_ ke (—l)n an 2n+l
=4 n; (5) nzzo n+1 (239)

2n+1

T
4
(formel 2)

En tredje formel, vi vil nevne, er folgende:

1 i (4n)!(1103+26390n)

formel 3 — =
( ) © 2 (n)*-396"
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For at fi en idé om, hvordan leddene i raekken ser ud, kan det vaere en god id¢ at indsatte

nogle af de forste verdier for n. Udrébstegnet ! 1 matematik betyder fakultet. For eksem-
peler 5!=1-2-3-4-5=120.

a) Isoler w1 hver af de tre formler.

For at se, hvor hurtig de omskrevne reekker konvergerer mod r, skal du i det herefter kun
udregne raekken op til og med n =N, hvor N er et givet tal.

b) I det folgende skal du lade dit CAS-verktej regne med 1000 cifre. Benyt herefter
veaerktgjet til at bestemme en approksimeret (tilnermet) vaerdi for n ved brug af formel
1, idet du medtager 1000 led, dvs. N =1000. Hvor stor er afvigelsen i forhold til den
rigtige vaerdi for nt?

¢) Denne gang betragtes formel 2. Igen skal du lade dit vaerktej regne med 1000 cifre.
Medtag denne gang kun 101 led, dvs. lad N =100. Bestem igen afvigelsen i forhold
til 7.

d) Gentag punkt c) pd formel 3.

e) Hvilken formel konvergerer hurtigst?

Formel 3 har en interessant historie. Den fantastiske formel skyl-
des nemlig inderen Srinivasa Ramanujan (1887-1920). Han blev
fodt 1 en lille by ca. 400 km sydvest for byen Madras 1 det sydlige
Indien af fattige foreldre. Han viste tidligt et helt ekstraordinert
talent for matematik. Da han var 12 ar gammel mestrede han ind-
holdet af S. L. Loney's omfattende bog Plane Trigonometry, der
blandt andet indeholder diskussion af uendelige summer og pro-
dukter - et emne, der senere skulle spille en stor rolle i Ramanujans

arbejder. Da han i en alder af ca. 15 &r kom 1 besiddelse af en matematikbog af G. S. Carr
med titlen Synopsis of elementary results in pure mathematics, tog tingene fart. Ramanu-
jan fordybede sig pa egen hand i bogens mange formler og setninger. Uheldigvis, kan
man sige, tilegnede Ramanujan sig bogens stil, som var meget kortfattet, dvs. med enten
fraverende eller meget korte beviser for bogens formler og s&tninger. Det betod, at da
det matematiske geni selv begyndte at udteenke formler og setninger, sé forklarede han
ikke, hvordan han var kommet frem til dem. For at gere en lang historie kort, sd kom han
heldigvis 1 forbindelse med indflydelsesrige personer, som kunne se det matematiske geni
1 Ramanujan pa trods af, at han slet ikke havde nogen universitetsmaessig uddannelse.
Han blev hjulpet og opfordret til at sende nogle af hans arbejder til England. Efter nogle
breve, som ikke forte noget med sig, skrev han til G. H. Hardy, Englands pa den tid storste
matematiker. Her skal man huske p4, at mange hébefulde amaterer igennem tiderne har
sendt breve til universiteterne i hbet om beremmelse. Derfor var det ogséd med et vist
forbehold, at Hardy og hans nere kollega Littlewood satte sig ned for at kigge pa de 120
formler 1 brevet den 16. januar 1913. Efter nogle timer var de kommet til en konklusion:
de havde at gare med et geni og ikke en skeor amatermatematiker. Nogle af formlerne tog
helt pusten fra dem, og som Hardy siden fortalte: "De ma vere sande, fordi hvis de ikke
var det, ville ingen veaere 1 stand til at opfinde dem". Det blev ordnet sddan, at Ramanujan,
pé trods af krigen (1. Verdenskrig) kom til Cambridge. Her arbejdede han sammen med
de to englendere 1 5 ar pd Trinity College. Samarbejdet blev uhyre frugtbart, idet man



© Erik Vestergaard 181

kunne forene Hardys ekspertise og systematik med Ramanujans intuition. Desvaerre dede
Ramanujan, der led af darligt helbred, 1 1920. Det blev diagnostiseret som tuberkulose,
men som man i dag mener i virkeligheden kan have veret vitaminmangel. Legenden om
alle tiders storste talmystiker lever dog videre. Den interesserede laser opfordres til at
leese mere om ham pé Internettet eller leese den fremragende bog af Robert Kanigel: The
Man Who Knew Infinity — A Life of the Genius Ramanujan. Washington Square Press,
1991. Der er endda lavet en film om ham, ogsa med titlen: The Man Who Knew Infinity.

O

Opgave 147

: 1 . :
Den uendelige raekke Z — er divergent. Hermed menes, at afsnitsrekken opfylder:

n=l1

Mol
Z——)oofor N —>
n=1n

Afsnitssummen vil altsé blive vilkarlig stor, bare man medtager nok led i reekken. Vi skal
ikke vise denne pastand teoretisk her. Prov dog med et CAS-verktoj at udregne:

1000 1 1000000 1
a - b —
) Z; . ) Z} ;

NB! Det kan vere, at du skal anbringe et punktum efter 1-tallet i teelleren for at fi mas-
kinen til at regne eksakt! Ellers kan det vere, at du far et eksakt, men ubrugeligt output.
Den uendelige raekke divergerer 1 ovrigt meget langsomt mod uendelig.

Opgave 148
Betragt funktionerne med graferne nedenfor.

a) Har funktionen svarende til grafen i (a) en graensevardi for x — 3 ? I sé fald hvilken?

b) Har funktionen svarende til grafen i (b) en graenseveardi for x - —2? I s fald hvil-
ken?

¢) Har funktionen svarende til grafen i (c) en greenseverdi for x — 1? I sé fald hvilken?

(a) (b) (c)
y y
A A A
7 6 7
6 5 6
5 o< 4 5
4 3 '/7 7 -“
3 = 3 \
~——
i P
1 G » X t
-4 -B 1
1% » X / t o » X
1 4 4
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Opgave 149

Benyt et CAS-varktej til at bestemme granseverdierne nedenfor. Det kan vaere et vaerk-
toj/kommando indeholdende ordet "lim".

a) lin}L 2x+5 b) lim ¢) limv2x-5

x—> x=10 x =5 x—7

Disse kunne ogsa vaere klaret manuelt ved at udnytte kontinuiteten af de indgéende funk-
tioner. Hvordan?

Opgave 150
Bestem nedenstdende grensevardier med et CAS-varktej.

N b) lim=X ¢ im0
x>l x° —x x»O*\/; x>0 x

Hvis man forseger at bestemme gransevardierne manuelt, indser man for det forste, at
man ikke bare kan indsette det tal x naermer sig til, for i alle tre tilfeelde vil bade teeller
og nevner give 0. [ a) og b) kan man dog reducere teeller og nevner for man tager graen-
severdien. Reduktionen foregér ved forst at faktorisere teller og nevner. Prov det. Den
sidste graense er noget svarere, sd her skal du ikke forsege dig.

Opgave 151

Brug dit CAS-varktej til at tegne graferne for forskellige funktioner, hvis forskrifter du
selv finder pa — ved at kombinere forskellige af de grundleeggende funktioner, som vi har
til radighed: sin(x), cos(x), tan(x), e*, a*, log(x), In(x), Jx, Yx, x% samt polynomier. Be-
nyt i den forbindelse nogle af de operationer pd funktioner, vi studerede 1 afsnit 1.5, her-
under ogsd sammensat funktion. Prov ogsé at designe nogle funktioner, som ikke er
defineret i1 hele R. Hjeelp: Tenk for eksempel pa, at nevnere ikke ma vare 0, indholdet
under kvadratrodstegnet ikke mé vare negativ, man ikke kan tage logaritmen til et nega-
tivt tal, etc.

Opgave 153*

Denne opgave herer til de mere teknisk svare og er derfor henvendt til de mere avan-
cerede laesere. Vi skal kigge pé en pracis definition af, hvad det vil sige, at en funktion f
har en grensevardi a for x gdende mod x,. I afsnit 1.6 er givet en noget lgs og intuitiv
indfering i begrebet. I langt overvejende grad er det da ogsa tilstraekkelig til vore formal
i denne bog. For den avancerede leeser kan det imidlertid vere interessant at se, hvordan
man indferer begrebet helt eksakt. Man kunne maske tro, at begrebet giver sig selv, at det
er indlysende. Ligesom vi sa det med konvergens af talfelger i opgave 142, sé er det
imidlertid ikke tilfeeldet. Der findes s& mange forskellige funktioner, og begrebet skal
kunne héndtere dem alle. Definitionen nedenfor er den, som historisk udkrystalliserede
sig som den fornuftige, forstaet pa den made, at den som oftest stemmer med den intuitive
fornemmelse for graensevardi, men ogsa sddan, at man far den vigtige setning 1.28 med
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regneregler for greensevardier til radighed. Begrebet skal give mening. Vi antager, at f'er
en reel funktion, defineret i et lille dbent interval omkring x,, hvor punktet x, selv ikke
behover at vaere med i definitionsmangden.

Definition

En funktion f'siges at gd mod a for x gdende imod x,,, ndr der for ethvert tal € >0 findes
et tal >0, sé der gaelder: 0<|x—xo| <d = |f(x)—a| <eg.

Det kan se noget komplekst ud. Dobbeltuligheden 0 < |x — x0| < 0 udtrykker for det forste,
at x ikke mé veare lig med x, (venstre ulighedstegn). For det andet forteller det hajre
ulighedstegn, at den numeriske afstand mellem x og x, skal vare mindre end 6. Sagt pd
en anden made, sé skal x € |x, —8,x, +8[ \{x,} . Mengden kaldes undertiden for en ud-
prikket omegn om x,. Pa tilsvarende vis udtrykker uligheden | f(x)— a| < g, at den nume-
riske afstand mellem f(x) og a skal vaere mindre end ¢, hvilket er det samme som at
f(x)e ]a —-g,a+ 8[ . Betragt nu figuren. Betingelsen for at grensevardien eksisterer og
er a er altsa, at ligegyldigt hvor lille et interval ]a -g,a+ 3[, man vealger omkring a, sé
skal der findes en udprikket omegn omkring x,, sé alle x-vaerdier heri har funktionsvaer-
dier i ]a —g,a+ 8[ . Alle x-vardierne 1 den udprikkede omegn vist med gront pa figurens
x-aksen skal altsa afbildes i det lille &bne bla interval pa y-aksen.

at+e

Nér man vealger et mindre interval omkring a pd y-aksen, vil man som oftest ogsa skulle
valge en mindre udprikket omegn omkring x,. Derfor athanger 6 af valg af €. Grunden
til, at det er en udprikket omegn pé x-aksen, dvs. at x, ikke er med, er, at der i definitionen
jo ikke stilles noget krav om, hvad funktionsvardien er i selve x,, endsige at f overhove-
det er defineret i dette punkt! En anden ting: Som man kan se af definitionen kraves det,
at f'er defineret i et nok s lille dbent interval omkring x,, fraregnet x,. Hvis x, er et
venstre endepunkt i definitionsmangden for f, kan man dog definere en graensevardi for
x géende imod x, fra hejre (man skriver x — x,"). I det tilfeelde kraeves, at fer defineret
i et lille abent interval umiddelbart til hejre for x,. Tilsvarende hvis x, er et hajre ende-
punkt i definitionsmangden.
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Eksempel

Det er pa tide med et eksempel, hvor vi ser definitionen for greensevardi anvendt i praksis.
Vi betragter funktionen f(x)=x" og ensker at vise, at f(x) — 4 for x — 2. Dermed vil
vi faktisk samtidigt have vist, at fendda er kontinuert ix, =2.

Vi skal vise, at for ethvert € >0 findes deret 6 >0, sa:
(k1) 0<[x-2/<8 = [x’-4<s

Opgaven er at bestemme et o, som fér hejresiden til at vere opfyldt. Det er en yderst
vigtig erkendelse, at hvis (1) er opfyldt for en bestemt vaerdi af 9, sa er den ogsa sand for
alle andre mindre (positive) veerdier af 8. Lad os derfor vedtage med os selv, at vi kun vil
lede efter vaerdier af 6, som er mindre end 1. Det betyder, at vi har |x - 2| <1.Dermed ma
1< x <3 ogheraf |x + 2| < 5. Viskal nu se, hvorfor sidstnavnte ulighed er interessant. Vi
benytter nemlig en kvadratsaetning: x* —4 = (x+2)(x—2), hvoraf:

(k2) -4 = [x+2-jx-2| < 5-|x-2]

Y

A

\ | /

N

[
N

Ved at indskranke vores sogeomréde for et brugbart 9, fik vi en vurdering pa den faktor,
som vi fra begyndelsen ikke kunne sige noget om, nemlig |x + 2| . Nu ved vi, at udtrykket
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er mindre end 5. Hvis vi derfor veelger &= min(l,&/5), altsd det mindste af tallene 1 og
1&, sd kan vi vurdere videre pa (2):

(k3) -4 = [r+2x-2 <52/ <5ie=¢

Dermed lykkedes det os at finde et 5, som fik den numeriske forskel mellem x* og 4 ned
under €. Det onskede er vist. Du kan se en illustration for et valg af € pa naste side.

Det er ofte ad hoc metoder, der ma tages 1 brug, ndr man skal finde et brugbart 6. Nu skal
du selv prove i et konkret tilfeelde.

a) Lad f(x)=4x+4. Vis ud fra definition Al, at f(x) -7 forx— 6, dvs. givet et
vilkérligt €, skal du finde et brugbart 8.

1.7 Asymptoter

Opgave 152
Lad f(x):l+3, x#0.
X

Tegn grafen og giv et bud pa hvilken slags asymptoter grafen har. Angiv deres ligninger.
Kan du ogsé argumentere for rigtigheden direkte, dvs. uden at tegne grafen? Hjcelp: Brug
metoden fra eksempel 1.35.

Opgave 153

Hvilke asymptoter har graferne for de to funktioner fra eksempel 1.10?

Opgave 154

5
1+4.¢2
Tegn grafen og giv et bud pa hvilken slags asymptoter grafen har. Angiv deres ligninger.
Kan du ogsé argumentere for rigtigheden direkte, dvs. uden at tegne grafen? Hjcelp: Brug
metoden fra eksempel 1.36.

Betragt den logistiske vaekst givet ved f(x)=

Opgave 155

Hvis man har at gare med en sékaldt polynomiumsbrok, dvs. en brek, hvor der er et poly-
nomium i bade teller og nevner, sd kan man lave et trick for at afgere, om grafen for
funktionen evt. har en vandret asymptote. Vi ser pa et eksempel:

6 5
2 2 2 2+7+72
fx) = & 26x+5 - ik (22x 26X+5) = X 2=2 for x > o
x> 43 1/x% - (x* +3) 143 1
2

X
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Andet lighedstegn: Der er forkortet med x*. Tredje lighedstegn: Der er ganget ind i pa-
rentesen. Herefter ses det, at ndr x bliver stor bliver leddene —6/x, 5/ x* og 3/ x* alle sma,
s& hele breken gér mod 2/1=2 for x — . Derfor konkluderer vi, at y =2 er vandret
asymptote. Benyt samme teknik pa folgende funktioner til at bestemme eventuelle vand-
rette asymptoter:

4x* —x+1 3x% —x+1 x> —4
a X)=——— b X)=—— c x) =
) S x2+5x+12 ) S X —xt+7 ) S xt+x
Opgave 156

Hvilken funktion gar hurtigst mod uendelig for x — o0 f(x)=x'" eller g(x)=10"?
Hjeelp: Du kan eventuelt se pa grensevardien for broken mellem de to funktioner for x
gdende imod uendelig.

Opgave 157
Lad f(x)=

>— . Funktionens graf har tre asymptoter. Hvilke?

Hjeelp: Du kan give et bud pa det ved at iagttage grafen, eller finere: argumentere for det
logisk set. For at opdage de lodrette asymptoter: Brug en kvadratsatning til at omskrive
navneren.

2.1 Andengradspolynomier

Opgave 201

Benyt GeoGebra eller et andet CAS-vaerktoj til at f4 lavet en interaktiv graf for funktionen
f(x)=a-x>+b-x+c, hvor du kan variere koefficienterne a, b og ¢ med skydere. Szt
startvaerdierne for a, b og c til henholdsvis 1, 0 og 0. Du kan fx valge folgende: At tegne
grafen i vinduet givet ved —50 < x <50,—-50 <y <50 og lade a variere mellem -5 og 5,
b mellem —20 og 20 og ¢ mellem —40 og 40. Du ber ogsa sikre dig, at en enhed fylder lige
meget pa 1. aksen og 2. aksen.

a) Start med at variere c. Hvilken betydning har verdien af ¢ pa parablens beliggenhed?
Kan du forklare det teoretisk?

b) Varier nu a. Hvilken betydning har koefficienten a for parablens udseende og hvor-
dan parablen vender?

c) Varier til sidst b. Betydningen af denne koefficient er lidt mere kompliceret, men
forsog at sige et eller andet. Hold evt. ¢ konstant 0 her.

d) Tilfej grafen for funktionen g(x)=»,-x+c isamme vindue. Varier derefter . Hvad
observerer du?

Vi vil undersoge og gere rede for nogle af de egenskaber 1 hovedteksten, som du kan
observere her.
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Opgave 202

Angiv koefficienterne a, b og ¢ for nedenstdende andengradspolynomier:

a) 2x*—10x+6 b) —x*-5-10 c) 0.5x* +14x-120 d) x*-1
e) —5x?+16x—-1 f) 8x* —8x g) —x?+2x+5 h) 5x?
Opgave 203

Saetning 2.3 om parallelforskydning af grafer geelder for alle funktioner. Parallelforskyd
grafen for nedenstdende funktioner med den angivne vektor. Angiv forskriften herende
til den parallelforskudte graf. Tegn begge grafer i samme koordinatsystem i et passende
vindue. Overvej definitionsmangderne og verdimangderne. NB! Nar man plotter, kan
det undertiden vare fornuftigt at sikre samme skalering pa akserne, s& graferne ikke for-
vraenges!

a) f(x)=—7x+2. Parallelforskydningsvektor: (3,0). Vindue: Standard fra —10 til 10.
b) f(x)= %xz . Parallelforskydningsvektor: (5,2). Vindue: -10 < x <15,0< y <20.
c) f(x)= Jx. Parallelforskydningsvektor: (—5,8). Vindue: —10 < x <15, -5<y <10.

d) Bestem definitionsmangderne og vaerdimengderne for de to funktioner fra c), uaf-
hangigt af hvilket vindue, deres grafer er tegnet i. Argumenter!

Opgave 204

Benyt formlerne 1 setning 2.6 til at bestemme toppunkterne for parablerne herende til
nedenstdende andengradspolynomier.

a) x>—4x+5 b) x*—3x+3 c) 3x*+4 d) —2x” +6x

Opgave 205
Benyt formlerne i s@tning 2.6 til manuelt at bestemme toppunkterne for parablerne ho-

rende til andengradspolynomier nedenfor.

a) x’—8x+1 b) 3x?+6x-10 ¢) 2x*+4x-2 d) —x*+x-2

Opgave 206
Et andengradspolynomium med a = —1 har en graf, som skerer x-aksen i folgende punk-

ter: (2,0) og (8,0). Bestem alle koefficienterne i polynomiet.

Hjeelp: Indsat oplysningerne i forskriften f(x)=ax”+bx+c. Derved fis to ligninger
med to ubekendte, som kan lgses.

Opgave 207

Lad f(x)=2x”—4x+c vare et andengradspolynomium, hvor koefficienten ¢ er ukendt.
Det oplyses nu, at grafen gar gennem punktet (4,12). Bestem c.
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Opgave 208

Lad f(x)= %x2 +bx+7 vere et andengradspolynomium, hvor koefficienten b er ukendt.
Det oplyses nu, at grafen gar gennem punktet (-2,15). Bestem b.

2.2 Andengradsligninger

Opgave 209

Benyt saetning 2.10 til at bestemme losningerne til nedenstdende andengradsligninger.
a) x’—-x-2=0 b) ¥ +6x+9=0 ¢) 2x*—5x-12=0 d) —x*+4x-8=0
e) x*-7x-30=0 f) —x*+8=0 g) x*—x+3=0 h) 4x* -20x+25=0

Opgave 210

Bestem fortegnene pa koefficienterne a, b og ¢ samt diskriminanten d for de andengrads-
polynomier, som har graferne nedenfor. Hjeelp: Se eksempel 2.15.

(a) (b) (c)
A A A
\ [ ,
\ / "
\ /
/ \ / \
\ N / \ .
\ [T 1™
/ \
[ \ [ \
\ / | \ [ \
[ \
| \
| \
(d) (e) (f)
\A I A A
\ /
\ /
\ /
/ \
\ /IR \ 7/
\ JAd
/ \
\ / / \
\ /
[ \[ 7 "
/ \
(g) (h) (i)
A A A /
\
/
\ /
\ /
» \ / »
AT TN
)4 N \ )
\ N /
> N/
/
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Opgave 211

Benyt s@tning 2.10 til at bestemme losningerne til nedenstdende andengradsligninger.

a) x*’+7=0 b) 3x?+5x-2=0 ¢) 4x*—4x+1=0 d) x*-3x-28=0

Opgave 212
Los nedenstdende andengradsligninger manuelt. Du skal eventuelt forst omskrive.
a) 2x-1>=0,81 b) 2x—§: 7 ¢ 4x*+7x=2 d) x= 8

X x+7

Opgave 213

Los manuelt nedenstdende andengradsuligheder. Se evt. eksempel 2.14.

a) x>=2x-3>0 b) x*+2x-20<0 c¢) —x*-3<0

Opgave 214

Givet andengradspolynomiet f(x)=-0,5x>+b-x+16, hvor b er en ukendt parameter
(tal), samt den lineaere funktion g(x)=-2x+3,5. Det oplyses, at grafen for f skaerer x-
aksen i blandt andet x =4 . Du ma gerne bruge CAS-verktej her.

a) Bestem parameteren b.
b) Bestem skaringspunkterne mellem graferne for fog g.

Opgave 215
Givet f(x)=0,5x" —2x+7 og g(x)=0,6x +12 . Benyt et CAS-verktej i denne opgave.

a) Tegn graferne for andengradspolynomiet og den line@re funktion i samme koordinat-
system. Velg selv et passende vindue.

b) Beregn koordinaterne til skaringspunkterne mellem de to grafer. Stemmer de med
det, du kan aflese i1 koordinatsystemet?

Opgave 216

Nedenstaende uathangige opgaver er parameter-opgaver, hvor du skal bestemme para-
meteren, for at noget bestemt er opfyldt. Teenk pa saetning 2.10.

a) Lad 2x* —2x+c¢=0 vare en andengradsligning, hvor ¢ er en parameter. Bestem ¢
saledes, at andengradsligningen har netop én lgsning.

b) Lad x* —4x+c =0 vare en andengradsligning, hvor ¢ er en parameter. Hvad skal ¢
opfylde, for at andengradsligningen har netop to lesninger?

¢) Lad 2x*+bx+8=0 vare en andengradsligning, hvor b er en parameter. Bestem de
vardier af b, som betyder, at andengradsligningen har netop én lesning.
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Opgave 217*

Los folgende fjerdegradsligning manuelt: 4x* —45x* +81=0.

Hjeelp: Da leddene af forste og tredje grad er fraveerende, kan man lgse ligningen ved
hjelp af formlen for losningerne til en andengradsligning: Substituer forst # = x* i lignin-
gen og los den andengradsligning i ¢, der opstar. Nér du har bestemt #-lgsningerne, skal

du tilbage til x-lesningerne! Du ma godt bruge en simpel lommeregner til at handtere de
ikke helt sma tal.

2.3 Faktorisering af andengradspolynomier

Opgave 218* (Bevis for faktorisering af andengradspolynomium)

I denne opgave skal du forsgge at bevise s@tningen om faktorisering af andengradspoly-
nomier fra setning 2.17.

a) Eftervis,at a-(x—x)(x—x,) = a-(x2 —(x; +x,)-x+x ~x2)

I det folgende skal du udnytte udtrykkene for redderne til andengradspolynomiet fra sat-

ning 2.10 for tilfeldet d >0:
—b+-Jd —b—Jd
= A Xy=——
2a 2a
Husk at formlerne egentligt ogsa gaelder for tilfeeldet d = 0. Her vil de to redder blot give
det samme (dobbeltrod).

X

b) Indset udtrykkene for x; og x, iudtrykket x, +x, og vis, at det reducerer til —b/a.
¢) Indset udtrykkene for x; og x, iudtrykket x, -x, og vis, at det reducerer til c/a.

d) Indszt endelig de reducerede udtryk for x, +x, og x, -x, 1hejresiden 1 ligningen fra
sporgsmal a) og vis, at det giver ax® +bx +c, hvorefter seetningen vil vare bevist.

Opgave 219

Bestem manuelt redderne i nedenstdende andengradspolynomier og benyt dem til at fak-
torisere andengradspolynomierne, jf. seetning 2.17.

a) p(x)=2x>-11x+15 b) p(x)=x"—6x-7
¢) px)=x*—6x+9 d) px)=-2x"-11x+6
Opgave 220
2
Betragt udtrykket 2¢ +9x=35 , X#==5.
2x+10

Benyt teknikken fra eksempel 2.18 til manuelt at faktorisere taeller og nevner i broken.
Reducer herefter braken.
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Opgave 221

Benyt dit CAS-varktej til at faktorisere nedenstdende andengradspolynomier. Typisk
skal du lede efter et verktoj, som kan hedde noget i retningen af Factor.

a) p(x)=x"+9x-52 b) p(x)=3x*-31x+10
¢) p(x)=x*-Tx-294 d) p(x)=-x*+10x-25
Opgave 222

Andengradspolynomierne pa venstre side i ligningerne nedenfor er allerede faktoriseret.
Benyt nulreglen til manuelt at lose ligningerne.

a) (x=2)-(x+5)=0 b) 4-(x=1)-(x=1)=0
b) (Bx—6)-(x—8)=0 d) Gx-1)-2x+5)=0

2.4 Det generelle polynomium af n'te grad

Opgave 223 (Polynomiets division)

Det oplyses, at 2 er rod i polynomiet p(x)=2x> —3x> —5x+6 fra (10) side 51. Vi skal
se, hvordan man med proceduren kaldet polynomiets division kan dividere x minus roden,
altsd (x—2), op i polynomiet — med henblik pa at faktorisere.

Trin 1 203 -5x+6 : (x=2) = 2%
2x°—4x*

X=5x+6

Trin 2 -3 =5x+6 : (x=2) = 2X°+x
2x°—4x*

X=5x+6

X —2x
—3x+6

Trin 3 -3x°=5x+6 : (x=2) = 2x°+x-3
2x’—4x’

X=5x+6

=
—3x+6
—3x+6
0
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I trin 1 kigger vi pd, hvor mange gange hojeste-gradsleddet i (x—2) gér op 1 hejeste-
gradsleddet i polynomiet 2x° —3x> —5x+6. Som vist med redt giver det regnestykket
2x° / x =2x”. Hojeste-gradsleddet i resultatet er altsd 2x”. Derefter ganger man (x —2)
med 2x?: 2x%-(x—2) = 2x° —4x?. Dette treekkes fra det oprindelige polynomium og gi-
ver resten x> —5x+ 6. Vi gar til trin 2, hvor proceduren fortsztter: Hojeste-gradsleddet i
(x—2) divideres op i hejeste-gradsleddet i x* —5x+6, som giver x” / x=x. Det naeste
led i resultatet er altsd x. Det ganger man med (x—2) og far x-(x—2)= x> —2x.Nar det
traekkes fra resten fra forrige trin, altsd x* —5x+6, fis —3x+6. I trin 3 gentager tingene
sig: Hojeste-gradsleddet i (x—2) divideres op 1 hojeste-gradsleddet i —3x + 6. Det giver
—3x/x =-3. Det ganger man med (x—2) og far —3-(x—2)=-3x+6. Néar det treekkes
fra resten fra trin 2, fir man 0. Det er et udtryk for, at divisionen gér op! Vi har vist, at:

2x° =3x* =5x+6 = (x=2)-(2x* +x-3)
Den sidste parentes kan faktoriseres videre, idet det oplyses, at 1 er rod heri.

a) Foretag en division af 2x*+x—3 med (x—1). Hvad giver det?

b) Vis at en total faktorisering af det oprindelige polynomium er folgende:
2x° =3x% =5x+6 = 2-(x=2)-(x=1)-(x+1,5).

Opgave 224

Benyt dit CAS-varktej til at faktorisere nedenstdende polynomier. Typisk skal du lede
efter et veerktej, som kan hedde noget i retningen af Factor.

a) p(x)=2x"—5x*—9x+18 b) px)=x*—x*=31x* +x+30
¢) px)=2x"-12x"+19x* —18x+24 d) px)=x"-12x-16

Opgave 225

Nér forst polynomier er faktoriseret er det ofte nemt at bestemme nulpunkter. Benyt nul-
reglen til manuelt at bestemme nulpunkterne for nedenstdende polynomier.

a) px)=3-(x=2)-(x+11)-(x-1) b) px)=x-2x-3)-(x-9)
©) p(x)=(x—4)-(x+12) d)  p(x)=(*+2)-x*
Opgave 226

Betragt de faktoriserede polynomier i opgave 225. Benyt et CAS-verktej for at gange
parenteserne ud, sa det endelige polynomium er pd formen i definition 2.21. Du skal mu-
ligvis lede efter et veerktoj, som hedder Expand.

Opgave 227

Har polynomiet p(x)=x’ —11x* —24x> +145x* +1021x + 456 . Afgor om polynomiet har
nogen reel rod uden at bruge CAS-varktej.
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2.5 Anvendelser af andengradspolynomier

Opgave 228

Laengden af et maleri pd vaeggen er 20 cm laengere end det er bredt. Maleriet har et areal
pa 2400 cm?. Bestem sidelengderne af maleriet. Hjcelp: Se eksempel 2.26.

Opgave 229

En rektanguler grund har en omkreds pd 96 meter og
et areal p4 560 m?. Bestem grundens sidelangder.

Hjcelp: Betegn grundens l&ngde med x og bredde med  y
v. Udnyt de to oplysninger til at opstille to ligninger
med de ubekendte x og y. Isoler herefter y 1 den ene
ligning og indsaet udtrykket i den anden ligning. Det

skal gerne give en andengradsligning i x.

Opgave 230 Y

Figuren viser en tunnel, hvis indre har et tvaersnit

som en parabel, som er graf for andengradspoly-
nomiet f(x)=-0,32x" +5. Enheden er meter.

a) Bestem bredden af tunnellen ved jorden.

Nogle containere har en kvadratisk endeflade,
og de skal kunne gé igennem tunnelen. > X

b) Hvor stor ma sidelengden i den kvadratiske
endeflade maksimalt vare, for at containeren kan passere igennem tunnellen?

Hjeelp: Kald det stykke den kvadratiske container rager ud fra midten for x. Hvor stor skal
hejden da vare, for at der er tale om et kvadrat? Udnyt herefter forskriften for tunnellens
tvaersnitprofil til at opstille en ligning, og les derefter denne.

Opgave 231

Vi er 1 situationen med et skrét kast fra eksempel 2.24. Boldens starthastighed v, er 15
m/s, elevationen (vinklen) a er 52° og begyndelseshgjden y, er 1,80 m.

a) Bestem koefficienterne 1 det andengradspolynomium, hvis graf beskriver boldens
banekurve.

b) Udregn toppunktet for parablen med henblik pa at afgere, hvor hgjt bolden nar op og
hvor langt fra kastestedet, det sker.

¢) Los en andengradsligning for at kunne bestemme kastelengden.

d) Tegn grafen for kasteparablen. Husk samme skalering pa akserne.
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Opgave 232

I kereskolen lerer man, at standseleengde = reaktionslengde + bremselengde . Hvis der
opstér en pludselig forhindring pa kerebanen, skal man altsa bade tage hensyn til, at bilen
nar at kere et stykke, for man overhovedet nar at reagere, plus at bilen skal have en leengde
at bremse helt ned pa.

a) Redegor for, hvorfor det er rimeligt at benytte folgende formel til bestemmelse af
reaktionslengden: s, =v-t,, hvor v er bilens hastighed, da forhindringen opstod, og
tp er reaktionstiden.

Man kan vise, at s, = 0,0432-v* er en rimelig formel til bestemmelse af bremselengden
for en personbil, som opfylder mindstekravene for bremseevnen. Hastigheden v er her
antaget regnet i m/s og bremselengden i meter (m).

b) Redegor for, hvorfor udtrykket for bremselengden bekrafter lerdommen om, at en
fordobling af hastigheden betyder en firdobling af bremselcengden.

En reaktionstid pd 1 sekund regnes for realistisk, hvis man ikke er trat. Det giver folgende
funktion for standselcengden som funktion af hastigheden v, idet vi underforstar SI-enhe-
derne m og m/s: s(v)=0,0432-v* +1,2-v.

¢) Hvor stor er standselengden ved en hastighed pa 80 km/t = 22,22 m/s?

d) Hvilken hastighed ma bilen hgjst have for at kunne standse indenfor 80 m? Angiv
resultatet bade i m/s og km/t (1 m/s = 3,6 km/t).

Opgave 233 (Det gyldne snit — det gyldne rektangel)

Figur 1 a b

Figur 2 ¢ 1

Givet et rektangel, som ikke er et kvadrat. Hvis man bortskerer et kvadrat, har man til-
bage et nyt rektangel, som vist pa figur 1. Vi kalder det oprindelige rektangel for det store
rektangel og det nye for det /ille rektangel. Det lille rektangel er farvet svagt gult pa figur
1. Det oprindelige store rektangel kaldes gyl/dent, sdfremt forholdet mellem den lange side
og den korte side er ens i begge rektangler.
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a) Redegor for, at betingelsen for at rektanglet er gyldent kan udtrykkes séledes:

a+b _a
a b
Dette forhold kaldes i gvrigt ogsé for det gyldne snits forhold, og man betegner det med
det greeske symbol phi: ¢ = a/b . Vived, at hvis vi dividerer alle storrelser i en figur med
et bestemt tal, sa fas en figur, som er /igedannet med den oprindelige. Dermed er alle

forhold bevaret. Hvis vi "nedkopierer" figur 1 med faktoren b, altsa dividerer alle leengder
med b, s fas figur 2. Figur 2 kan bruges til at bestemme talverdien for det gyldne snit.

b) Vis, ved at iagttage figur 2, at det gyldne snit ¢ opfylder: e+l -2
¢

1
¢) Vis at det gyldne snit opfylder andengradsligningen > —p—1=0.

d) Les andengradsligningen og angiv en talvaerdi for ¢ med 4 decimalers ngjagtighed.

Det gyldne snit har i gvrigt en lang og interessant historie. Noget af den kan du studere i
Tema A i denne e-bog.

Opgave 234 (Induktive underseggelser for parabelegenskaber med GeoGebra)

I denne opgave skal vi bruge den klassiske udgave af software-programmet GeoGebra.
Hvis du ikke allerede har det installeret, kan du hente programmet gratis fra hjemmesiden
https://www.geogebra.org og installere det. Der er tale om et fremragende program til at
foretage geometriske konstruktioner og analysere grafer. Meningen i denne opgave er at
eksperimentere med parabler og derved fa en bedre fornemmelse for nogle af de egen-
skaber, der gaelder for parabler. Til at begynde med pastar vi uden videre, at den parabel,
som er graf for funktionen f(x)=a- x>, har breendpunkt i punktet (O,t) . Herefter folger
de instruktioner, du skal foretage, for du kan begynde eksperimenterne.

1. Skriv a=0.10 i /nput-linjen og tryk Enter.

2. Skriv f(x)=a*x"2 1 Input-linjen og tryk Enter. Herved skulle grafen for andengrads-
polynomiet f(x)=0,10-x* gerne komme til syne.

3. Vealg varktejet Flyt (ikonen er en pil) og trek 1 tegnefladen, s origo kommer til at
befinde sig lidt under midten af den synlige del af tegnefladen.

Velg verktojet Punkt og klik et vilkarligt sted pa tegnefladen for at afsatte et punkt.

5. Hgojreklik pé punktet og vaelg punktet Egenskaber 1 kontekstmenuen for at redigere
punktet. For det forste kan du give det navnet "Braendpunkt". Under definition skri-
ves: (0,1/(4*a)). Tryk pa Enter og luk boksen.

6. Skriv x0=3 1 Input-linjen og tryk Enter.

7. Vealg verktejet Punkt igen og afsat et punkt pd tegnefladen. Herefter skal du ligesom
under punkt 4 @ndre punktets navn til "Grafpunkt" og skrive folgende under
definition: (x0,f(x0)). Tryk derefter p4 Enter og luk boksen.

8. Vi skal have lavet en lodret halvlinje fra grafpunktet og opefter. Begynd derfor med
at oprette et ny punkt, med folgende i definitionsfeltet: (x0,f(x0)+1).
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10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

Velg verktojet Halvlinje. Bemark, at det ligger 1 en undermenu til Linje-vaerktojet
og kan fés frem ved at klikke pé den lille trekant i nederste hgjre hjorne af varktojet
Linje. Nér Halvlinje-vaerktgjet er valgt skal du klikke pa forst punktet kaldet "Graf-
punkt" og derefter pd punktet, skabt under punkt 8. Nu skal du gerne kunne se den
onskede halvlinje.

G4 over 1 Algebra vindue 1 venstre side og klik pa den lille bla bolle til venstre for
punktet 4. Det far det pdgeldende hjelpepunkt til at blive usynligt.

Lav igen en halvlinje, denne gang fra "Grafpunkt" gennem "Brandpunkt".

Vi skal have tegnet en tangent til grafen for figennem grafpunktet: Velg verktojet
Tangenter og klik pd forst grafen for fog derefter pa punktet "Grafpunkt". Hejreklik
derefter pd den fremkomne tangent og vaelg Egenskaber. 1 boksen valges fanen Far-
ve, hvorefter man kan give tangenten farven bla.

Giv grafen farven red, ved at hojreklikke pa den, vaelge Egenskaber og fanen Farve...
Velg verktojet Vinkelret linje og klik derefter pa den bld tangent og derefter pa punk-
tet "Grafpunkt". Nu skulle du gerne kunne se en linje gennem "Grafpunkt", stdende
vinkelret pa tangenten. Farv den orange.

Velg vaerktejet Vinkel og klik pé forst den lodrette sorte halvlinje og derefter pa den
orange vinkelrette linje fra punkt 14. En vinkelangivelse skulle gerne kunne ses. Hvis
den beregne vinkel er dekket til af andre elementer, kan man alternativt se den 1
Algebra vindue til venstre. Hojreklik derefter pa den fremkomne vinkel, velg Egen-
skaber og se under fanen Basis efter Vinkel mellem. Her valger du 0° til 180°.

Velg igen varktejet Vinkel og klik péd ferst halvlinjen gennem braendpunktet og
derefter pa den orange vinkelrette linje fra punkt 14.

¢ parabol2.ggb — o X
Fil Rediger Vis Indstilinger Vaerktej Vindue Hjeelp

[3] A A D OO 4N = 4
» Algebra vindue X |» Tegneblok X

Funktion
® f(x) = 0.1x? g
Halviinje
® g:x=3
® h:-16x-3y=-75
Linje
® i:y=06x-09
® j:-x-0.6y=-3.54
Numerisk

a=01

x0=3
Punkt

A=(3,1.9)
® Brandpunkt = (0, 2.5)
® Grafpunkt=(3,0.9)
Vinkel
® a=30.96°
® p=30.96°

Input:

i

Breendpunkt

Konstruktionen er feerdig. Bemaerk, at du nu med varktejet Flyt kan treekke grafpunktet

"Grafpunkt" langs med grafen og se alle de gvrige elementer flytte sig med. Det er ogsa
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muligt at flytte punktet ved 1 A/gebra vindue at dobbeltklikke pa elementet x0=3 og a&ndre

vardien af x0 fra 3 til en anden verdi. Forseg at besvare folgende sporgsmal:

a)

b)

d)

Kig pa eksempel 2.28 omhandlende anvendelser af parabler og de tredimensionelle
udgaver i form af omdrejningsparaboloider i forbindelse med radioteleskoper og pa-
raboler. Hvad reprasenterer de enkelte elementer 1 vore tegning i relation hertil?
Hvorfor blev du mon bedt om at fa beregnet de to vinkler? Hvad sker der med vink-
lerne 1 forhold til hinanden, nér du bevager grafpunktet? Kig eventuelt i Algebra
vindue for at kunne se vinklerne tydeligt. Hvilken rolle spiller de to vinkler rent fysisk
set? Hvad konkluderer du om breendpunktets rolle?

Du kan ogsa @ndre pé verdien af konstanten a 1 forskriften for andengradspolyno-
miet. Dobbeltklik pa a=0.1 1 Algebra vindue og lad a fa en anden verdi. Hvad betyder
det med hensyn til parablen og dets breendpunkt?

Hvis du 1 Algebra vindue klikker pa den hvide bolle til venstre for a=0.1 bliver bollen
bla og en skyder kommer til syne pa tegnefladen. Med den kan man hurtigt variere
hvor bred parablen er. Hojreklik pa skyderen og veelg Egenskaber. Under fanen Sky-
der kan man for eksempel @ndre det interval skyderen kan @ndre a i. Under Interval
kan du give min vaerdien 0 og maks vaerdien 1. Prov derefter at trekke 1 skyderen.
For en given verdi af a valgt via skyderen, kan man derefter treekke i grafpunktet og
se, hvad der nu sker ...
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3.2 Lidt om sekanter og tangenter

Opgave 301

Givet funktionen f(x)=0,5x> —1,25x. Tangenten til grafen for fi punktet x, =2 onskes
bestemt efter samme fremgangsmade som i eksempel 3.1. Nermere bestemt:

a) Udfyld skemaet nedenfor, hvor Ax =x—x, og Af = f(x)— f(x,) . Duma gerne be-
nytte regneark eller et andet hjelpemiddel til at bestemme vardierne i skemaet.

X f(x) Ax Aof a
6
4
3
2,5
2,2
2,05
2,01
2,001
2,0001

b) Huvilket tal neermer sekanthaldningerne i kolonnen a sig til, tror du? Dette tal er tan-
genthaldningen 1 punktet x, =2.

c) Bestem ligningen for tangenten til grafen i punktet x, =2 . Hjcelp: Husk at du udover
haeldningen skal have et punkt pa linjen.

d) Benyt dit CAS-vearktej til at tegne grafen for f'sdvel som tangenten i samme koordi-
natsystem. Prov derefter at zoome ind pa grafen og tangenten i naerheden af punktet
X, =2 : Ser det virkelig ud til, at tangenten tangerer grafen i det anforte punkt?

NB! I denne opgave skal du ikke forsege at bevise, at din gettede greenseverdi er korrekt,
ligesom det blev gjort i eksempel 3.1. Det er lidt for teknisk her.

3.3 Differentiable funktioner

Opgave 302

Det er indlysende, at differentialkvotienten for en lineer funktion f(x)=a-x+5b vil have
differentialkvotienten a i alle punkter, da tangenten er sammenfaldende med grafen for
funktionen. Brug tretrinsreglen til at vise, at det ogsé forholder sig sddan.

Opgave 303

Lad f(x)=a-x*, hvor a er en konstant. Benyt tretrinsreglen til at bevise, at differential-
kvotienten af /1 punktet x, er ligmed f’(x,)=2ax,. Hjeelp: Kig pa teknikken, der blev
anvendt i1 beviset for s@tning 3.6.
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Opgave 304*
Anvend tretrinsreglen til at give et bevis for s@tning 3.9, dvs. at funktionen f(x)= Jx ,
xXe [O, oo[ er differentiabel for ethvert x; € ]O,oo[ med differentialkvotient
, 1
S'(x) = ) \/g
Hjeelp: Under punkt 2 med reduktion, kan man forlenge breken med Jx +\/£ 1 bade
teller og naevner. Benyt derefter en kvadratsatning.

Opgave 305

Brug tretrinsreglen til at bevise, at en konstant funktion f(x)=k har differentialkvotien-
ten 0 i alle punkter.

Opgave 306
Lad f(x)=x".

a) Benyt setning 3.6 til manuelt at bestemme tangenthaldingen til grafen for f1 punktet
med x-koordinat x, =1.

b) Bestem manuelt ligningen for tangenten til grafen for /1 punktet £ (1, /(1)) . Hjelp:
Benyt (6) i kapitel 3.

Opgave 307
Lad f(x)=+x, x>0.

a) Benyt satning 3.9 til manuelt at bestemme tangenthaldingen til grafen for /1 punktet
med x-koordinat x, =4 .

b) Bestem manuelt ligningen for tangenten til grafen for /i punktet £, (4, f(4)). Hjelp:
Benyt (6) 1 kapitel 3.

c) Benyt dit CAS-vaerktej til at tegne bdde grafen og tangenten fra b). Underseog — evt.
ved at zoome ind, om tangenten virkelig er en tangent til grafen for f'?

Opgave 308

Grafen til funktionen f(x)= Jx haren tangent med heldning 1,8. Bestem x-koordinaten
til reringspunktet med to decimalers nejagtighed.

Opgave 309
Lad f(x)=1/x, x# 0. Opgaven skal lases manuelt.

a) Bestem haldningen til tangenten til grafen for /1 punktet £ (1, /(1)) .
b) Bestem x-koordinaterne til de punkter pa grafen for f, hvor tangenten har haeldningen
0,25. Samme sporgsmal for heldningen —0,25.
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Opgave 310

Figurerne nedenfor viser graferne for nogle funktioner, hvis forskrifter er ukendte. I det
folgende skal du besvare en reekke sporgsmaél grafisk efter samme opskrift som 1 eksempel
3.15. Enten kan du zoome ind og tage et skermbillede for at indsatte grafen i et
matematik-program eller benytte en lineal ...

a) Betragt figur (a). Bestem tangenth@ldningerne 1 de punkter pa grafen, som har x-
koordinater —2 og 5.

b) Betragt figur (b). Bestem tangentheldningerne i de punkter pa grafen, som har x-
koordinater —3 og 4.

c) Betragt figur (c). Bestem tangenthaldningerne i de punkter pd grafen, som har x-
koordinater 1 og 6.

d) Betragt figur (d). Bestem haldningen af grafen i punktet £, (9, f(9)). Bestem desu-
den den eller de x-verdier til punkter pa grafen, hvor tangenten har heldning —2.

(a) 4 (b) "
/
T / 7
o / o
\ £
N 4
\\ ' // / '
5 \\ 9] M ,/_ g 6 t x R N 1 v & t x
T / '
/
© 1 2 (d)
8 N 9 /
7 8 \
\
6 \ 7 \
5 \ 6 4
. \
4 5
\ y
5 ! /
pa S . \
1 T 2
3 / ] v P > X ! i
I ! 0 6 1 M2 > X
II 2 -1 T
I 3 -2
Opgave 311

En tangent til grafen for f(x)=x” er parallel med linjen y =—0.8x +4.5. Bestem manu-
elt koordinaterne til tangentens reringspunkt med grafen.
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Opgave 312* (Weierstrass' funktion)

I afsnit 3.3 blev det omtalt, at den tyske matematiker Karl Weierstrass (1815-1897) op-
dagede en funktion, som er sé "syg", at skent den er kontinuert i ethvert punkt x € R, si
er den ikke differentiabel 1 noget som helst punkt! Eksemplet rystede matematikverdenen.
Funktionen er defineret ved en uendelig raekke (se afsnit 1.6):

W(x)= iak -cos(b* -1 x)

k=1
hvor a er et tal, som opfylder 0 < a <1, mens b er et positivt ulige (helt) tal, som opfylder
at a-b>1+3n. Vinkler skal regnes i radianer, ikke grader! I det folgende skal du bruge
dit CAS-varktej til at tegne grafen for funktionen, eller rettere en tilnermelse til den. Vi
er nemlig nedt til at skeere den uendelige sum af ved NV :

Wy (x) = iak .cos(b* -1 x)

k=1
Velg folgende parametre, som tilfredsstiller kravene: a =0,5 og b =13. Szt for eksem-
pel N til at vere 100. Tegn grafen i intervallet [0,3]. Det kan vere, at du er nedt til at
indstille CAS-varktejet, sa det tegner ekstra mange punkter. Hvad observerer du? Kan
du forklare med ord, hvorfor funktionen mon ikke er differentiabel noget sted, altsa at
grafen ikke har en tangent noget sted?

3.4 Tangentens ligning

Opgave 313

I opgave 303 skulle man vise, at differentialkvotienten til f(x)=a-x* er f'(x)=2ax.
Brug dette resultat samt s@tning 3.16 til manuelt at bestemme en ligning for tangenten til
grafen for funktionen f(x)=0.75-x> i punktet (2, £(2)).

Opgave 314
Lad f(x)=1/x, x# 0. Opgaven skal lases manuelt.

a) Bestem en ligning til tangenten til grafen for /1 punktet £, (1, /(1)) .
b) Bestem en ligning til tangenten til grafen for /1 punktet £, (-0,5; f(=0,5)).
c) Tangenten fra a) skarer x-aksen i et punkt. Hvad er dette punkts koordinater?

Opgave 315
Lad f(x)= Jx , x> 0. Opgaven skal lgses manuelt. Benyt setning 3.16.
Bestem en ligning til tangenten til grafen for /1 punktet £,(9, /(9)).

Opgave 316
Bestem manuelt en ligning for tangenten til grafen for f(x)=x7 i R 1,5; f(L5)).
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Opgave 317

Benyt formlen i s@tning 3.16 samt et CAS-varktej til at beregne en ligning for tangenten
til grafen for hver af nedenstdende funktioner i de angivne punkter. Plot desuden graf og
tangent i samme koordinatsystem i et passende interval.

a) f(x)=0.5-x*. Reringspunkt: R(2,1(2).
b) f(x)=e " +x°. Reringspunkt: P,(1, f(1)).
¢) f(x)=sin (%x + %) . Reringspunkt: By (£, f(£)).

d) x > —1. Reringspunkt: F(5, f(5)).

4x
ey

Opgave 318

Benyt formlen i stning 3.16 samt et CAS-vaerktej til at beregne en ligning for tangenten
til grafen for hver af nedenstdende funktioner i de angivne punkter. Plot desuden graf og
tangent 1 samme koordinatsystem i et passende interval.

a)  f(x)=x’ _2 , x # 0. Reringspunkt: F,(3, f(3)).

X
b) f(x)=x""—-x"* x>0.Roringspunkt: F,(4,5;1(4,5)).
¢) f(x)=x-sin(x). Reringspunkt: P)(3&, f(32)).

d) f(x)=In(x)—x, x>0.Reringspunkt: F, (4, f(4)).

e) f(x)= cos(1 [x? +%) . Reringspunkt: P, (-2,5; f(-2,5)).

Opgave 319

Bestem en ligning for tangenten til grafen for f(x)=sin(x) i £ (2, f(2)). En verdi for
sin(1,9) enskes beregnet (argument underforstéet i radianer). Hvor stor en fejl begér man
ved at indsatte 1,9 i forskriften for tangenten fremfor at indsatte i funktionsforskriften?
Du skal bruge CAS-vearkto;.

Opgave 320

Antag at du skal udregne 1,1"*

, men ikke har nogen regnemaskine til rddighed. Benyt
tangenten til grafen for f(x)=x"* i £ (1, f(1)) til manuelt at bestemme en tilnaermet
veerdi for tallet. Senere vil du vide, at f'(x) =1,25-x%* . Hvor stor en fejl begas der?

Opgave 321

Grafen for funktionen f(x)=1/x,x#0 har to tangenter med heldning —0,81. Bestem
ligningen for hver af dem.
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Opgave 322

Benyt metoden fra eksempel 3.19 til at bestemme den vinkel tangenten til grafen for funk-
tionen f(x)=sin(x) i punktet £ (%, f(3)) danner med x-aksen.

Opgave 323

En tangent til grafen for funktionen f(x)=x* danner en vinkel pa 55° med x-aksen. Den
har endvidere positiv heldning. Bestem koordinaterne til reringspunktet for tangenten.

3.5 Monotoniforhold og lokale ekstrema

Opgave 324
Giv et bevis for pastand b) i setning 3.20, idet du tegner en figur for tilfzeldet, hvor fer
en aftagende funktion — analog til figuren for en voksende funktion givet i beviset for
setning 3.20.

Opgave 325* (Middelvardisaetningen)

Middelvardis@tningen er en s&tning, som kan vare meget nyttig i forbindelse med visse
beviser. Aktuelt kan den bruges i den naste opgave til at bevise s@tning 3.22 fra
hovedteksten. I det felgende gives beviset for en hjelpesatning kaldet Rolles scetning.
Via den ledes leseren igennem et bevis for middelvardisatningen.

Rolles szetning

Lad f'vare en funktion, som er kontinuert i det lukkede interval [a,b], differentiabel
i det tilsvarende abne interval ]a,b[ og som opfylder at f(a)= f(b)=0. Sa findes
deret c€la,b[,sd f'(c)=0.

Bevis: Rent intuitivt virker s@tningen indlysende, nar man kigger pa en figur. Hvis grafen
for f ' har endepunkter pa x-aksen, s& ma der vaere mindst et sted imellem, hvor der er
vandret tangent. I tilfeeldet pd figuren er der endda to mulige valg for c.

A

v
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Vi vil dog alligevel give et formelt bevis. Hvis funktionen er identisk nul i hele det luk-
kede interval [a,b], sa er f'(x) lig med O for alle x €]a,b[. I det tilfeelde kan ethvert
punkt i det abne interval vaelges som c. Hvis f'ikke er konstant lig med 0 i det lukkede
interval, s& bruger vi kontinuiteten af ftil at konkludere, at der mé findes et maksimum
og et minimum for /1 [a,b]. De kan ikke begge vare 0, eftersom fikke er konstant lig
med 0. Det punkt pé x-aksen, hvori der er et maksimum eller et minimum, som er forskel-
lig fra 0, kan bruges som c. Dels er der klart vandret tangent i dette punkt og dels er det
et indre punkt i intervallet. Det sidste folger af, at funktionsverdien er # 0 her, mens
funktionsvardierne i endepunkterne er 0.

Middelvaerdisatningen

Lad f'vere en funktion, som er kontinuert i det lukkede interval [a,b] og differentiabel
i det tilsvarende abne interval ]a,b[. Sé findes der et ¢ €]a,b|, sa

f’(C): f(b;_f(a)
—a

a) Las og forstd indhold og bevis for Rolles s&tning. Genfortel for en anden elev.

Med henblik pd at bevise middelvaerdisetningen: Lad i det folgende g(x) vere den line-
are funktion, hvis graf gér igennem punkterne (a, f(a)) og (b, f(b)) . definer hjelpe-
funktionen A(x)= f(x)—g(x).

b) Vis at hjelpefunktionen / opfylder forudsatningerne i Rolles s@tning.

(NB! Det antages, at laeseren kender se@tningen, som gennemgas i et senere afsnit: At
differensen af to differentiable funktioner ogsa er en differentiabel funktion, og at
differentialkvotienten er differensen af differentialkvotienterne af de to funktioner).

¢) Argumenter for hvorfor der geelder: 4'(x) = f'(x) — M'
—a

d) Udnyt Rolles s&tning pa funktionen 4 til at bevise Middelvardis@tningen.

e) Middelverdisetningen er en generalisering af Rolles satning. Betragt figuren neden-
for. Den er en analogi til figuren herende til Rolles s@tning ovenfor. Prov at forstd
det intuitive indhold af figuren.

A

f(b)

f(a)

v
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Opgave 326*

Bevis s&tning 3.22 punkt a) ved hjelp af Middelvardisaetningen fra opgave 325*.
Hjeelp: Man ved altsd, at fer differentiabel 1 det dbne interval /. Man skal vise, at der for
X, X, €l geelder: x, >x, = f(x,)> f(x;). Lad x; og x, spille rollen af a og b 1 Mid-
delverdisetningen. Overvej tilfeldet, hvor x; og/eller x, er et endepunkt i intervallet og
hvor det antages, at fer kontinuert i det udvidede interval 7 .

Opgave 327
Benyt Middelverdisetningen fra opgave 325* til at vise satning 3.22 c).

Opgave 328

Givet funktionen f(x)=1x’+1x*—6x+2.
a) Bestem monotoniforholdene for .

b) Bestem de lokale ekstrema.

¢) Har funktionen et maksimum og/eller et minimum. Argumentér!
d) Tegn grafen for f.

Opgave 329

Givet funktionen f(x)=1-(e"+e™).
a) Bestem monotoniforholdene for /.
b) Undersog for lokale ekstrema.

¢) Har funktionen et maksimum og/eller et minimum. Argumentér!
d) Tegn grafen for /.

NB! Funktionen kaldes i @vrigt ogsd cosh(x) og udtales "cosinus hyperbolsk".

Opgave 330

3x-2

x* 43

a) Argumenter for, at Dm(f)=R.
b) Bestem monotoniforholdene for /.

Givet funktionen f(x)=

c¢) Bestem de lokale ekstrema.

d) Vis at funktionen har en vandret asymptote (se afsnit 1.7). Hvad er dens ligning?
e) Bestem funktions eventuelle maksima og minima.

f) Tegn grafen for /i et passende interval.

Opgave 331

Forklar hvorfor funktionen f(x)=x’+9x er en voksende funktion.
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Opgave 332
Forklar hvorfor f(x)=1In(x)+3, x €0, er en voksende funktion.

Opgave 333
Givet funktionen f(x)=x"—6x>+12x-5.

a) Bestem monotoniforholdene for /.
b) Har funktionen et maksimum og/eller et minimum. Argumentér!
c) Tegn grafen for f.

Opgave 334
x* -1
x—4

Givet funktionen f(x)=

a) Bestem definitionsmangden.

b) Bestem monotoniforholdene for /. NB! Husk pa fortegnslinjen for f’ at medtage
eventuelle punkter, hvor fikke er defineret!

c) Bestem eventuelle lokale ekstrema.

d) Har funktionen globale ekstrema? Begrund svaret.

e) Tegn grafen for /1 et passende interval.

Opgave 335
Givet funktionen f(x)=x-In(6-2x).

a) Bestem definitionsmangden.
Hjcelp: Husk at "indmaden" i den naturlige logaritme-funktion skal vere positiv!

b) Bestem monotoniforholdene for /. Hjeelp: Husk pa fortegnslinjen for f” at medtage
eventuelle punkter, hvor fikke er defineret!

c) Bestem eventuelle lokale ekstrema.

e) Bestem eventuelle globale ekstrema.

f) Tegn grafen for /i et passende interval.

Opgave 336

Givet funktionen f(x)=4x> —39x” +90x—30. Bestem de lokale ekstrema for /. Bade
stederne og vardierne.

Opgave 337

Bestem monotoniforholdene for funktionen f(x)=—x-sin(x),xe [O, Zn] .
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Opgave 338
a) Bestem maksimum for funktionen f(x)=5- Jx—x,xe [0, oo[ .
b) Funktionen f(x)=1,5"—x,xe[-10,10] har et lokalt ekstremum. Hvilket og hvor?

Opgave 339

Vis at funktionen f(x)= %x3 —x* +4x—6 er en voksende funktion.

Opgave 340

Aflaes definitionsmangde, monotoniintervaller og eventuelle lokale ekstrema for funk-
tionerne med nedenstdende grafer.
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3.6 Funktionsundersogelser

Opgave 341

Lad f(x)=0,05-x-0,3-x* —1,8-x+3. Foretag en funktionsundersogelse af funktionen
1 forhold til de punkter, som er omtalt i afsnit 3.6.

Opgave 342
3
Lad f(x)=x——.
X

Foretag en funktionsundersogelse af funktionen i henhold til de underpunkter, som er
omtalt i afsnit 3.6.



© Erik Vestergaard 209

Opgave 343
Lad f(x)=0,015-x*-0,2-x> +0,57-x*+1,8-x—5. Foretag en funktionsundersogelse af
funktionen i henhold til de underpunkter, som er omtalt i afsnit 3.6.

Opgave 344

Lad f(x)=x"-e™". Foretag en funktionsundersogelse af funktionen i henhold til de
underpunkter, som er omtalt i afsnit 3.6.

Opgave 345

Lad f(x)=sin(x)+sin(2x), x € [O, Zn] . Foretag en funktionsundersegelse af funktionen
1 henhold til de underpunkter, som er omtalt i afsnit 3.6.

Opgave 346
1

2
x°—3x

Lad f(x)=

Foretag en funktionsundersogelse af funktionen i henhold til de underpunkter, som er
omtalt i afsnit 3.6.

Opgave 347

Lad f(x)= x-(4—\/; ), Xe [0, 20]. Foretag en funktionsundersogelse af funktionen i
henhold til de underpunkter, som er omtalt i afsnit 3.6.

Opgave 348

Bestem definitionsmangden for nedenstdende funktioner.
a) f(x)=x"—4x+1 e) f(x)=e"7
b) f(x)=e"+2x+1 ) f(x)=3-x"

¢) f(x)=x-In(x) g f(x)=tan(x)
3 1
d) fx)=2x+—7r h)  fx)=—
x=5 x“+1
Opgave 349
Bestem definitionsmangden for nedenstdende funktioner.
a) fl)=x" ¢ f(x)=145"

b) f(x)zx/;+sin(x) f) f(x)zﬂ/x2_4
©) f(x)=x*-23x+57 g f(x)=In(2x-10)

d) /(x)=sin(x) N )=

x2—5x+6



210 © Erik Vestergaard

Opgave 350

Bestem vaerdimeaengden for hver af nedenstdende funktioner.

a)  f(x)=—-0,2x*+20x+6, x[-2,6]
b) ()=

X2+
©) f(x)=x-(8-x"),xe[-3,4]

,xe[—2,3]

d) f(x)zx/er5+l ,Xx>=5
X

Opgave 351

Lad f(x)=-x"+4x”—3x-5.Bestem ligningen for tangenten til grafen for fi det punkt,
hvor grafen skerer x-aksen.

Opgave 352
Bestem eventuelle lodrette og vandrette asymptoter til hver af funktionerne nedenfor.
2 2
a) f(x)=— e) f(O)=—T
x x-(x+5)
1
b X)=— X)=
)@= D S=—
©) flx)=e" -3 g fl=e
6
d) f(x)=In(x)+3x h)y f(x)=—F7—
X" +2x+1
Opgave 353*
2
Redegor for hvorfor grafen for f(x)= 2 al > er symmetrisk omkring y-aksen.
—X

Opgave 354
Givet funktionen f(x)=-0.25x> +2x.

a) Bestem en ligningen for tangenten til grafen for /1 punktet £y (-1, f(-1)).
Grafen har en anden tangent, som har samme haldning som tangenten fra a).

b) Bestem en ligning for den anden tangent.

Opgave 355

Afles eventuelle (globale) ekstrema for funktionerne, hvis grafer er vist i opgave 340.
Angiv desuden funktionernes vaerdimangder.
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Opgave 356

Bestem de lokale ekstrema (béde steder og verdier) for nedenstdende funktioner. Tegn
ogsé grafen for funktionerne i et passende interval for en ekstra kontrol.

a) f(x)=—x"+x".Hvaderderi x=0?

b) f(x)=cos(x)—1x,xe[0,2n].

¢) f(x)=-x" +Ll'

d f(0)=02x-T7)-e"

Opgave 357
Bestem De lokale ekstrema (bade steder og verdier) for f(x)=0,1x> —0,5x>.

Opgave 358
Lad f(x)=x"-In(x)-1.
a) Bestem en ligning for tangenten til grafen for /1 punktet £,(0,75; f(0,75)).

b) Hvor skerer tangenten x-aksen?
c) Hvilken vinkel danner tangenten i forhold til x-aksen?

Opgave 359

Nedenfor er angivet fortegnslinjerne for f for fire forskellige funktioner. Hvad siger de
hver iser om funktionen m.h.t. monotoniintervaller, lokale ekstrema med mere?

(a) x 3 10
/1) - 0 + 0 -
® 5.7
/1) + 0 - ]
(c) x 2 3 6 11
f@| id - 1 - 0 o+  id
(d) X -1 3 7 10
f(x) i.d. | + 6 + 6 — 6 + !
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Opgave 360 %;

Figuren til hojre forestiller grafen for en funktion. e ¢
Lav en fortegnslinje for /', som svarer til grafen.

»

Angiv desuden monotoniintervallerne og de lo-

kale ekstrema. Er der andet? 4

Opgave 361

Tegn graferne for fire mulige funktioner, som kan have de fortegnslinjer for f”, som kan
ses 1 opgave 359.

3.7 Laer at bruge solve i en mere avanceret kontekst

Opgave 362

Lad f(x)=x".Bestem parameteren a, si y =a-x—4 er en tangent til grafen for 1.

Opgave 363

Lad f(x)= %xz +1. Bestem a, sé linjen y =1,5x+a er en tangent til grafen for /.

Opgave 364

Givet funktionen f(x)=e " +a-x.Bestem a siledes at grafen for funktionen f gér igen-
nem punktet (4,1).

Opgave 365

Lad f(x)=4- Jx —1x. Bestem a, sd linjen y =0.75-x+a er en tangent til grafen for /.
Tegn desuden grafen og tangenten i samme koordinatsystem.

Opgave 366

Givet funktionen f(x)=x"+a-x+15. Det oplyses nu, at f'har et lokalt minimum i punk-
tet x =2 . Bestem parameteren a, og tegn grafen for f for den pdgaldende verdi af a.
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Opgave 367

Lad f(x)=-x"+2x* —x+a.Detoplyses, at funktionen har netop 2 nulpunkter. For hvil-
ke verdier af a har funktionen netop to nulpunkter?

Opgave 368
Givet funktionen f(x)=4/1 +%x2 . En tangent til grafen gar igennem punktet (4,2). Be-
stem en ligning for tangenten.

3.8 Regneregler for differentiation

Opgave 369

Bevis b) og ¢) 1 s@tning 3.41, idet du bruger samme metode, som i beviset for a). Hjcelp:
Omskriv differenskvotienten for den relevante funktion i stil med (17) 1 omtalte bevis.

Opgave 370*

Forsag at give et bevis for kvotientreglen for differentiation i saetning 3.45 idet du tager
ved lere af bevisteknikken fra saetning 3.44 med produktreglen.

Opgave 371

Benyt produktreglen for differentiation i s@tning 3.44 til at vise felgende:

a) (x°)=5-x*

b) (x?)=-2-x"

Hjeelp: Til a): Se eksempel 3.46. Til b): Bemark, at x' = 1/x , hvorfor du kan bruge, at
du kender differentialkvotienten for x™' fra s@tning 3.8 ...

Opgave 372* (Induktionsbevis)

Giv et formelt bevis for s@tning 3.47 for alle n € N, altsd for alle positive heltal. Du skal
udfere et sakaldt induktionsbevis, hvormed menes en metode, hvor man viser, at Avis
setningen gelder for n, sd gaelder den ogsa for n+1. Har man klaret det, sa ved man, at
hvis setningen gelder for én positiv vaerdi af n s gelder den ogsa i tilfeldet, hvor n er
én hgjere. Det krever selvfolgelig, at starten er i orden, dvs. at man forst kan vise (eller
evt. allerede ved), at setningen gaelder for den forste verdi af n dvs. n=1. Altsa brug
metoden antydet i eksempel 3.46, dvs. anvend produktreglen: (x"*')' =(x" -x)' =....

Opgave 373

Benyt s@tning 3.41 om sumreglen, differensreglen og konstantreglen for differentiation
til at udregne folgende differentialkvotienter. Forkort mest muligt.

a) f(x)=x2+l ) 6x+5++/x b) f(x)=10-Vx d) f(x):i
X

X
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Opgave 374

Differentier manuelt folgende funktioner ved brug af produktreglen for differentiation:

a) f(x)=xx b)) f(x)=x*-3)Vx

Opgave 375

Differentier nedenstdende polynomier.

a) f(x)=x>+3x-6 d)  f(x)=—4x’ +10x* —x+7
3 4 3

b) f(x)=x"+1 e) f()=1x" +3x +5x

¢) f(x)=2x"—x>+8x"+5x-1 f)  f(x)=2,6x>-0,7x+2,7

Opgave 376

Differentier manuelt nedenstdende funktioner hvori der indgér negative eksponenter af x.

) f(0=x> b f@=x-x" © f)=-20"+dx" d) f()=1x-1x7

Opgave 377

Differentier nedenstdende polynomier manuelt.

a)  f(x)=—x>+3x ¢)  f(x)=2x—3x>+6x+8
b) f(x)=2x"—x"+7 d) f(x)=x-0,3x
Opgave 378

Benyt differentialregning til manuelt at bestemme toppunktet for nedenstaende anden-
gradspolynomier (jf. eksempel 3.50).

a) p(x)=0,5x>—6x+2 b) p(x)=-x*—4x+10

Opgave 379

Differentier manuelt nedenstdende sammensatte funktioner ved hjelp af saetning 3.51.

a) f(x)=vx’+2x-1 ¢ f(x)= 3

x> +5

b)) f(x)=(4x*=5x+7)’ d)  f(x)=Rx+5)7

Opgave 380

Differentier manuelt funktionen —; bade ved hjelp af reglen om differentiation af

X +6
sammensat funktion og ved hjelp af kvotientreglen. Far du det samme?
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3.9 Differentiation af specielle funktioner

Opgave 381* (Differentiation af invers funktion — og differentialkvotienten af In(x))

I det folgende prasenteres en s@tning, som udtaler sig om, hvordan man differentierer
den inverse funktion til en funktion, der opfylder visse kriterier.

a) Forseg at forstd setningen og eksemplet pa anvendelsen af den — vist nedenfor.

b) Benyt teknikken fra a) til at vise, at (In(x))'=1/x, x >0, idet du udnytter, at den in-
verse til In(x) er e* samtat (e*) =¢".

Satning om differentiation af invers funktion

Lad f'vare en funktion, som er differentiabel og monoton (voksende eller aftagende)
i et abent interval /. Den omvendte funktion /' er da netop differentiabel i de punkter
Yo = f(x,), for hvilket f'(x,)#0, og der gelder:

1
S(xp)

() )=

Vi skal ikke bevise satningen, blot forsege at sandsynliggere den grafisk. Den antages,
at leeseren er bekendt med begrebet invers (omvendt) funktion, som gennemgaet i afsnit
1.5 i kapitel 1. Et klassisk eksempel er f(x)=x”,x>0. Det er en voksende og dermed
monoton funktion. Den inverse findes ved at isolere x i forskriften: y = x* < \/; =x.Da
x= f'(y) har vi forskriften f'(y)= \/; . Definitionsmangden for den inverse funk-
tion er lig med definitionsmangden for den oprindelige: Dm(f™")=Vm(f)= ]O,oo[ .

y

A

8

\ \_\ ) /
J)=x //
/|

~

Yo=4-4
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Hvis vi vil have differentialkvotienten for den inverse funktion /™' iet yeVm(f), sa
bestemmes x = /(). Derefter beregnes f’(x), og den reciprokke vaerdi heraf udreg-
nes. I vores eksempel haves f'(x) =2x.

Ny Lo L _ 1
(fﬂﬁ—ﬂﬂ e

hvor vi 1 sidste skridt er gaet tilbage til den oprindelige variabel y. Bemark, at det ikke
betyder noget, at man efter udledningen ovenfor udskifter y med x, bare det gores bade
pé venstre og hejre side af lighedstegnet: ' (x) = Jx og (f)(x)= 1/ (2-\/;). Hvad
den variable kaldes er ligegyldig!

Rent grafisk ser vi, at haldningen af tangenten til grafen for £ i4 er lig med den reci-
prokke vardi af haldningen af tangenten til grafen for fi f~'(4) =2 . Begge tangenter er
indtegnet pa figuren. Bemark at der er symmetri omkring diagonalen y =x.

Opgave 382

Benyt produktreglen til at bestemme differentialkvotienterne til funktionerne nedenfor:
a)  f(x)=2x-cos(x) b) f(x)=3x>-¢€" c) f(x)=sin(x)-cos(x)

d) f(x)=x-In(x) e) f(x)=Qx-1)-¢" f) f(x)=e>-sin(x)

Opgave 383
Benyt kvotientreglen til at bestemme differentialkvotienterne til funktionerne nedenfor:

3x X X’
a X)=—— b X)= C X)=

) S - | ) f(x) (o) ) Sf() s
1 cos(x)—1 e —x
O W= o f@=T gy =S
sin(x) sin(x) X

Opgave 384

Benyt reglen for differentiation af sammensat funktion til at bestemme differentialkvo-
tienterne til funktionerne nedenfor:

a)  f(x)=+2x+3 b) f(x)=4x’-2x* -1 ¢) f(x)=cos(x?)
d) f(x)=In(x") ) f(x)=tan(x—Z ) f)=e"

Opgave 385*
For manuelt at bestemme differentialkvotienten til nedenstdende funktioner skal du bruge
mindst to differentiationsregler.

a) f(x)=xAx’-4 b)) f(x)=x-e ¢ f(x)=x-cos(4x)
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Opgave 386

Bestem differentialkvotienten til funktionen f(x) = (sin(x))* pa to mader: dels ved hjzlp
af produktreglen, dels ved hjelp af reglen for differentiation af sammensat funktion.

Opgave 387

Bestem differentialkvotienten for funktionen f(x)=2x" x pa to mader, ligesom 1 ek-
sempel 3.62. Féar du det samme ved de to metoder?

Opgave 388

Blandede opgaver. Bestem manuelt differentialkvotienterne til nedenstdende funktioner
ved brug af regnereglerne fra afsnit 3.8 og viden om differentialkvotienterne for standard-
funktionerne fra dette afsnit 3.9 samt forrige afsnit.

a)  f(x)=x"—12x*-3x+7 b) f(x)=x-é€ ¢) f(x)=x*-sin(x)
d)  f(x)=10x" +In(x) e) f(x)=In(x’-x) ) f(x)=5x+15x-1
8 J(x)=x'~2-cos(x) b S ) fn=t

0 S@)=vx-2* K f)=x" D f)=e(1-x)
m) f(x)=x>" n) f(x)=2,15" 0) f(x)=In(5x+5)
P (=" ) fx)=x-e” B f(x)=5exp(-5x)
Opgave 389

Bestem manuelt differentialkvotienterne for flg. funktioner i de angivne punkter:
a) f(x)=2x".Bestem f'(3). b) f(x)=x"-2x"+1.Bestem f'(2).

¢) f(x)=+/x.Bestem f'(4). d) f(x) =% .Bestem f'(-2).

¢) f(x)=x-e".Bestem f'(0). ) f(x)=cos(x).Bestem f'(3).

g)  f(x)=¢*.Bestem f(0). h) f(x)=2x++/x.Bestem f'(1).

Opgave 390

Bestem med CAS-varktej en ligning for tangenten til grafen for den angivne funktion i
det angivne punkt pa grafen.

a)  f(x)=In(x*-1), B (2, f(2)). Angiv med tre decimalers nejagtighed.

b) f(x)=vx*+4, R (1, f(1)). Angiv med tre decimalers nojagtighed.
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Opgave 391* (En funktion, som er differentiabel, men ikke kontinuert differentiabel)

x? -sin (lj for x#0

Betragt funktionen f(x) = X

0 for x=0

Bemark, at gaffelforskriften er nedvendig, hvis man ensker 0 med i definitionsmangden.

Funktionen er klart differentiabel 1 alle punkter forskellig fra 0. Spergsmalet er, om den
ogsé er differentiabel 1 x, =0.

a) Visat funktionen faktisk er differentiabel i x, = 0 med differentialkvotient f'(0)=0.
Hjeelp: Opskriv et udtryk for differenskvotienten i x;, =0 og vis, at den har en gren-
sevaerdi for Ax — 0, altsa for x > 0.

b) Vis,at f' ikke er kontinuert i x, = 0. Hjeelp: Benyt produktreglen for differentiation
pa den everste komponent 1 gaffelforskriften og vis, at den gar imod oo for x - 0.

c) Benyt et CAS-vaerktej til at plotte grafen i omradet —0,4 <x<0,4 0og—-0,1<y<0,1.
Serg for ens skalering pa akserne. Méske skal du bede dit CAS-varktej om at regne
med ekstra mange punkter. Prov at forstd de teoretiske resultater fra a) og b) grafisk.
NB! Bemark, at grafen har indhyllingskurverne givet ved graferne for x* og —x°.

3.10 Anvendelser af differentialregning

Opgave 392

En container i form af en rektangular kasse skal have et rumhfang pa 12 m?, og langden
skal veere 1,5 gange sa lang som bredden. Bestem de optimale dimensioner pé kassen, sa
overfladearealet bliver mindst muligt.

Hjeelp: Kald bredden for x. Hvad er s& lengden? Hojden betegnes 4. Udtryk hejden ved
hjeelp af x, idet oplysningen om rumfanget udnyttes. Bestem et udtryk for overfladerealet
af kassen og udnyt sammenheaengen mellem % og x til at lave en overfladefunktion, som
kun athenger af x, dvs. en funktion Over(x) . Bestem mindsteverdien for denne funktion.
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Opgave 393

Gardmand Jacobsen ensker at lave et honsehus. Det skal vare rektangulaert, og vaeggen
pé hans lade skal fungere som den ene side. Han har i alt 24 meter hegn at gore godt med
og skal fa det bedste ud af det. Han vil gerne have et sé stort areal til honsene som muligt.
Besvar nedenstédende delspergsmal med henblik pa at bestemme de optimale dimensioner
for hensegérden.

Kald siderne i rektanglet for henholdsvis x og y, som angivet pa figuren. hegn

a) Sammenhang mellem x og y.

Brug oplysningen om hegnets leengde til at opstille en ligning. Den-
ne binding kan bruges til at bestemme y som funktion af x.

b) Areal som funktion af x.

Opskriv et udtryk for arealet at honsegdrden udtrykt ved x og y. Be-
nyt derefter sammenhangen mellem x og y fra delspergsmal a) til ~ V*8
at finde et udtryk for arealet, hvor kun den variable x indgér. Det giver en funktion,

som vi kan kalde A(x).
c) Bestem definitionsmangden for arealfunktionen 4.

d) Maksimum for funktionen A(x).

Brug differentialregning til at bestemme storsteverdien for A4(x). Bestem det x, for
hvilket arealet bliver storst muligt. Hvor stort er dette areal? Angiv de optimale di-
mensioner for hegnet.

Opgave 394

Der skal produceres en cylinderformet beholder med bund, men uden lag. Rumfanget skal
vaere pa 2000 cm?. Bestem det optimale valg af radius og hajde for beholderen siledes,
at overfladearealet af bunden og den krumme overflade samlet set er mindst muligt.

Hjeelp: Se eksempel 365. Denne gang er der bare ikke noget 14g pa!
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Opgave 395

Karen gnsker at lave en kasse af et stykke karton i A4 format. Fire ens kvadrater i arkets
hjerner skares vaek, hvorefter kanterne foldes op. Betegn sideleengden 1 kvadraterne med

den variable x.
29,7cm

A
\4

21,0cm

a) Vis at kassens volumen udtrykt ved x er lig med V'(x)=(21,0—2x)-(29,7—-2x)-x.

b) Hvad er definitionsmangden for volumen-funktionen?

¢) Bestem den vardi for x, for hvilket kassen opnér det storste rumfang. Hvor stort er
dette rumfang?

Opgave 396*
En linje, der har negativ heldning og som passerer igennem punktet (3,2), vil sammen
med x-aksen og y-aksen afskere en trekant. Dette er vist for den sorte linje nedenfor. Men
der er mange andre linjer, som opfylder de to betingelser. Vi y

kan entydigt karakterisere en linje ved dens skearingspunkt ¢
med x-aksen. Vi kalder skeringspunktet for (z,0). Spergsma-
let er, hvilken eller hvilke linjer, som giver anledning til det
mindste trekant-areal?

a) Vis at den linje, der skaerer x-aksen i (¢,0) og gar igen- 52)
nem (3,2), har folgende ligning: > x
2 2t !
y=———x+—— ,hvor¢>3
-3 t-3
2

b) Vis at arealet af trekanten for den linje, der skerer x-aksen i (¢,0), er givet ved Y

c) Betragt arealet som en funktion af ¢ og foretag en funktionsundersegelse med henblik
pa at bestemme den verdi for 7, som giver det mindste areal.

Opgave 397* (Hurtigste lob — brydningsformlen)

I en konkurrence gelder det om at lebe hurtigst fra 4 til B. Den forste del af labet foregar
pa asfalt, hvor leberen kan opretholde en fart pa 7 m/s. Derefter gar det over til lob i sand,
hvor hastigheden kun er 4 m/s. Spergsmalet er, hvilken vej, det er mest fordelagtigt at
lobe fra A4 til B. Det gaelder om at finde det punkt C pd overgangen mellem asfalt og sand,
hvor det er bedst at passere. I hver af medierne er det derefter bedst at veelge den lige vej
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(overvej hvorfor!). Vi kalder 1. koordinaten for punktet C for x. De ovrige mal fremgar
af figuren nedenfor. Tiden er som bekendt givet ved straekningen divideret med hastighe-
den, og strekningen findes ved hjlp af Pythagoras' setning.

v

Sand
Hastighed: v, =4 m/s

a) Argumentér for hvorfor tiden det tager at gennemlgbe 4 — B — C er givet ved fol-
gende udtryk i1 den variable x, idet SI-enheder er underforstaet:

_NPes0’ J(100-x)> +70°
- 7

4

T(x)

b) Benyt differentialregning til at bestemme den verdi af x, som giver anledning til den
korteste passagetid (0 <x <100).

c) Lad x,, vere den vaerdi for x, som blev bestemt i delspergsmal b). For denne verdi
af x onskes vinklerne i og b pa figuren bestemt.

d) Med de fundne verdier for vinklerne i og b fra spergsmal c): Vis at felgende formel
er opfyldt, hvor v, er hastigheden i medium 1, og v, er hastigheden i medium 2:

sin(f)) _ v
sin(b) v,

NB! Maske minder formlen fra d) dig om brydningsformlen fra fysik? I sé fald er du pa
rette spor. Man kan nemlig vise, at den made lyset bryder fra et medium til et andet, fx
fra luft til glas, netop er den, som giver anledning til den hurtigste passagetid!

Opgave 398 (Usain Bolts verdensrekordlab)

Vi skal i denne opgave analysere det 100 meterleb, hvor Usain Bolt den 16. august 2009
satte verdensrekord. Tabellen pa naeste side indeholder en reekke data fra lebet i form af
sammenherende verdier af tid og tilbagelagt afstand.



222 © Erik Vestergaard

Tid (s) 0,16 | 0,36 | 0,71 | 0,99 | 1,22 | 1,71 | 2,13 | 2,60 | 3,06 | 3,51 | 3,95 | 4,53

Afstand (m) | 0,06 | 0,63 | 2,28 | 3,84 | 5,21 | 8,66 |12,37|17,22|21,96 26,85 | 31,81 | 38,80

Tid (s) 5,10 | 5,59 | 6,09 | 6,57 | 7,10 | 7,52 | 8,03 | 831 | 877 | 9,10 | 9,58

Afstand (m) | 45,58 | 51,52 | 57,58 | 63,46 | 69,88 | 75,06 | 81,34 | 84,76 | 90,24 | 94,22 | 100

a) Foretag i stil med hvad der blev gjort i eksempel 3.70 et fit med et fjerdegradspoly-
nomium. Bestem forskriften for dette regressionspolynomium. Afbild punkter og po-
lynomium i samme koordinatsystem. Hvor godt er fittet?

b) Bestem en forskrift for hastighedsfunktionen v(¢) = s'(¢) og tegn en graf for den.

¢) Bestem verdier for hastighederne til tidspunkterne 0,50 s og 7.00 s.

Grafen fra b) viser, at Usain Bolt omkring midtvejs opndr en lokal tophastighed,
hvorefter hastigheden aftager lidt for til slut at vokse igen.

d) Bestem tidspunktet for, hvornar den lokale tophastighed opnas. Hvor langt er han da
kommet? Hvad kan du sige om accelerationen til dette tidspunkt?

e) Bestem hastigheden lige, da han passerer 100 meter-maerket.

Opgave 399 (Influenza-epidemi)

Den logistiske vaekst (50) fra kapitel 3 kan under visse foruds@tninger benyttes som en
rimelig model til at beskrive udviklingen af antal sygdomsramte ved en influenza-epidemi
i en landsby. Det antages, at sygdommen ikke er dedelig. Det oplyses, at der i en by med
5000 indbyggere til tiden 0 er 1 person med influenza. Efter 5 dage er der i alt 6 influenza-
ramte.

a) Vis at antal influenza-ramte kan beskrives ved folgende funktion:

~ 5000
144999 ¢ 033855

N(2)
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b)

©)
d)

e)

g)

hvor ¢ er tiden regnet i dage og N(#) angiver antal influenza-ramte. Hjeelp: Udnyt at
antal influenza-ramte ma konvergere mod 5000, nar tiden gar imod uendelig — dvs.
at alle i byen for eller senere vil blive ramt. M er med andre ord 5000. Udnyt derneest
de to andre oplysninger til at bestemme de to evrige konstanter ¢ og a 1 den logistiske
vaekst 1 (50) fra kapitel 3.

Benyt forskriften fra a) til at bestemme antal influenza-ramte efter 30 dage.

Hvornér er 4000 indbyggere i byen ramt af influenza?

Bestem den hastighed, hvormed folk smittes til tidspunktet 20 dage.

Bestem det tidspunkt, hvor indbyggere smittes hurtigst.

Tegn grafen for N(¢) iintervallet 0 <7<50.

Overvej hvilke forudsatninger der mon ligger til grund for modellen? Hvad kan for
eksempel forhindre at modellen holder stik? Prov desuden at give et bud pé, hvorfor
det er rimeligt, at grafen fra f) ser ud som den gor. Tenk pd smittespredningen ...

Opgave 3100 (Newtons atkelingslov)

Newtons afkolingslov siger, at temperaturen af en vaske i en beholder vil aftage med en
hastighed, som er proportional med vaskens temperaturforskel i forhold til omgivelserne.
Man kan vise, at det giver anledning til, at temperaturen aftager som en forskudt ekspo-
nentiel funktion af tiden. I et konkret tilfaelde har vi en kop kaffe, hvor kaffens temperatur

udvikler sig pa folgende made:

T(t) = 54,6-¢ %" +23,3

hvor ¢ er tiden regnet 1 minutter og funktionsverdien er temperaturen 1 °C.

Hvilken hastighed falder kaffens temperatur med til tidspunkterne henholdvis 5 min.
og 40 min.? Tegn desuden en graf for temperaturen som funktion af tiden.

Hvornar er den hastighed, hvormed kaffens temperaturen aftager, faldet til 1°C/min?
Hvad sker der med funktionen, ndr ¢ — oo ? Stemmer det med virkeligheden?



224 © Erik Vestergaard

Opgave 3101* (Logistisk vakst teoretisk set)

I eksempel 3.71 omhandlende logistisk vaekst blev det pastéet, at vaeksten er storst til det
tidspunkt ¢, , hvor N(t, . )=3M ,jf. (53)ikapitel 3. Eftervis det. Vis desuden, at denne
maksimale hastighed er givet ved N'(¢ L.ym?a.

max

max) -

Hjeelp: Du kan bruge dit CAS-varktej til at regne med bogstaver. Tidspunktet du seger
efter er der, hvor N"(¢) =0 (hvorfor mon?). Udnyt dette til at finde tidspunktet.

Opgave 3102 (Tryk i atmosfaeren)

Som bekendt aftager trykket p, nar man bevae-
ger sig opad i atmosfzren. I Tropossfzeren, som
er den nederste del af atmosfaeren, har man den-
ne model for trykkets variation med hejden:
p(h) = py-exp Hé—ihj
hvor g er tyngdeaccelerationen 9,82 m/s?, T, er
standardtemperaturen ved havniveau: 288,15
K, R er gaskonstanten 9,3145 J/(mol'K) og p,
er almindeligt tryk ved havniveau: 101325 Pa,
som er det samme som 1 atm. Hejden / regnes

1 meter (m), og M er molarmassen for atmosfz-
risk(ter) luft: 0,02896 kg/mol. Trykket p fas i
Pascal (Pa). Her skal det tilfojes, at der gaelder:
1 atm = 101325 Pa.

a) Bestem den hastighed, hvormed trykket af-
tager med hejden 1 hejden 10 m. Samme
sporgsmal i hgjden 6000 m. Giv desuden en sproglig fortolkning af vaerdierne.

b) Funktionen p(4) er en eksponentielt aftagende funktion. Bestem halveringskonstan-
ten for funktionen. Hvad forteller den? Tegn desuden grafen for funktionen i omradet
0<h <12000. Tropossferen pa vores breddegrad har en tykkelse pa 12 km.

¢) Hvor lavt er trykket ifelge modellen pé toppen af Mount Everest (hgjde: 8848 m)?

Opgave 3103

Der er andre modeller i1 biologi end den logistiske (50) fra kapitel 3, ogsé kaldet for den
logistiske veekst med 3 parametre. Der findes ogsa udgaver af den logistiske vackst med
4 og 5 frie parametre. Derudover er der Gompertz model. Sidstnavnte studeres blandt
andet i forbindelse med vaksten af Cerastium Diffusum L. (Caryophyllaceae) i artiklen:

How to fit nonlinear plant growth models and calculate growth rates: an update for eco-
logists, af C. E. Timothy Paine, Toby R. Marthews m. fl., Methods in Ecology and Evo-
lution 2012, 3, 245-256.

Omtalte plante er 1 ovrigt fra Nellike-familien.
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Gompertz-modellen har ligeledes tre parametre og ser saledes ud:
G(t)=a-exp(=b-exp(—c-t))

Det viser sig, at modellen er en rimelig god model for udviklingen af biomassen (maélt i
gram) for ovennavnte plante som funktion af tiden # malt i dage. Lad parametrene vare
givetved a=6,6; b=9,0; ¢c=0,0305.

a) Hvor stor er vaeksthastigheden i biomasse efter 100 dage? Samme sporgsmal til tids-
punktet 150 dage?

b) Bestem det tidspunkt, hvor biomassen vokser hurtigst. Kald tidspunktet ¢ .

¢) Hvad vil biomassen nerme sig til, nar tiden gdr mod uendelig?

d) Hvor stor er biomassen af planten til tidspunktet ¢ og hvor stor en procentdel

max

udger den af grense-biomassen fra delspergsmal c).

NB! Bemerk, at havde det vaeret den logistiske vaeekst med 3 parametre, ville svaret
have varet 50%, jf. (53) fra kapitel 3.

Opgave 3103
Med hvilken hastighed vokser volumenet af en kugle som funktion af radius?
4,

3
Svaret athenger abenlyst af . Hvad er svaret 1 tal-vardier, hvis radius er 1 m og hvis

Hjeelp: Husk at rumfanget af en kugle er givet ved formlen ¥ =2-x-7*, hvor r er radius.

radius er 10 m?
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Oversigt i differentialregning

Nedenfor en oversigt over regneregler i differentialregning. Det er her forudsat, at fog g
er differentiable funktioner, og at k er en konstant. I nogle af formlerne er der ekstra for-
uds@tninger, men vi forbigar dem her, da det kun er en oversigt. De ekstra betingelser er
ofte selvindlysende. Se evt. 1 hovedteksten.

Navn Regneregler i differentialregning
Sumregel (f+g) () = f(0)+g'(x)
Differensregel (f-8) () = [(0)-g'(x)
Konstantregel (k-f) (x) = k-f'(%)

Produktregel (f-g) () = f'(x)-g(x)+ f(x)-g'(x)

Kvotientregel

S S0 g - () g
(X) - 2
g (g(x))

Differentiation af ( fog)’ ) = f(2g(x)-g'(x)

sammensat funktion

Tabel over differentialkvotienter for elementare funktioner:

f(x) S'(x) S () J'(x)
k 0 e’ e’
X 1 ek ket~
x? 2x a* In(a)-a”
a-x+b a 1
In(x) -
a a—1 X
X a-x
: sin(x) cos(x)
=x? = Ly
Jx=x 2.4 ° cos(x) —sin(x)
_ 1 - 1
— = x! B 2 _
X x? tan(x) tan” (x) +1 cosz(x)
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