Gravitationsfeltet

Den store britiske fysiker Isaac Newton opdagede i 1600-tallet massetiltraekningsloven,
som siger, at to masser m og M 1 den indbyrdes afstand » pavirker hinanden med en
kraft af folgende storrelse, hvor G er gravitationskonstanten:

m-M

2
r

(1) F=G

Nér der er tale om to masser med en udstraekning, er situationen den samme, som hvis
massen af hver af de to objekters masse var koncentreret i det pdgaeldende objekts tyng-
depunkt. Pé figuren nedenfor ses et meteor, som kommer ind i Jordens tyngdefelt og har
retning direkte mod Jordens centrum.

Lad os beregne et udtryk for det arbejde, som gravitationskraften udferer pd meteoret,
ndr meteoret bevager sig fra en afstand 7 til en afstand », fra Jordens centrum. Vi har
tidligere lert, at det arbejde, som en kraft udferer pa et legeme er lig med F-s-cos(0),
hvor F er kraftens sterrelse, s er den tilbagelagte strekning og 6 er vinklen imellem
“kraft og vej”. Her er kraft og vej ensrettede, dvs. vinklen 0 er 0, hvorved arbejdet blot
er F'-s. Der er imidlertid en komplikation: Kraften er ikke den samme hele vejen;
faktisk bliver den sterre og sterre jo nermere meteoret kommer Jorden. Derfor er man
nedt til at dele problemet op i sméa vejstykker, hvor kraften kan regnes ca. konstant.

(2) Agravitation ~ Z F; ’ (—Al’;) == Z F; ’ A’;

Bemark, at vi her har placeret et minus foran Ar,. Det er fordi  regnes positiv udefter,
og for at vejlengden bliver positiv ma der anbringes et minus foran! Lader man laeng-
den af de smé vejleengder g& mod 0, sa fir man et integral, og sjovt nok ender man med
et eksakt udtryk for gravitationskraftens arbejde.

3) 4

gravitation

= —]% F(r)-dr
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hvor det 1 integranden er fremhavet at kraften er en kraft, som athenger af afstanden r
til Jordens centrum. I det folgende indsztter vi udtrykket for gravitationskraften (1) i
integralet (3):

Agravitation = _I F(I’)dr
7 M
= —_[ G- = —-dr
" r
VZ 1
= —G'I’I’Z'M' —z.dr

= —G-m-M'j- r2dr

® B 2+17]"
— 12+
= —G'I’I’Z'M'_ml" ]rl
= —G.m.M.__r71:|r2
_ | ”z
 _GmM. _i+1]
nLon

m-M m-M
=—-|-G- +| -G-
6 h
I det 3. lighedstegn har vi benyttet at gravitationskonstanten G, meteorets masse m og
Jordens masse M er konstanter og derfor kan seattes udenfor integralet. I 4. lighedstegn
omskriver vi breken, sé vi tydeligt kan se, at vi skal integrere en potensfunktion. Vi ved,

a+l

at en potensfunktion x“ har stanfunktionen —=-x“" . Det udnyttes i de naeste linjer.

Ovenfor har vi udregnet et udtryk for kraftens arbejde, nir meteoret bevager sig i en di-
rekte linje mod Jordens centrum fra en afstand # til en afstand 7, fra denne. Man kan
imidlertid vise, at gravitationskraftens arbejde er uafhengig af vejen. Det betyder at
ligegyldig hvilken kurve meteoret beveger sig ad mellem to punkter, sa vil der ikke
vaere nogen forskel i det arbejde gravitationskraften udferer. Betragt figuren pa neeste
side. Péstanden kan virke overraskende, fordi den krumme bane 2 pa figuren er meget
leengere end den korte direkte bane 1. Sagen er imidlertid, at der langs bane 2 vil vaere
en vinkel mellem kraft og vej, som det ogsé er vist pa figuren. Vi har altsa igen fat i
formlen F -s-cos(0), som skal bruges pa hvert lille baneelement. Sa selv om bane 2 er
leengere end bane 1, sd vil de sma bidrag til arbejdet langs bane 2 blive ganget op med
en cosinus-faktor. At det ender med at give pracist det samme totale arbejde er for
sveert til at blive vist her.
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Bane 1 /—\

Bane 2

Definition 1

En kraft, som har den egenskab at kraftens arbejde er uafhengig af vejen kaldes for
en konservativ kraft.

Resultatet 1 udregning (4) samt egenskaben at gravitationskraften er en konservativ kraft
kan fa én til at & den id¢ at indfere en potentiel energi i tyngdefeltet:

Definition 2 (Potentiel energi i Jordens tyngdefelt)

Den potentielle energi for et legeme med massen m, som befinder sig i Jordens tyng-
defelt i afstanden r fra Jordens centrum, defineres ved

m-M
() E=—G-
r
Med denne definition bliver (4) til felgende:
(6) Agravitation =-E pot,2 +E pot,1 = —AE pot

Dermed kan gravitationskraftens arbejde, nér et legeme bevager sig fra et punkt £ til et
punkt P,, altid udregnes ved blot at treekke den potentielle energi i punktet P, fra den
potentielle energi i punktet £, uanset hvilken bane legemet bevager sig ad! Nu galder
ogsé den sdkaldte arbejdsscetning, som siger at den resulterende krafts arbejde er lig
med tilveeksten i kinetisk energi. Vi vil ikke vise den i det generelle tilfelde her. I
tilfeeldet med gravitationskraften, har den folgende udseende:

(7) A =AEy,

gravitation

Ligningerne (6) og (7) viser to udtryk for 4

sravitation - De kan sattes lig med hinanden:



4 © Erik Vestergaard — www.matematikfysik.dk

Vi er nu néet frem til det vi kender valdig godt for det simple tilfeelde nar Jordens over-
flade. Her er som bekendt den mekaniske energi bevaret: %mv2 + mgh = konstant . Men
noget tilsvarende gaelder altsa ogsa i tyngdefeltet, ndr vi er ude i rummet.

Mekanisk energi i tyngdefeltet 3

Den mekaniske energi 1 tyngdefeltet er bevaret, dvs.
m-M

r

9) E

mek

- %.m.VZ_G = konstant

Bemearkning 4

Af udtrykket for den potentielle energi i definition 2 ser vi at den er negativ. Hvis man
lader afstanden gd mod uendelig, ser vi, at den potentielle energi gar mod 0:

m-M

r

- 0 for r>w

(10) E.=-G-

Man kan lidt lest sige, at nulpunktet for den potentielle energi er i det uendeligt fjerne.

Eksempel 5 (Escape-hastigheden)

Et godt eksempel pd brug af den mekaniske energi i tyngdefeltet er til at bestemme den
sakaldte escape-hastighed eller pa dansk undvigelseshastigheden for en raket pa Jorden.
Spergsmalet er hvor stor fart raketten skal have pa fra start for at kunne undslippe Jor-
dens tyngdefelt og i princippet have nok energi til at komme helt ud i det uendelige. I
det uendeligt fjerne er den potentielle energi ifolge bemarkning 4 lig med 0. Det er de-
suden nok, hvis raketten derude har en fart pa 0. Rakettens energi i det uendeligt fjerne
skal altsd vaere mindst 0+0 =0, underforstiet Joule. Derfor skal den mekaniske energi,
da den er besvaret, ogsa vere 0 i det gjeblik, hvor raketten forlader Jordoverfladen. Her
er r = R, Jordens radius. Vi kan opstille folgende ligning:

E

mek

=0 & smVv-G6G— =0 < 5-m-v2:G-—

Indsettes R =6371km, M =5,976-10* kg og G =6,6726-10""' N-m?/kg?, fis fol-
gende vardi for escape-hastigheden: v=11188 m/s. P4 vej ud i rummet vil raketten fa
hejere og hejere potentiel energi og tilsvarende lavere kinetisk energi. Sa farten vil altsa
aftage udefter.
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Den potentielle energi kan opfattes som en slags opsparet energi. Hvis et legeme fra
starten befinder sig i1 ro et sted i Jordens tyngdefelt, sd vil det blive accelereret ind mod
Jorden, hvis det slippes. Herved vil en del af legemets opsparede potentielle energi blive
omsat til kinetisk energi.

Bemaerkning 6

I dette afsnit har vi kigget pa tiltrekningen mellem to legemer og ladet som om det ude-
lukkende er meteoret der bevager sig og ikke Jorden. Det er da ogsa en super god ap-
proksimation, fordi Jordens masse er sa meget storre end meteorets. Hvis der var tale
om et legeme med en masse, som blot var lidt mindre end Jordens, sd ville Jorden ogsa
bevege sig merkbart. I si fald skal man til at kigge pa systemets tyngdepunkt. Det lig-
ger udenfor denne notes hensigt.

Bevagelser i solssystemet

Vi har ovenfor udelukkende fokuseret pd Jordens tyngdefelt, som om det kun er det pé-
geldende himmellegeme og sa Jorden, der traekker i hinanden. I praksis vil der ofte
veere flere himmellegemer, der skal tages hensyn til, afhengigt af hvor store deres mas-
ser er, og hvor langt borte de er. Nar eksperter regner pa bevagelserne af himmellege-
merne i vort solsystem, sa er de nedt til at regne pa et trelegemeproblem eller et mange-
legemeproblem for at fa nejagtige forudsigelser.

For Jordens bevagelse om Solen kan vi som en grov model godt antage, at der kun fin-
des Jorden og Solen, og at det er Jorden, som beveager sig rundt om Solen samt at Solen
1 ovrigt er updvirket. Ifelge Keplers 1. lov bevager planeterne sig omkring Solen i en
ellipsebane med Solen 1 det ene brendpunkt. Ved hjelp af gravitationsloven (1) var
Newton i stand til at udlede dette teoretisk. Det skal vi naturligvis ikke gere her, blot
overveje nogle fa ting. Figuren viser, hvordan de to objekter pavirker hinanden med den
centrale gravitationskraft. Hvis planeten ikke havde haft fart pa til siden, sa ville den
have foretaget et direkte styrt ned mod Solen.
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Heldigvis har planeten denne fart rundt i banen. Hvis man leegger den kinetiske energi
sammen med den potentielle energi, sd vil man fa et negativt tal. Der gelder nemlig den
regel, at objekter, der bevager sig i en ellipsebane omkring Solen har en negativ me-
kanisk energi: E ., <0. Bevagelsen er bundet. Derimod er objekter, der beskriver en
parabelbane eller en hyperbelbane, karakteriseret ved henholdsvis en mekanisk energi
pa 0 og en positiv mekanisk energi. I begge de sidstnaevnte tilfeelde vil objektet kun
komme ind omkring Solen en enkelt gang, for det igen vil forsvinde for stedse! Det er
ubundne beveegelser. Tilbage til planeterne med deres ellipsebaner. For dem postulerede
Kepler i sin 2. lov, at de overstryger lige store arealer i lige store tidsrum (arealhastig-
heden er konstant). Det har umiddelbart som konsekvens, at planeten bevager sig hur-
tigere, ndr den er tettere pd Solen. Dernast er der Keplers 3. lov, som udtrykker en
sammenhzng mellem omlobstiden 7 og middelafstanden a til Solen: 7%/a* = konstant .
Med denne lov kan man blandt andet forudsige, at planeter, der ligger lengere fra
Solen, har en sterre omlabstid.

Jorden beveger sig omtrent i en jevn cirkelbevaegelse omkring Solen. Ellipsen er altsa
nasten en cirkel. Det betyder, at vi 1 en tiln@rmelse kan benytte formlerne for jeevn cir-
kelbeveegelse. Her gelder blandt andet folgende formel for accelerationen a = v? / r og
folgende formel for hastigheden: v=2-7-7/T . Den resulterende kraft pa Jorden er gra-
vitationskraften (1), hvor M dog her skal std for Solens masse og m for Jordens masse!
Ifolge Newtons 2. lover F_ =m-a. Det giver folgende:

res

(11) m-—=m-a=F,=G—
r r

Hvis man dividerer pa begge sider med m og ganger med r og endelig tager kvadratro-
den pé begge sider af lighedstegnet, fis:

(12) v =

Vi ser, at hastigheden af Jorden ikke atha@nger af Jordens masse, men kun af Solens!
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Vi har nu to udtryk for hastigheden. Dem kan vi satte lig med hinanden:

/G-M _2mer
r T

G-M 4.7-7°
(13) T
(i
T°  4.n
P GM

Hermed har vi faktisk udledt Keplers 3. lov i specieltilfeeldet med en jevn cirkelbevee-
gelse, da hejresiden i1 (13) er en konstant!

Tyngdeaccelerationen pa Jorden

Vi skal benytte gravitationsloven samt Newtons 2. lov til at bestemme en vardi for den
velkendte tyngdeacceleration g. Vi tenker os en person, som star pd Jordens overflade
og slipper en genstand med massen m. Den resulterende kraft pd genstanden er klart
massetiltrekningen mellem Jord og objekt med henholdsvis masse M og m. Afstanden
mellem objekterne kan med meget god tilnermelse s&ttes lig med Jordens radius R.

M
Jorden o
\ Fu
Det giver anledning til felgende ligning:
m-M G-M
(14) m-a :F;es = G- R2 = CZ=T

Med talverdierne for G, M og R fra eksempel 5 giver det a = 9,82 rn/ s?, hvilket er den
velkendte vaerdi for tyngdeaccelerationen pa Jorden.



